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Ãëàâà I
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîíÿòèÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷¸òà, ñâîáîäíîé è íåñâîáîäíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñâÿçåé è
èõ êëàññèôèêàöèè, âèðòóàëüíîé ñêîðîñòè, âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ
è âèðòóàëüíîé ðàáîòû, îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò è îáîáù¸ííûõ ñèë. Äëÿ
êàæäîãî ïîíÿòèÿ ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó çàäà÷à. Íåêîòîðûå
ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷.

§1.1 Ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¸òà, ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ

Âñå ïðîöåññû, ðàññìàòðèâàåìûå â ôèçèêå, ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàí-
ñòâå è âî âðåìåíè, ñâîéñòâà êîòîðûõ íàêëàäûâàþò îïðåäåë¸ííûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà ïðîòåêàþùèå â íèõ ïðîöåññû.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû
ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàíñòâå, ñâîéñòâà êîòîðîãî ïîä÷èíÿþòñÿ  çàêîíàì
ãåîìåòðèè Åâêëèäà è íå çàâèñÿò îò ïðèñóòñòâèÿ â í¸ì ìàòåðèàëüíûõ
òåë. Âñå òî÷êè òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâåðøåííî ðàâíîçíà÷íû (ïðîñòðàí-
ñòâî îäíîðîäíî) è ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü îá îòíîñèòåëüíîì ïîëîæåíèè
è îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè  ìàòåðèàëüíûõ òåë â ïðîñòðàíñòâå. Â òà-
êîì ïðîñòðàíñòâå îòñóòñòâóþò è êàêèå-ëèáî âûäåëåííûå íàïðàâëåíèÿ
(ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî).

Îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòå-
ìàòèêè îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíû ïàðàëëåëüíûå ïåðåíî-
ñû è ïîâîðîòû, íå ìåíÿþùèå çàêîíîâ äâèæåíèÿ.

Îäíîðîäíîñòü âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî âû-
áèðàòü íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü ìîìåíò, ñ êîòîðîãî íà÷èíà-
åòñÿ îòñ÷¸ò âðåìåíè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïîëîæåíèÿ è äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ
òåë â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíû è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ çàêî-
íîâ äâèæåíèÿ íàì íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ, îòíîñèòåëüíî ÷åãî ìû áó-
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äåì ðàññìàòðèâàòü èçó÷àåìûå íàìè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë. Äëÿ
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàì íåîáõîäèìî çàäàòü òåëî îòñ÷¸òà,
ñèñòåìó êîîðäèíàò, (íà÷àëî êîòîðîé ñîâìåñòèì ñ òåëîì îòñ÷¸òà), ìàñø-
òàáû è ÷àñû. Âñ¸ ïåðå÷èñëåííîå âûøå ñîñòàâëÿåò ïîíÿòèå ñèñòåìû îò-
ñ÷¸òà. Ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ çàêîíû Íüþòîíà, ìû áóäåì íàçû-
âàòü èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¸òà
(ÈÑÎ).

Òàê êàê âñå ÈÑÎ ýêâèâàëåíòíû, ìû íå
ìîæåì âûäåëèòü èç ýòîãî ìíîæåñòâà êàêóþ-
òî ïðèâèëåãèðîâàííóþ ÈÑÎ, «àáñîëþò-
íóþ» ñèñòåìó îòñ÷¸òà.

Ðàññìîòðèì äâå ÈÑÎ C  è C ′ . Ïóñòü

C ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî C  ñî ñêîðîñòüþ

V
r

, à êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè À îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ r
r

 è r ′r .
Òîãäà

tVrr
rrr +′= , (1.1.1)

tt ′= . (1.1.2)
Õîä âðåìåíè âî âñåõ ÈÑÎ îäèíàêîâ. Âðåìÿ íîñèò àáñîëþòíûé

õàðàêòåð. Ôîðìóëû (1.1.1) è (1.1.2) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè  ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè Ãàëèëåÿ. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëè-
ëåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òðåáîâàíèè èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ìåõàíèêè ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Àáñîëþòíîñòü âðåìåíè, è ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ óñ-
òàíàâëèâàþò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ1 ìåæäó òåëàìè. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå áóäåò ïåðå-
äàâàòüñÿ ñ  êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, òî îíà áóäåò ðàçëè÷íîé â ðàçëè÷íûõ
ÈÑÎ, ñîãëàñíî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. Çàêîíû äâèæåíèÿ âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ òåë áóäóò ðàçëè÷íû â ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ.

1 Çäåñü èìååòñÿ â âèäó, ÷òî â ìåõàíèêå Íüþòîíà ñêîðîñòü ñâåòà íå èìååò ïðå-
äåëüíîãî çíà÷åíèÿ êàê â ÑÒÎ, à ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïåðåäà¸òñÿ
ìãíîâåííî.

Ðèñ. 1.
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§1.2 Ñâîáîäíûå è íåñâîáîäíûå ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè (÷àñòèöû). Ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé (÷àñòèöåé) ñ÷èòàþò òåëî,
ðàçìåðàìè êîòîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè îïèñàíèè åãî äâèæåíèÿ, òî
åñòü ðàçìåðû òåëà äîëæíû áûòü ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëà-
ìè â êîíêðåòíîé çàäà÷å. Êîñìè÷åñêèé àïïàðàò íà îðáèòå Çåìëè èëè ñî-
âåðøàþùèé ïîë¸ò â ñîëíå÷íîé  ñèñòåìå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìà-
òåðèàëüíóþ òî÷êó. Èçó÷àÿ âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ çâ¸çä, èõ òàê æå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, òàê êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çâ¸çäà-
ìè íàìíîãî ïðåâûøàþò ðàçìåðû ñàìèõ çâ¸çä.

Ñîâîêóïíîñòü ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê, åñëè äâèæåíèå êàæäîé èç íèõ â îòäåëüíîñòè çàâèñèò îò
äâèæåíèÿ è ïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ òî÷åê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó òî÷-
êàìè ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òî÷êàìè ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû íà-
çûâàþòñÿ âíóòðåííèìè ñèëàìè.

Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òî÷êè ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû ñî ñòîðîíû
òî÷åê è òåë, íå ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìå, íàçûâà-
þòñÿ âíåøíèìè ñèëàìè.1

Ìàòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà òî÷åê, â êîòîðîé ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
ìÿ ëþáûìè å¸ òî÷êàìè íå èçìåíÿåòñÿ, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî òâ¸ð-
äûì òåëîì.

Åñëè ëþáàÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû
ìîæåò çàíÿòü  ëþáîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå è èìåòü ëþáóþ ñêîðîñòü,
òî òàêóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàþò ñâîáîäíîé.

Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ íåñâîáîäíîé, åñëè èç-çà
êàêèõ ëèáî îãðàíè÷åíèé (óñëîâèé) òî÷êè ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû íå ìî-
ãóò çàíÿòü ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è íå ìîãóò èìåòü
ïðîèçâîëüíûå ñêîðîñòè.

1 Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå äåéñòâóþùèå íà òî÷êè ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû
ñèëû, åñòü ëèáî çàäàííûå ñèëû, ëèáî ðåàêöèè ñâÿçè. Äàííîå îïðåäåëåíèå ìàòå-
ðèàëüíîé ñèñòåìû  íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèëû òðåíèÿ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè
âíóòðåííåé ñèëîé, íè ñèëîé ðåàêöèè, îïðåäåëåíèå êîòîðîé áóäåò äàíî ïîçæå.
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§1.3. Ñâÿçè è èõ êëàññèôèêàöèÿ

Îãðàíè÷åíèÿ (óñëîâèÿ), êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò ñèñòåìå ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê çàíèìàòü ïðîèçâîëüíûå ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è èìåòü
ïðîèçâîëüíûå ñêîðîñòè íàçûâàþò ñâÿçÿìè.

Ñâÿçü íàëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà èçìåíåíèå êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé
òî÷åê. Ìàòåìàòè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå óðàâíåíèé èëè
íåðàâåíñòâ.

Ïóñòü ñèñòåìà ñîñòîèò èç n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, à äåêàðòîâû êî-

îðäèíàòû i -é òî÷êè áóäóò iii zyx ,, , ( )ni ,...,2,1= . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàëîæåíà îäíà ñâÿçü, êîòîðóþ ìîæíî

ìàòåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ôóíêöèè f . Òîãäà

äëÿ ýòîé ôóíêöèè 1Cf ∈  â îáëàñòè D  ýòî ìîæíî íàïèñàòü1:

( ) 0,,,,...,,,,,,,...,,,,,, 111222111 ≤tzyxzyxzyxzyxzyxf nnnnnn &&&&&& .   (1.3.1)

Åñëè â óðàâíåíèè (1.3.1) ñòîèò çíàê «ðàâíî» � ñâÿçü íàçûâàåòñÿ óäåð-
æèâàþùåé, åñëè ñòîèò çíàê íåðàâåíñòâà, òî ñâÿçü íàçûâàåòñÿ íåóäåðæè-
âàþùåé.

Ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷ íà ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé ñâÿçè. Îòìåòèì,
÷òî â õîäå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷, ìû áóäåì ïîïóòíî äàâàòü îïðåäå-
ëåíèÿ äëÿ âïåðâûå âñòðå÷àþùèõñÿ   ïîíÿòèé, êîòîðûå áóäåì âûäåëÿòü
êóðñèâîì.

Çàäà÷à 1.

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ñâÿçè äëÿ äâóõ òî÷åê Ì1 è Ì2 ñ êîîðäèíàòà-

ìè 111 ,, zyx  è 222 ,, zyx , ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé: à) æåñòêèì ñòåðæíåì

äëèíîé l , á) ãèáêîé íåðàñòÿæèìîé íèòüþ äëèíîé l , â) íåãèáêèì ñòåð-

æíåì, èçìåíÿþùèì ñâîþ äëèíó l  çàäàííûì îáðàçîì tlll sin01 += .

1 Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó pC  â îáëàñòè èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ D , åñëè âñå

å¸ ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà p  ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â D , ∈  - çíàê ïðèíàä-
ëåæíîñòè.
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Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Â ñëó÷àÿõ à) è á)
äàííîé çàäà÷è òî÷êè
Ì1 è Ì2 ìîãóò çàíè-
ìàòü ëþáûå ïîëîæå-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâå è
èìåòü ëþáûå ñêîðîñ-
òè, ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè íå çàâèñèò îò

âðåìåíè è îò âûáîðà ÈÑÎ. Â ñëó÷àå, êîãäà íàì íåò íåîáõîäèìîñòè ñâÿ-
çûâàòü ÈÑÎ ñ ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èëè êàêîé ëèáî å¸ ÷àñòüþ,
ìû ìîæåì ñâÿçàòü ÈÑÎ ñ ëàáîðàòîðèåé è áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ÈÑÎ
ëàáîðàòîðíîé .

Äëÿ ñëó÷àÿ à) (ðèñ.2à) óðàâíåíèå (1.3.1) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

( ) ( ) ( ) 022
12

2
12

2
12 =−−+−+− lzzyyxx .

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äàííûìè òî÷êàìè íåèçìåííî, ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ
óäåðæèâàþùåé.

Äëÿ ñëó÷àÿ á) (ðèñ 2á) óðàâíåíèå (1.3.1) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

( ) ( ) ( ) 022
12

2
12

2
12 ≤−−+−+− lzzyyxx .

Ñâÿçü â äàííîì ïðèìåðå íåóäåðæèâàþùàÿ.
Åñëè óðàâíåíèå óäåðæèâàþùåé ñâÿçè

( ) 0,,,,,, =tzyxzyxf iiiiii &&& (1.3.2)

Íàéòè ( )tzyxzyxf ,,,,,, 222111

Äàíî Ì1( 111 ,, zyx ),

Ì2( 222 ,, zyx ),

à) l (æåñòêèé ñòåðæåíü),

á) l (ãèáêàÿ, íåðàñòÿæèìàÿ íèòü),

â) tlll sin01 += .

Ðèñ. 2à.z

y

x

M
1

M
2

l

O

Ðèñ. 2á.z

y

x

M
1

M
2

l

O
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ñîäåðæèò ÿâíî âðåìÿ t , òî ñâÿçü íàçûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé èëè êèíå-
ìàòè÷åñêîé.

Â ñëó÷àå â) äàííîé çàäà÷è ìû ìîæåì ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ëàáî-

ðàòîðíîé ÈÑÎ,  óðàâíåíèå ñâÿçè (1.3.1)  áóäåò ÿâíî ñîäåðæàòü âðåìÿ t :

( ) ( ) ( ) ( ) 0sin 2
01

2
12

2
12

2
12 =+−−+−+− tllzzyyxx .

Åñëè óðàâíåíèå ñâÿçè íå ñîäåðæèò âðåìåíè t , òî åñòü óðàâíåíèå
ñâÿçè èìååò âèä

( ) 0,,,,, =iiiiii zyxzyxf &&& , (1.3.3)

ñâÿçü íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.
Ñâÿçü, íàêëàäûâàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî íà êîîðäèíàòû òî÷åê

ñèñòåìû, òî åñòü ñâÿçü, óðàâíåíèå êîòîðîé íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ïî
âðåìåíè îò êîîðäèíàò:

( ) 0,,, =tzyxf iii (1.3.4)

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èëè ãîëîíîìíîé.
Åñëè óðàâíåíèå (1.3.2) êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè ïóò¸ì èíòåãðèðîâà-

íèÿ íåëüçÿ ïðèâåñòè ê âèäó (1.3.4), íå ñîäåðæàùåìó ïðîèçâîäíûõ ïî âðå-
ìåíè, òî ýòà ñâÿçü íàçûâàåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé èëè íåãîëîíîìíîé.

Åñëè óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè (1.3.2) ìîæíî ïóò¸ì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðèâåñòè ê âèäó (1.3.4), òî ñâÿçü, ïî ñóùåñòâó, áóäåò ãîëîíîìíîé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîëîíîìíîé ñâÿçè.

Çàäà÷à 2.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ñâÿçè ( )∑
=

=++
n

i
iiiiii zzyyxx

1

0&&& ,

íàëîæåííîé íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå
óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Íàéòè I  (èñêîìûé èíòåãðàë)

Äàíî ( )∑
=

=++
n

i
iiiiii zzyyxx

1

0&&&
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( )∑ ∑
= =

=




 ++=++

n

i

n

i

i
i

i
i

i
iiiiiii dt

dz
z

dt

dy
y

dt

dx
xzzyyxx

1 1

0&&& .

Óìíîæèì âûðàæåíèå ñòîÿùåå â ñêîáêàõ íà dt

( ) 0
1 1

∑ ∑
= =

=++=⋅




 ++

n

i

n

i
iiiiii

i
i

i
i

i
i dzzdyydxxdt

dt

dz
z

dt

dy
y

dt

dx
x .

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà

( )∫ ∑
=

=++=
n

i
iiiiii dzzdyydxxI

1

( ) onstCzyxzyx
n

i

n

i
iiiiii∑ ∑

= =

=++=




 ++=

1 1

222222

2

1

2

1

2

1

2

1
.

Äàííàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èëè ãîëîíîìíîé.

Åñëè íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàëîæåíî k ñâÿçåé, ìû áó-

äåì èìåòü k óðàâíåíèé ñâÿçè ñëåäóþùåãî âèäà:

( ) 0,,,,,, =tzyxzyxf iiiiiij &&& , ( )kj ,...,2,1= ,  ( )ni ,...,2,1= . (1.3.5)

Åñëè ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èíòåãðèðóåìà, òî ñâÿçè áóäóò ãîëîíîì-
íûìè, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå � íåãîëîíîìíûìè.

Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà êîòîðóþ íàëîæåíû ãîëîíîìíûå
ñâÿçè, íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíîé, à ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ íåãîëî-
íîìíûìè ñâÿçÿìè � íåãîëîíîìíîé.

Ãîëîíîìíàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà êîòîðóþ íàëîæåíû

k ñâÿçåé, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

( ) 0,,, =tzyxf iiij , ( )kj ,...,2,1= . (1.3.6)

Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà êîòîðóþ íàëîæåíû ñòàöèîíàð-
íûå (íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè) ñâÿçè, ÷àñòî íàçûâàþò íàòóðàëüíîé ñèñ-
òåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.



18 Ãëàâà ïåðâàÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîñòàâëåíèå íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé ñâÿçè.

Çàäà÷à 3.

Òî÷êà Ì1, ê êîòîðîé ïðèñîåäèíåíà ñ ïîìîùüþ æåñòêîãî ñòåðæíÿ

äëèíû l  òî÷êà Ì2, äâèæåòñÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R , ðàñïîëî-
æåííîé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñâÿçåé.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.
Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ ëàáîðàòî-
ðèåé, ñîâìåñòèâ íà÷àëî ñèñòåìû
êîîðäèíàò ñ öåíòðîì îêðóæíîñ-
òè. Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Òî÷êà Ì1 äâèæåòñÿ â ïëîñ-

êîñòè xOy , à ó òî÷êè Ì2 ìîãóò

ìåíÿòüñÿ âñå òðè å¸ êîîðäèíàòû

222 ,, zyx , òàê êàê  ïî óñëîâèþ çàäà÷è

òîëüêî òî÷êà Ì1 äâèæåòñÿ ïî äóãå îê-
ðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ñâÿçåé: òàê
êàê äâèæåíèå òî÷êè Ì1 ïðîèñõîäèò ïî

îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè xOy , ìû ìî-

æåì ñðàçó íàïèñàòü:

01 =z ,

022
1

2
1 =−+ Ryx .

Òðåòüå óðàâíåíèå ñâÿçè íàìè ïîëó÷åíî â  çàäà÷å 1 (à).

( ) ( ) 022
2

2
12

2
12 =−+−+− lzyyxx .

Ñèñòåìà èìååò òðè ãîëîíîìíûå ñâÿçè òèïà (1.3.6).

Íàéòè ( )tzyxzyxf ,,,,,, 222111

Äàíî Ì1( 111 ,, zyx ),

Ì2( 222 ,, zyx ),

l (æåñòêèé ñòåðæåíü),

R

O

y

x

z

M
1

M
2

R

Ðèñ. 3.
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Çàäà÷à 4.

Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñâÿçåé
äëÿ êðèâîøèïíî-øàòóííîãî ìåõà-
íèçìà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.

Çàïèøåì óñëîâèå
çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ êðèâîøèï-
íî-øàòóííûì ìåõàíèçìîì, ñî-
âìåñòèâ íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäè-

íàò ñ òî÷êîé O . Íàïèøåì óðàâ-
íåíèÿ ñâÿçåé:

Ì1: 01 =z ,     022
1

2
1 =−+ ryx ;

Ì2: 02 =y ,    02 =z ,     ( ) ( ) 022
12

2
12 =−−+− lyyxx .

Ñèñòåìà èìååò ïÿòü ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé.

×èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê íàçûâàåòñÿ ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèõ
å¸ ïîëîæåíèå (êîíôèãóðàöèþ), òî åñòü îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå êàæ-
äîé òî÷êè ñèñòåìû.

Ïóñòü íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîñòîÿùóþ èç n  òî÷åê,

íàëîæåíî k ñâÿçåé òèïà (1.3.6). Òîãäà íå âñå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû

òî÷åê ñèñòåìû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, òî åñòü íà n3  êîîðäèíàò íà-

ëîæåíî k íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ñâÿçè. Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçåé

îòíîñèòåëüíî k êàêèõ ëèáî êîîðäèíàò, ìû âûðàçèì ýòè k êîîðäèíàò

÷åðåç îñòàëüíûå kn −3 . Ýòè kn −3 êîîðäèíàò, êîòîðûå ìîãóò ïðèíè-

Íàéòè ( )tzyxzyxf ,,,,,, 222111

Äàíî Ì1( 111 ,, zyx ),

Ì2( 2x ),

l ,
r
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ìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, è îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áóäåò ðàâíî

kns −= 3 . (1.3.7)

§1.4. Âèðòóàëüíûå ñêîðîñòè, âèðòóàëüíûå
ïåðåìåùåíèÿ

Âèðòóàëüíûå ñêîðîñòè è âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îä-
íèìè èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ìåõàíèêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó íàëîæåíà ñâÿçü âèäà

( ) 0,,, =tzyxf . (1.4.1)

Çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, îáóñëîâëåííûé äåéñòâóþ-
ùèìè íà òî÷êó ñèëàìè, áóäåò

( )txx = , ( )tyy = , ( )tzz = . (1.4.2)

Ïîäñòàâèâ (1.4.2) â óðàâíåíèå ñâÿçè (1.4.1), ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )[ ] 0,,, ≡ttztytxf . (1.4.3)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïî âðåìåíè t , ïîëó÷èì

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f
&&& . (1.4.4)

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè 0tt = ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èìååò êîîðäè-

íàòû 000 ,, zyx .

Äëÿ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè (1.4.4) ïðèìåò âèä

0
0000

=






∂
∂+⋅







∂
∂+⋅





∂
∂+⋅







∂
∂

t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f
&&& . (1.4.5)

Çäåñü èíäåêñ 0 îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷åòûðå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû

äëÿ çíà÷åíèé 000 ,, zyx è 0t . Ïðîèçâîäíûå zyx &&& ,, â (1.4.5) òàêæå ñîîò-

âåòñòâóþò ìîìåíòó âðåìåíè 0tt = . Óðàâíåíèå (1.4.5) åñòü óñëîâèå, êî-
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òîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè 0tt = ïðîåê-

öèè xvx =& , yvy =& , zvz =&   ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

kzjyixv
r

&
r
&

r
&

r ++= . (1.4.6)

Ýòó ñêîðîñòü íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé ñêîðîñòüþ.
Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñâÿçè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì âèäà

( ) 0,, =zyxf (1.4.7)

óñëîâèå (1.4.5) ïðèìåò âèä

0
000

=⋅






∂
∂+⋅





∂
∂+⋅







∂
∂

z
z

f
y

y

f
x

x

f
&&& . (1.4.8)

Ââåä¸ì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

kzjyixv
r

&
r

&
r

&
r **** ++= (1.4.9)

ñêîðîñòü, ïðîåêöèè êîòîðîé â äàííûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè

0tt =  óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.4.8), òî åñòü òîìó æå óñëîâèþ, êîòî-

ðîìó óäîâëåòâîðÿþò ïðîåêöèè äåéñòâèòåëüíîé ñêîðîñòè ïðè ñòàöèîíàð-
íîé ñâÿçè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñâÿçü íåñòàöèîíàðíàÿ, òî ââåä¸ííàÿ íàìè

ñêîðîñòü *v
r

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè êèíåìàòè÷åñ-
êè âîçìîæíóþ ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè ìãíîâåííî îñòàíîâ-

ëåííîé ñâÿçè â ìîìåíò âðåìåíè 0tt = , òî åñòü *v
r

- ýòî ñêîðîñòü, ñîâìåñ-

òèìàÿ ñî ñâÿçüþ, íî íå èìåþùàÿ ñîñòàâëÿþùèõ, îáóñëîâëåííûõ äåôîð-
ìàöèåé ñâÿçè.

Ñêîðîñòü *v
r

 áóäåì íàçûâàòü âèðòóàëüíîé ñêîðîñòüþ.

Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðèìåðà, äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ïî-
âåðõíîñòè, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ íåêîòî-

ðîé ñêîðîñòüþ v ′r . Äåéñòâèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè v
r

áó-

äåò ñóììîé äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ñîñòàâëÿþùåé *v
r

, ðàñïîëîæåííîé â
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîâåä¸ííîé ê òî÷êå ïîâåðõíîñòè, ãäå íàõîäèò-
ñÿ â äàííûé ìîìåíò ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà è îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì
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(1.4.9), è ñîñòàâëÿþùåé v ′r , îáóñëîâëåííîé ïåðåìåùåíèåì ïîâåðõíîñòè.
Âèðòóàëüíûå æå ñêîðîñòè áóäóò ðàñïîëîæåíû òîëüêî â êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè.

Èç ñðàâíåíèÿ óñëîâèé (1.4.5) è (1.4.8) âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå íå-
ñòàöèîíàðíîé ñâÿçè äåéñòâèòåëüíûå ñêîðîñòè â îáùåì ñëó÷àå  íå ñîâïà-
äàþò ñ âèðòóàëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Åñëè ñâÿçü ñòàöèîíàðíàÿ � äåéñòâè-
òåëüíàÿ ñêîðîñòü ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âèðòóàëüíûõ ñêîðîñòåé.

Ðåøèì çàäà÷ó ñ ïðèìåíåíèåì ïîíÿòèÿ âèðòóàëüíîé ñêîðîñòè.

Çàäà÷à 5.

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå (1.4.4) äëÿ ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû, çàäàííîé
â çàäà÷å 1(à).

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Áóäåì ðåøàòü çàäà-
÷ó â ëàáîðàòîðíîé ÈÑÎ.

Ïóñòü 1r
r

è 2r
r

 ðàäèóñ-âåê-

òîðû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
Ì1 è Ì2 ñîîòâåòñòâåííî.
Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíè-

åì ñâÿçè, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1(à)

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,, 22
12

2
12

2
12 =−−+−+−= lzzyyxxtzyxf iii .

Î÷åâèäíî, ÷òî

( )122 xx
x

f −=
∂
∂

, ( )122 yy
y

f −=
∂
∂

, ( )122 zz
z

f −=
∂
∂

  è  0=
∂
∂

t

f

*
1

*
2

* xxx &&& −= , *
1

*
2

* yyy &&& −= ,  *
1

*
2

* zzz &&& −= ,

òîãäà äëÿ (1.4.4) ìîæíî íàïèñàòü

Íàéòè 0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f
&&&

Äàíî Ì1( 111 ,, zyx ),

Ì2( 222 ,, zyx ),

l (æåñòêèé ñòåðæåíü)
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( )( ) ( )( ) ( )( ) 0*
1

*
212

*
1

*
212

*
1

*
212 =−−+−−+−− zzzzyyyyxxxx &&&&&&

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå:

( ) ( ) 0*
1

*
212 =−⋅− vvrr

rrrr
, (1.4.10)

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü âèðòóàëüíûõ ñêîðîñòåé äâóõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òâ¸ðäîãî òåëà âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïðÿìîé, ñî-
åäèíÿþùåé ýòè òî÷êè, òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè (1.4.10) ñòîèò ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå  âåêòîðîâ 12 rr
rr −  è *

1
*
2 vv

rr − .

Äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ
âåêòîð

dtvrd
rr = . (1.4.11)

Ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà dtxdx &= , dtydy &= , dtzdz &=  óäîâëåò-

âîðÿþò óðàâíåíèþ

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

dt
t

f
dz

z

f
dy

y

f
dx

x

f
, (1.4.12)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.4.4)

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f
&&& (1.4.4)

óìíîæåíèåì åãî íà dt .

Äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íà-
çûâàþòñÿ âåêòîðû

kdtzjdtyidtxdtvrd iii

r
&

r
&

r
&

rr ++== , ( )nj ,...,2,1= . (1.4.13)

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà À ñ êîîðäèíàòàìè zyx ,, íà-

õîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ( ) 0,,, =tzyxf . Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè À â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì

kzjyixr
rrrr ++= . Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî áëèçêèõ

ïîëîæåíèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À, äîïóñêàåìûõ ñâÿçüþ â ýòîò ôèêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè.
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )kzzjyyixxrtrtr
rrrrrr δδδδ +++++=+=′ .

Âåêòîð kzjyixr
rrrr δδδδ ++= åñòü áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå

ðàäèóñ-âåêòîðà ( )tr
r

ïðè ìûñëåííîì ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

èç ïîëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ðàäèóñ-âåêòîðîì ( )tr
r

, â ïîëîæåíèå, îï-

ðåäåëÿåìîå ðàäèóñ-âåêòîðîì ( )tr ′r .

Âåêòîð r
rδ íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ. Âåê-

òîð âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò ìûñëåííî, íå íàðóøàÿ ñâÿçè, ïåðåâåñòè ìàòåðèàëüíóþ
òî÷êó èç îäíîãî å¸ ïîëîæåíèÿ â áåñêîíå÷íî áëèçêîå, îòíîñÿùååñÿ ê òîìó

æå ìîìåíòó âðåìåíè 0t .

Âåêòîð r
rδ èíà÷å íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé âåêòîðà r

r
, à åãî ïðîåêöèè

xδ , yδ , zδ  - âàðèàöèÿìè êîîðäèíàò. Ïðîåêöèè xx δ+ , yy δ+ , zz δ+

âåêòîðîâ ( )tr ′r  äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ñâÿçè (1.3.4)

( ) 0,,, =tzyxf , òî åñòü ( ) 0,,, =+++ tzzyyxxf δδδ .

Ðàçëàãàÿ ýòî âûðàæåíèå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì xδ , yδ , zδ , ó÷èòûâàÿ,

÷òî ( ) 0,,, =tzyxf , è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ìàëîñòè âûñøåãî ïîðÿäêà,

ïîëó÷èì óñëîâèå, íàêëàäûâàþùåå îãðàíè÷åíèå íà âàðèàöèè êîîðäèíàò:

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
z

f
y

y

f
x

x

f δδδ . (1.4.14)

Òàê êàê âðåìÿ â (1.4.14) ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, âàðèàöèè xδ ,

yδ , zδ  íàçûâàþòñÿ èçîõðîííûìè.

Åñëè ñâÿçü, êîòîðîé ïîä÷èíåíî äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

ñòàöèîíàðíàÿ, òî ïðîåêöèè ( dzdydx ,, ) äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ

rd
r

 óäîâëåòâîðÿþò  óðàâíåíèþ  0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
, òî åñòü
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âåêòîð äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç âèðòóàëü-
íûõ ïåðåìåùåíèé.

Âèðòóàëüíûìè ïåðåìåùåíèÿìè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîä-

÷èí¸ííîé k ñâÿçÿì âèäà

( ) otzyxf iiij =,,, , ( )kj ,...,2,1= , ( )ni ,...,2,1=
íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ

kzjyixr iiii

rrrr δδδδ ++= , (1.4.15)

ïðîåêöèè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

0
1

=





∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂∑

=

n

i
i

i

j
i

i

j
i

i

j z
z

f
y

y

f
x

x

f
δδδ , ( )kj ,...,2,1= . (1.4.16)

Ïðè ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçÿõ ïðîåêöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

0
1

=





∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂∑

=

n

i
i

i

j
i

i

j
i

i

j dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
, (1.4.17)

( )kj ,...,2,1= .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìå-
ùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îäíèì èç âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé.

§1.5. Âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà, ïðèçíàê èäåàëüíîñòè
ñâÿçåé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íàõîäÿùóþñÿ
â îïðåäåë¸ííîì ïîëîæåíèè â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, äåéñòâóåò

ñèñòåìà  ñèë nFFF
rrr

,...,, 21 è âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðè-

àëüíûõ òî÷åê ðàâíû nrrr
rrr δδδ ,...,, 21 .

Âèðòóàëüíîé ðàáîòîé íàçûâàåòñÿ ðàáîòà ñèë nFFF
rrr

,...,, 21  íà âèð-

òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ nrrr
rrr δδδ ,...,, 21  ñèñòåìû, òî åñòü
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∑
=

⋅=
n

i
ii rFA

1

rr
δδ (1.5.1)

èëè

( )∑
=

++=
n

i
iiiiii zZyYxXA

1

δδδδ (1.5.2)

Çäåñü iii ZYX ,,  - ñîñòàâëÿþùèå çàäàííûõ ñèë âäîëü ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îñåé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ñîñòàâëÿþùèå åñòü èçâåñòíûå ôóíêöèè

ñåìè ïåðåìåííûõ: tzyxzyx ,,,,,, &&& . Îíè îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îáëàñ-

òè D  ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ( )tzyxzyx ,,,,,, &&& . ×àùå âñåãî ôóíê-

öèè ZYX ,, çàâèñÿò ëèøü zyxzyx &&& ,,,,, , à â íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ

çàäà÷àõ ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò ëèøü îò òð¸õ ïåðåìåííûõ zyx ,, . Â òàêîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò î äâèæåíèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ñèëîâîì ïîëå.
Èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè íàçûâàþòñÿ òàêèå ñâÿçè, äëÿ êîòîðûõ âèðòó-

àëüíàÿ ðàáîòà ðåàêöèé ñâÿçè íà ëþáîì âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè ñèñ-
òåìû ðàâíà íóëþ.

∑
=

=⋅
n

i
ii rR

1

0
rr

δ , (1.5.3)

ãäå iR
r

- ðåàêöèÿ ñâÿçè, ïðèëîæåííàÿ ê i - é òî÷êå.

Â êóðñå òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè èäåàëüíàÿ ñâÿçü îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñâÿçü, ðåàêöèÿ êîòîðîé íå ñîäåðæèò ñîñòàâëÿþùåé, îáóñëîâëåííîé òðå-
íèåì. (×àñòíûé ñëó÷àé (1.5.3)).

Ðåøèì çàäà÷ó íà èñïîëüçîâàíèå èäåàëüíîé ñâÿçè.

Çàäà÷à 6.

Ìàòåðèàëüíûå òî÷êè Ì1 è Ì2 ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé àáñîëþò-
íî æåñòêèì ñòåðæíåì (ñì. çàäà÷ó 1(à)). Èññëåäîâàòü óñëîâèå èäåàëüíîñ-
òè ñâÿçåé, ïðèëîæåííûõ ê äàííûì ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì.
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Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.
Ðåøåíèå çàäà÷è.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ëàáî-
ðàòîðíîé ÈÑÎ.

Ïóñòü ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê Ì1 è Ì2 îïðåäåëÿþòñÿ

ðàäèóñ-âåêòîðàìè 1r
r

 è 2r
r

. Ðåàêöèè

ñâÿçåé, ïðèëîæåííûõ ê òî÷êàì Ì1

è Ì2, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç 1R
r

 è 2R
r

, ïðè÷¸ì, â ñîîòâåòñòâèè

ñ III çàêîíîì Íüþòîíà, 12 RR
rr

−= . Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî ìàòåðè-

àëüíàÿ òî÷êà Ì1 èìååò âèðòóàëüíóþ ñêîðîñòü *
1v
r

, à ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-

êà Ì2 èìååò âèðòóàëüíóþ ñêîðîñòü *
2v
r

. Òîãäà äëÿ âèðòóàëüíûõ ïåðåìå-

ùåíèé 1r
rδ  è 2r

rδ  ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Ì1 è Ì2 ìîæíî íàïèñàòü:

τδ *
11 vr
rr = ,  τδ *

22 vr
rr = .

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå (1.5.3)

( )=−⋅=⋅−⋅=⋅+⋅ 21121112211 rrRrRrRrRrR
rrrrrrrrrrr

δδδδδδ

( ) 0*
2

*
11 =−⋅= τvvR

rrr
.

Òàê êàê  âðåìÿ τ  ìîæåò áûòü âûáðàíî  îòëè÷íûì îò íóëÿ, ìû
ìîæåì íàïèñàòü

( ) 0*
2

*
11 =−⋅ vvR

rrr
.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò (óðàâíåíèå (1.4.10), ÷òî ðàçíîñòü âèðòó-

àëüíûõ ñêîðîñòåé *
2

*
1 vv

rr −  ïåðïåíäèêóëÿðíà ê âåêòîðó ðåàêöèè 1R
r

, êàê è

ê íàïðàâëåíèþ ñòåðæíÿ, ñîåäèíÿþùåãî ìàòåðèàëüíûå òî÷êè Ì1 è Ì2.
Ñâÿçü, íàëîæåííàÿ íà ìàòåðèàëüíûå òî÷êè Ì1 è Ì2, � èäåàëüíà.

Ðàññìîòðèì òðè çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèå ðàññìîòðåòü çàêîíû äâèæå-
íèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ñâÿçåé. Çàäà÷à 9 ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷ 7 è 8.

Íàéòè Aδ
Äàíî Ì1( 111 ,, zyx ),

Ì2( 222 ,, zyx ),

l (æåñòêèé ñòåðæåíü)
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Çàäà÷à 7

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé çàäàííîé  (âíóòðåí-

íåé) ñèëû F
r

äâèæåòñÿ ïî çàäàííîé ãëàäêîé1 ïîâåðõíîñòè ( ) 0,, =ϕ zyx
òàê, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íå ìîæåò ïîêèíóòü ïîâåðõíîñòü. Îïðåäå-
ëèòü çàêîíû äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.
Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ çàäàííîé
ïîâåðõíîñòüþ. Âûðàçèì çàäàí-

íóþ ñèëó F
r

 ÷åðåç å¸ ñîñòàâëÿþ-

ùèå: kZjYiXF
rrrr

++= .

Òàê êàê ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè
è íå ìîæåò å¸ ïîêèíóòü, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìàòåðèàëüíóþ ÷àñòè-
öó íàëîæåíà äâóõñòîðîííÿÿ (íåîñâîáîæäàþùàÿ) ñâÿçü, óðàâíåíèå êîòî-

ðîé âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì ( ) 0,, =ϕ zyx , 2C∈ϕ . (Ïðè îäíîñòîðîí-

íåé (îñâîáîæäàþùåé) ñâÿçè, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò ïîêèíóòü ïî-
âåðõíîñòü, óñëîâèå ñâÿçè âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì).

Òàê êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà âñ¸ âðåìÿ íàõîäèòüñÿ íà çàäàííîé
ïîâåðõíîñòè, å¸ êîîðäèíàòû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ ïîâåðõíîñòè

 ( ) 0,, =ϕ zyx . (1.5.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.5.4) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

0=
∂
ϕ∂+

∂
ϕ∂+

∂
ϕ∂

dt

dz

zdt

dy

ydt

dx

x
, (1.5.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû  
x∂
ϕ∂

, 
y∂
ϕ∂

, 
z∂
ϕ∂

 åñòü çàäàííûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ

zyx ,,  êëàññà 1C .

Íàéòè ( ) 0,,,,,, =tzyxzyxf &&&

Äàíî F
r

,

( ) 0,, =ϕ zyx

1 Ïîâåðõíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè äâèæåíèå ïî íåé îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç òðå-
íèÿ.
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Óðàâíåíèå (1.5.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü (ñì. çàäà÷ó 2) èíà÷å

0=
∂
ϕ∂+

∂
ϕ∂+

∂
ϕ∂

dz
z

dy
y

dx
x

. (1.5.6)

Óðàâíåíèå (1.5.6) çàäà¸ò ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè âîçìîæ-

íîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïåðåìåùåíèÿ dzdydx ,,  ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Âñå òðè óðàâíåíèÿ (1.5.4), (1.5.5) è (1.5.6) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
ñâÿçè, ïðè÷¸ì, óðàâíåíèå (1.5.6) â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
(1.5.5). Óðàâíåíèÿ òèïà (1.5.6) áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì óðàâíåíè-
åì Ïôàôôà (ñì. Ïðèëîæåíèå I ï. 2).

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ñâÿçè (1.5.5) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ âîçìîæ-

íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè zyx &&& ,, , êîòîðûå ìîæåò èìåòü ìàòåðèàëü-

íàÿ òî÷êà, òàê êàê  ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò íà÷àòü äâèæåíèå èç òî÷-
êè zyx ,,  ñ ëþáîé ñêîðîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ñâÿçè. Åñëè

óñëîâèÿ çàäà÷è êîíêðåòèçèðîâàíû, òî ó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè ïðî-

õîæäåíèè ÷åðåç êîîðäèíàòó zyx ,,  â ìîìåíò âðåìåíè t  îäíà èç ñêîðî-
ñòåé áóäåò ñîâïàäàòü ñ äåéñòâèòåëüíîé ñêîðîñòüþ, õîòÿ óðàâíåíèå ñâÿ-
çè áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì ñêîðîñòÿì, êîòîðûå ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
ìîãëà áû èìåòü.

Ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåùåíèé dzdydx ,, , êîòîðûå ìàòåðèàëüíàÿ

òî÷êà ìîæåò ñîâåðøèòü çà âðåìÿ dt , ïðè äâèæåíèè èç òî÷êè zyx ,, ,
íàçîâ¸ì âîçìîæíûìè ïåðåìåùåíèÿìè, ñðåäè êîòîðûõ áóäåò ïåðåìåùå-

íèå, ñîâåðøåííîå ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé â äåéñòâèòåëüíîñòè çà âðåìÿ dt .
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå

äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñâÿçè. Ñî ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé
äâèæåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äåéñòâóåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà, êîòîðóþ
ìû íàçîâ¸ì ðåàêöèåé ñâÿçè (ðåàêöèåé ïîâåðõíîñòè). Ýòà ñèëà íàïðàâëå-
íà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ, íåò ñèëû òðåíèÿ).
Ïîâåðõíîñòü ìîæåò ñîçäàâàòü íîðìàëüíóþ ðåàêöèþ ëþáîé âåëè÷èíû è
çíàêà, òàêóþ, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äâèãàÿñü ïîä äåéñòâèåì îáåèõ

ïðèëîæåííûõ ê íåé ñèë (çàäàííîé ñèëû F
r

è ðåàêöèè ñâÿçè), áóäåò âñ¸ âðåìÿ
îñòàâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè.

Îáùèì äëÿ ðåàêöèé ñâÿçè òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï âèðòó-
àëüíîé ðàáîòû (1.5.3), ðåàêöèÿ ñâÿçè íå ñîâåðøàåò ðàáîòû íà ëþáîì



30 Ãëàâà ïåðâàÿ

âîçìîæíîì ïåðåìåùåíèè. Ïîêàæåì ýòî. Îáîçíà÷èì ñîñòàâëÿþùèå ñèëû

ðåàêöèè F ′
r

÷åðåç ZYX ′′′ ,, , òîãäà ó÷èòûâàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñèëû

ðåàêöèè F ′
r

 ê ïîâåðõíîñòè ( ) 0,, =ϕ zyx  â òî÷êå zyx ,, ,  ìû  ìîæåì
íàïèñàòü (óðàâíåíèå íîðìàëè)

z

Z

y

Y

x

X

∂
ϕ∂
′

=

∂
ϕ∂
′

=

∂
ϕ∂
′

. (1.5.7)

Ïåðåïèøåì (1.5.7) ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ=

∂
ϕ∂
′

=

∂
ϕ∂
′

=

∂
ϕ∂
′

z

Z

y

Y

x

X
, (1.5.8)

ãäå  λ - íåêîòîðîå ÷èñëî. Èç (1.5.8) ñëåäóåò, ÷òî

x
X

∂
ϕ∂λ=′ , 

y
Y

∂
ϕ∂λ=′ , 

z
Z

∂
ϕ∂λ=′ . (1.5.9)

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â  (1.5.6) è ñîêðàòèâ íà λ  ïîëó÷èì

0=′+′+′ dzZdyYdxX . (1.5.10)

Óðàâíåíèå (1.5.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ðåàêöèåé
ñâÿçè íà âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèÿõ, ðàâíà íóëþ.

Â äàííîé çàäà÷å êàæäàÿ èç äåéñòâóþùèõ ñèë ïðèíàäëåæèò ê îäíî-

ìó èç äâóõ êëàññîâ: êëàññó çàäàííûõ ñèë (ñèëà F
r

) è êëàññó ðåàêöèé ñâÿçè
(ðåàêöèÿ ïîâåðõíîñòè), êîòîðûå â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðèíÿòî ðàç-
äåëÿòü íà âíóòðåííèå è âíåøíèå ñèëû.

Çàäà÷à 8.

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé çàäàííîé  ñèëû F
r

äâè-
æåòñÿ ïî çàäàííîé èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

( ) 0,,, =ψ tzyx , 2C∈ψ  òàê, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íå ìîæåò ïîêè-

íóòü ïîâåðõíîñòü. Îïðåäåëèòü çàêîíû äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
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Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ «Ëàáîðàòî-
ðèåé». Àíàëîãàìè óðàâíåíèé
(1.5.4), (1.5.5) è (1.5.6) áóäóò, ñî-
îòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ

( ) 0,,, =ψ tzyx , (1.5.11)

0=
∂
ψ∂+

∂
ψ∂+

∂
ψ∂+

∂
ψ∂

tdt

dz

zdt

dy

ydt

dx

x
, (1.5.12)

0=
∂
ψ∂+

∂
ψ∂+

∂
ψ∂+

∂
ψ∂

dt
t

dz
z

dy
y

dx
x

. (1.5.13)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óðàâíåíèé çàäà÷è 8. Âî ïåðâûõ � êîýôôèöèåíòû íîâûõ óðàâ-

íåíèé çàâèñÿò îò tzyx ,,, , â òî âðåìÿ êàê â çàäà÷å 8 îíè çàâèñåëè ëèøü

îò zyx ,, . Ôóíäàìåíòàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó (1.5.5) è (1.5.12) ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ïåðâîå åñòü îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñî-

ñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè zyx &&& ,, , òîãäà êàê âòîðîå óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíûì. Óðàâíåíèå (1.5.13) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (1.5.6) íàëè÷è-

åì ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî dt .
Òàê êàê ðåàêöèÿ ñâÿçè ïî-ïðåæíåìó íîðìàëüíà ê ïîâåðõíîñòè, òî

àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (1.5.7) áóäåò

z

Z

y

Y

x

X

∂
ψ∂
′

=

∂
ψ∂
′

=

∂
ψ∂
′

. (1.5.14)

Ïîëó÷èòü àíàëîã óðàâíåíèÿ (1.5.10) ìû óæå íå ñìîæåì, íåëüçÿ óò-
âåðæäàòü, ÷òî ðàáîòà ðåàêöèè ñâÿçè íà ëþáîì âîçìîæíîì ïåðåìåùåíèè
ðàâíà íóëþ. Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äðóãîé êëàññ ïåðåìåùåíèé

zyx δδδ ,, , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

Íàéòè ( ) 0,,,,,, =tzyxzyxf &&&

Äàíî F
r

,

( ) 0,,, =ψ tzyx
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0=δ
∂
ψ∂+δ

∂
ψ∂+δ

∂
ψ∂

z
z

y
y

x
x

. (1.5.15)

Ïåðåìåùåíèÿ zyx δδδ ,,  ìû íàçûâàåì âèðòóàëüíûìè ïåðåìåùå-

íèÿìè. Ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå âèðòóàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì áóäåì
íàçûâàòü âèðòóàëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

0=δ
∂
ψ∂+

∂
ψ∂+

∂
ψ∂

z
z

y
y

x
x

&&& . (1.5.16)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì: ýòî ïåðåìåùåíèÿ, êîòîðûå áûëè áû âîçìîæíû íà ïîâåðõíîñòè,

åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè 0t  ýòó ïîâåðõíîñòü ìãíîâåííî îñòà-

íîâèòü.

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ 7 è 8  ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé Ïôàô-
ôà (1.5.6) è (1.5.13) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì äëÿ îáùåãî ïîíÿòèÿ î ñâÿçÿõ. Óðàâíåíèÿ ñâÿçè ìîãóò ñî-
äåðæàòü ëþáóþ ôîðìó, íå îáÿçàòåëüíî òàêóþ, êîòîðàÿ äîïóñêàåò èí-
òåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ âîçìîæíûõ ïåðåìåùå-
íèé óðàâíåíèå ñâÿçè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

0=+++ pdtcdzbdyadx , (1.5.17)

ãäå pcba ,,, - çàäàííûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ tzyx ,,, , ïðèíàäëåæàùèå

êëàññó Ñ
1
.  Äëÿ âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

0=δ+δ+δ zcybxa . (1.5.18)

Âîçìîæíûå ñêîðîñòè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

0=+++ pzcybxa &&& , (1.5.19)

à âèðòóàëüíûå ñêîðîñòè � óðàâíåíèþ

0=++ zcybxa &&& . (1.5.20)
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Çàäà÷à 9.

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé ñèëû

( )ZYX ,,  è ðåàêöèè ñâÿçè ( )ZYX ′′′ ,, . Ðåàêöèÿ ñâÿçè òàêîâà, ÷òî ðà-

áîòà å¸ íà ëþáîì âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè ðàâíà íóëþ, è äâèæåíèå
ïðè äåéñòâèè óêàçàííûõ âûøå äâóõ ñèë ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òî åñòü
äåéñòâèòåëüíîå äâèæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.5.19). Ñîñòàâèòü
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ëàáîðà-
òîðíîé ÈÑÎ. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è èç-
âåñòíî, ÷òî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ðå-
àêöèåé ñâÿçè íà ëþáîì âèðòóàëüíîì

ïåðåìåùåíèè, ðàâíà íóëþ è òàê êàê

0=δ′+δ′+δ′ zZyYxX  äëÿ âñåõ zyx δδδ ,, , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíå-

íèþ (1.5.18), ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü

λ=
′

+
′

+
′

c

Z

b

Y

a

X
, (1.5.21)

îòêóäà

aX λ=′ , bY λ=′ , cZ λ=′ . (1.5.22)
Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ïåðåìåííûõ zyx ,,  ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþ-

ùèå óðàâíåíèÿ:

aXxm λ+=&& , (1.5.23)

bYym λ+=&& , (1.5.24)

cZzm λ+=&& , (1.5.25)

0=+++ pzcybxa &&& . (1.5.19)

Â îáùåì ñëó÷àå ýòèõ ÷åòûð¸õ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ

÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ λ,,, zyx  êàê ôóíêöèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t .

Íàéòè ( )tzyxzyxf ,,,,,, &&&

Äàíî ( )ZYX ,, ,

( )ZYX ′′′ ,,
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü

çíà÷åíèÿ zyx ,,  è zyx &&& ,,  (äëÿ (1.5.19)) â ìîìåíò âðåìåíè 0=t .

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (1.5.18) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê âåê-

òîðó ( )cba ,, , à èç óðàâíåíèÿ (1.5.21) ñëåäóåò, ÷òî ðåàêöèÿ ñâÿçè íàïðàâ-

ëåíà âäîëü ýòîãî âåêòîðà. Ìíîæèòåëü λ  ïðîïîðöèîíàëåí âåëè÷èíå ðå-

àêöèè ñâÿçè, êîòîðàÿ ðàâíà 222 cba ++λ .

Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíûå è âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ðàçëè÷à-

þòñÿ, îäíàêî åñëè 0≡p , îíè ñîâïàäàþò. Ñèñòåìà, â êîòîðîé 0≡p íà-

çûâàåòñÿ êàòàñòàòè÷åñêîé. Äëÿ êàòàñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû âîçìîæíûå

è âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ èäåíòè÷íû, à ñêîðîñòü 0=++ kzjyix
r

&
r
&

r
& ÿâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ.

§1.6. Îáîáù¸ííûå (Ëàãðàíæåâû1) êîîðäèíàòû

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-

÷åê, ïîä÷èí¸ííîé k ãîëîíîìíûì ñâÿçÿì, îïðåäåëÿåòñÿ kns −= 3 íåçà-
âèñèìûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ñâÿçûâàòü ñåáÿ îãðàíè÷åíèÿìè â âûáî-
ðå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà ïàðàìåò-

ðû sqqq ,...,, 21 , êîòîðûå ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ðàçìåðíîñòü (óãëû,

ïëîùàäè, äëèíó äóã è òàê äàëåå).

Ýòè íåçàâèñèìûå ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû sqqq ,...,, 21  ( s - ÷èñëî

ñòåïåíåé ñâîáîäû) íàçûâàþòñÿ îáîáù¸ííûìè (Ëàãðàíæåâûìè) êîîðäè-
íàòàìè.

Ââåäåíèå òàêèõ êîîðäèíàò, êàê ïðàâèëî, ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåë¸ííû-
ìè òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå íîñÿò ñêîðåå ìàòåìàòè÷åñêèé, ÷åì ôèçè÷åñêèé
õàðàêòåð. Âàæíî îòëè÷àòü òðóäíîñòè, ïðèñóùèå ñàìîìó èçó÷àåìîìó ÿâëå-
íèþ, îò òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò.

1 Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ââåäåíû Ëàãðàíæåì â 1788 ãîäó.



35Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Âûáîð îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âûáèðàåòñÿ s ïàðàìåòðîâ sqqq ,...,, 21 , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþò

êîíôèãóðàöèþ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ìîìåíò âðåìåíè t .

Âûáîð êîîðäèíàò sqqq ,...,, 21  äîëæåí áûòü ïðîèçâåä¸í òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû èõ çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿëè âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, à íå íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü âîçìîæ-
íûõ êîíôèãóðàöèé.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû sxxx ,...,, 21  òî÷åê ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê áóäóò íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè îò q  è t .

Âñå n3 äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îáîáù¸ííûå

êîîðäèíàòû sqqq ,...,, 21  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( )
( )
( ) 






=
=
=

tqqqzz

tqqqyy

tqqqxx

sii

sii

sii

,,...,,

,,...,,

,,...,,

21

21

21

, ( )ni ,...,2,1= . (1.6.1)

Åñëè íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàëîæåíî k  ñâÿçåé, òî ýòè
ôóíêöèè (1.6.1)  îáðàùàþò â òîæäåñòâî óðàâíåíèÿ ñâÿçåé

( ) 0,,, ≡tzyxf iiij , ( )kj ,...,2,1= (1.6.2)

äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè.
Óðàâíåíèÿ (1.6.1) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

( )tqqqrkzjyixr siiii ,,...,, 21

rrrrr =++= . (1.6.3)

Åñëè ñâÿçè ñòàöèîíàðíûå, òî ôóíêöèè (1.6.1) ìîæíî âûáðàòü òàê,

÷òîáû îíè íå ñîäåðæàëè ÿâíî âðåìåíè t , òîãäà

( )
( )
( ) 






=
=
=

sii

sii

sii

qqqzz

qqqyy

qqqxx

,...,,

,...,,

,...,,

21

21

21

,   ( )ni ,...,2,1= . (1.6.4)
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Èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

( )si qqqrr ,...,, 21

rr = ,  ( )ni ,...,2,1= . (1.6.5)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷ íà âûáîð îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 10.

Ïðîñòîé ìàÿòíèê. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ áåç òðåíèÿ ïî
îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåííîé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òàêîå äâèæå-
íèå ìîæåò îñóùåñòâëÿòü áóñèíêà, äâèæóùàÿñÿ áåç òðåíèÿ ïî ãëàäêîé
ïðîâîëîêå, èçîãíóòîé â ôîðìå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r . Òàê æå áóäåò
äâèãàòüñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà Ì2 èç çàäà÷è 1(à), åñëè òî÷êó Ì1 øàð-
íèðíî çàêðåïèòü â íåêîòîðîé òî÷êå Î, ïðåäîñòàâèâ ñòåðæíþ âîçìîæ-
íîñòü ñâîáîäíî êà÷àòüñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè îêîëî ýòîé òî÷êè.
Íàéòè îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ ëàáîðàòîðèåé, ïîìåñòèâ íà÷àëî
ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó Ì1 � öåíòð îêðóæíîñòè,

ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ èçó÷àåìàÿ íàìè ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà, ðàçìåñòèâ íà÷àëî ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò â öåíòðå îêðóæíîñòè. Ñäå-
ëàåì ÷åðò¸æ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæåíèå ÷àñòèöû íà
îêðóæíîñòè áóäåò âïîëíå îïðåäåëÿòüñÿ îä-

íîé îáîáù¸ííîé êîîðäèíàòîé - óãëîì θ ,
îòñ÷èòûâàåìûì îò íàèíèçøåé òî÷êè îê-

ðóæíîñòè.  θ=q  è óðàâíåíèÿ (1.6.4) ïðè-

ìóò âèä:

qrrx coscos == θ , qrry sinsin == θ . (1.6.6)

Â äàííîé çàäà÷å îáîáù¸ííàÿ êîîðäèíàòà q  èìååò ðàçìåðíîñòü óãëà.

Íàéòè iq

Äàíî r

x

y

M
2

M
1

r
θ

Ðèñ. 5.
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Çàäà÷à 11.

Ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà Ì ñêîëüçèò ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ïî ãëàäêîé (áåç òðåíèÿ) ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèó-
ñà r . Íàéòè îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ ëàáîðàòîðèåé, ñîâìåñòèâ íà÷àëî
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðîì ñôåðû. Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Èç ÷åðòåæà âèäíî, ÷òî ïîëîæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì ìîæåò áûòü îïðå-

äåëåíî ñ ïîìîùüþ ïîëÿðíûõ óãëîâ θ  è ϕ .

Ïîëîæèì θ=1q ,  ϕ=2q , ãäå θ - óãîë

ìåæäó âåêòîðîì r
r

 è íàïðàâëåííîé âíèç
îñüþ Oz, à ϕ  - àçèìóòàëüíûé óãîë ìåæäó

ïëîñêîñòüþ MÎz è êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòüþ xOz.

Óðàâíåíèÿ (1.6.4) ïðèìóò âèä








==
==
==

1

21

21

coscos

sinsinsinsin

cossincossin

qrrz

qqrry

qqrrx

θ
ϕθ
ϕθ

. (1.6.7)

Çàäà÷à 12.

Êðóãîâàÿ îðáèòà. Ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ïëîñêîå äâè-
æåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû, âñ¸ âðåìÿ íàïðàâëåííîé â íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Íàéòè îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû.

Íàéòè iq

Äàíî r
r

θ r
r

ϕ

M

x

y

z Ðèñ. 6.

O
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Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Â äàííîé çàäà÷å ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà
áóäåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè íåêîòîðîãî
ðàäèóñà r , ðàñïîëîæåííîé â êàêîé-ëèáî

ïëîñêîñòè. Âûáåðåì äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè âåðòèêàëüíóþ ïëîñêîñòü. Ñâÿ-
æåì ÈÑÎ ñ ëàáîðàòîðèåé, ñîâìåñòèâ íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ  öåí-
òðîì îêðóæíîñòè è âîñïîëüçóåìñÿ ðèñ. 6.

 Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàäèóñîì

îêðóæíîñòè r  è ïîëÿðíûì óãëîì θ .

rq =1 ,  θ=2q .

Óðàâíåíèÿ (1.6.4) ïðèìóò âèä





==
==

21

21

sinsin

coscos

qqry

qqrx

θ
θ

. (1.6.8)

Çäåñü îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû 1q  è 2q  èìåþò ðàçëè÷íóþ ðàçìåðíîñòü.

Çàäà÷à 13.

Òâ¸ðäàÿ ïëàñòèíêà äâèæåòñÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè. Ñîñòàâèòü óðàâíå-
íèÿ äëÿ îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò òâ¸ðäîé ïëîñêîé ïëàñòèíêè, äâèæóùåé-
ñÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Íàéòè iq

Äàíî ( )ηξ ,G - êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïëàñòèíêè,

( )baM , - êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè Ì ïëàñòèíêè.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âûáåðåì ëàáîðàòîðíóþ ÈÑÎ, ñâÿçàâ ñ íåé ñèñòåìó êîîðäèíàò

Íàéòè iq

Äàíî ( )rFF
rrr

=
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xOy . Ïóñòü êîîðäèíàòû öåíò-

ðà òÿæåñòè G  ïëîñêîé ïëàñòèí-
êè â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìå-

þò çíà÷åíèÿ ξ  è η . Äðóãóþ ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò yOx ′′′  ñâÿæåì

ñ ïëîñêîé ïëàñòèíêîé, ñîâìåñòèâ
íà÷àëî êîîðäèíàò ñ öåíòðîì òÿ-

æåñòè G . Ïóñòü êîîðäèíàòû íå-
êîòîðîé òî÷êè Ì â ñèñòåìå êî-

îðäèíàò  xOy  èìåþò çíà÷åíèÿ  x  è y , à â ñèñòåìå êîîðäèíàò  yOx ′′′
èìåþò çíà÷åíèÿ a  è b . Óãîë, îáðàçóåìûé îñÿìè Ox  è xO ′′ , îáîçíà-

÷èì ÷åðåç θ .  Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.
Â êà÷åñòâå îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò åñòåñòâåííî âûáðàòü êîîðäè-

íàòû öåíòðà òÿæåñòè G  è óãîë θ  ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò Ox è xO ′′ .

ξ=1q ,  η=2q ,  θ=3q .

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6.4) ìîæíî íàïèñàòü

θθξ sincos bax −+= ,

θθη cossin bay ++=
èëè





++=
−+=

332

331

sinsin

sincos

qbqaqy

qbqaqx
. (1.6.9)

Â çàäà÷àõ 10-13 ìû èìåëè ãîëîíîìíûå ñèñòåìû ñ ÷èñëîì n  îáîá-

ù¸ííûõ êîîðäèíàò, ðàâíûõ ÷èñëó k  ñòåïåíåé ñâîáîäû ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ íåãîëîíîìíîé ñèñòåìîé.

Çàäà÷à 14.

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äëÿ îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ìàòåðèàëüíîé
ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Ì1 è Ì2, ñîåäèí¸ííûõ æåñ-

O x

y

y

x

b
a

θ

ξ

η G

′x

′y

Ðèñ.7.

M
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òêèì ñòåðæíåì äëèíîé l . Ïóñòü ñòåðæåíü ñîâåðøàåò ïëîñêîå äâèæåíèå
è ïóñòü íàëîæåííàÿ ñâÿçü çàñòàâëÿåò òî÷êó Ì1 äâèãàòüñÿ â íàïðàâëå-
íèè òî÷êè Ì2.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.
Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âûáåðåì íåïîäâèæíóþ ÈÑÎ
- ëàáîðàòîðèþ. Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.
Ïóñòü ñòåðæåíü îáðàçóåò ñ îñüþ

Ox  óãîë θ .
Ñòåðæåíü Ì1Ì2 ñîâåðøàåò

ïëîñêîå äâèæåíèå. Íàëîæåííàÿ
èäåàëüíàÿ  ñâÿçü òàêîâà, ÷òî òî÷êà Ì1 ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî âäîëü
íàïðàâëåíèÿ Ì1Ì2. Â êà÷åñòâå îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò åñòåñòâåííî âûá-

ðàòü êîîðäèíàòû òî÷êè Ì1 1x  è 1y  ïî

îòíîøåíèþ ê íåïîäâèæíûì îñÿì xOy

è óãîë íàêëîíà θ  ñòåðæíÿ ê îñè Ox .

11 xq = ,  12 yq = ,  θ=3q .

Äëÿ óãëà íàêëîíà θ  ñòåðæíÿ ìîæíî íà-
ïèñàòü

1

1

dx

dy
tg =θ  èëè 

1

1

sin

cos

dx

dy=
θ
θ

,

îòêóäà äëÿ âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷èì

0sincos 11 =− dydx θθ . (1.6.10)

Ýòî óðàâíåíèå íå äîïóñêàåò ââåäåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ.

Ñèñòåìà èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû è îäíó ñâÿçü ( 2=k , 1=l ), íî

÷èñëî îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ðàâíî òð¸ì ( 3=+= lkn ).

Íàéòè iq

Äàíî Ì1 ( )11, yx ,

Ì2 ( )22, yx ,

l  (æåñòêèé ñòåðæåíü)

O y

x

Ðèñ.8.

M
1

M
2

θ
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Óðàâíåíèå (1.6.4) èìååò âèä





+=
+=

32

31

sin

cos

qlqy

qlqx
. (1.6.11)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ëèøü äâå ñòåïåíè ñâîáîäû,
ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ êîíôèãóðàöèé ÿâëÿåòñÿ òð¸õïàðàìåòðè÷åñêèì
è ñèñòåìó ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ëþáîå
êîíå÷íîå.

Íàïðèìåð, ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Ì1 è Ì2 ìîæ-
íî õàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ òðåòüåé êîîðäèíàòû z , êîòîðóþ ìîæ-

íî ïîäîáðàòü, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû yx, , 
12

12

xx

yy
z

−
−= .

Îïðåäåëèì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèé îáîáù¸ííûõ êîîðäè-
íàò. Âûïèøåì äèôôåðåíöèàëû îò ôóíêöèé (1.6.1) ïðè ôèêñèðîâàííîì

âðåìåíè t .















∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∑

∑

∑

=

=

=

s

m
m

m

i
i

s

m
m

m

i
i

s

m
m

m

i
i

qd
q

z
zd

qd
q

y
yd

qd
q

x
xd

1

1

1

~~

~~

~~

. (1.6.12)

Äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì t  îò òîæäåñòâ, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé ñâÿçåé ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ôóíêöèé (1.6.1)

( ) 0,,, =tzyxf iiij , ïîëó÷èì

∑
=

=





∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂n

i
i

i

j
i

i

j
i

i

j zd
z

f
yd

y

f
xd

x

f

1

0
~~~

, (1.6.13)

( )kj ,...,2,1= .
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Óðàâíåíèÿ (1.6.13) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì (1.4.16) è ñëåäîâàòåëü-

íî äèôôåðåíöèàëû iii zdydxd
~

,
~

,
~

 ñîâïàäàþò ñ âàðèàöèÿìè iii zyx δδδ ,, .

Êàê äëÿ ñòàöèîíàðíîé, òàê è äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ñâÿçè âàðèàöèè
êîîðäèíàò áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì:















∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∑

∑

∑

=

=

=

s

m
m

m

i
i

s

m
m

m

i
i

s

m
m

m

i
i

q
q

z
z

q
q

y
y

q
q

x
x

1

1

1

δδ

δδ

δδ

, (1.6.14)

mm qdq
~=δ , ( )sm ,...,2,1= , (1.6.15)

íàçûâàåìûì âàðèàöèÿìè îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò.
Èç (1.6.3) è (1.6.14) ñëåäóåò, ÷òî

∑
= ∂

∂=
s

m
m

m

i
i q

q

r
r

1

δδ
r

r
. (1.6.16)

§1.7. Îáîáù¸ííûå ñèëû

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ âèðòóàëüíîé ðàáîòû

∑
=

⋅=
n

i
ii rFA

1

rr
δδ , (1.7.1)

ïîäñòàâëÿÿ â (1.7.1) çíà÷åíèÿ äëÿ ir
rδ  èç (1.6.16) ïîëó÷èì

∑ ∑
= = ∂

∂⋅=
n

i

s

m
m

m

i
i q

q

r
FA

1 1

δδ
r

r
.
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Âíåñ¸ì iF
r

 ïîä çíàê âòîðîé ñóììû è ïîìåíÿåì çíàê ñóììèðîâà-

íèÿ, òîãäà

∑ ∑
= = ∂

∂⋅⋅=
s

m

n

i m

i
im q

r
FqA

1 1

r
r

δδ .

Ñóììû

∑ ∑
= =







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂⋅=

n

i

n

i m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
im q

z
Z

q

y
Y

q

x
X

q

r
FQ

1 1

r
r

, (1.7.2)

( )sm ,...,2,1=
íàçîâ¸ì îáîáù¸ííûìè ñèëàìè.

Êàæäîé îáîáù¸ííîé êîîðäèíàòå mq ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ îáîáù¸í-

íàÿ ñèëà mQ , èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ðàáîòû, äåë¸ííóþ íà ðàçìåðíîñòü

îáîáù¸ííîé êîîðäèíàòû [ ] [ ]
[ ]m

m q

A
Q = :

ss

s

m
mm qQqQqQqQA δδδδδ +⋅⋅⋅++== ∑

=
22

1
11 . (1.7.3)

Òàêèì îáðàçîì îáîáù¸ííûå ñèëû åñòü êîýôôèöèåíòû ïðè âàðèàöè-
ÿõ îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò â âûðàæåíèè äëÿ âèðòóàëüíîé ðàáîòû.

Çàäà÷à 15.

Íàéòè îáîáù¸ííûå ñèëû äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà À ìàññîé m  ñêîëüçèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ïî ãëàä-
êîé (áåç òðåíèÿ) ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âûáåðåì ÈÑÎ «Ëàáîðàòîðèÿ» è ïîìåñòèì íà-

Íàéòè iQ

Äàíî m ,
r
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÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â öåíòðå ñôåðû.
Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Èç çàäà÷è 8 íàì èçâåñòíî, ÷òî

θ=1q , ϕ=2q .

ϕθ= cossinrx ,

ϕθ= sinsinry ,

θ= cosrz .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáù¸ííûõ ñèë èñïîëüçóåì ôîðìóëó (1.7.2).

θθθ ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= z

F
y

F
x

FQ zyx1 ,

ϕϕϕ ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= z

F
y

F
x

FQ zyx2 .

Ó÷ò¸ì, ÷òî 0== yx FF , mgFz = . Òîãäà

θ∂
∂= z

FQ z1 ,  
ϕ∂

∂= z
FQ z2 , ãäå θ−=

θ∂
∂

sinr
z

, à 0=
∂
∂
ϕ
z

.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

11 sinsin qmgrmgrQ −=θ−= ,

002 =⋅= mgQ .

θ r
r
ϕ

M

x

y

z

mg

Ðèñ. 9.


