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Ãëàâà II
Ïåðâûå òðè  ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå Ëàãðàíæåì â
1760 ãîäó, íà êîòîðîì îñíîâûâàåòñÿ èçëîæåíèå âñåé àíàëèòè÷åñêîé äè-
íàìèêè. Ýòî óðàâíåíèå â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì óðàâ-
íåíèåì. Îñíîâíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ðàçëè÷íûõ ôîð-
ìàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåë¸ííîìó êðóãó ðåøàåìûõ çàäà÷, à èíîãäà
è öåëîìó ðàçäåëó ìåõàíèêè. Â ðàìêàõ äàííîé ãëàâû ìû ðàññìîòðèì ïåð-
âûå òðè ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.

§2.1. Ïåðâàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîä-
÷èí¸ííóþ k ãîëîíîìíûì ñâÿçÿì.  Êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îò-
íîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç Nxxx ,...,, 21 , ãäå nN 3= , òàê ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîä

íîìåðîì r  áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû rrr xxx 31323 ,, −− , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ñëåäóþùåé òàáëèöå (â âåðõíåé ñòðîêå êîòîðîé êîîðäèíàòû ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê âûðàæåíû ÷åðåç rrr z,y,x , à â íèæíåé ñòðîêå òå æå ñàìûå

êîîðäèíàòû  âûïèñàíû ïîäðÿä ïîä íîìåðàìè  rrr xxx 31323 ,, −− ):

nnn

nnn

xxxxxxxxx

zyxzyxzyx

31323654321

222111

,,,...,,,,,,

,,,...,,,,,,

−−

 .

Êîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î n  ìàòåðèàëüíûõ òî÷êàõ, êîîðäèíàòû
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, èìåþùåé ìàññó m , îáîçíà÷èì ÷åðåç zyx ,, , à

ñóììèðîâàíèå ïî n  ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì � ÷åðåç ∑ .  Òàêèì îáðà-

çîì, âûðàæåíèÿ
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&&&&&& (2.1.2)

è

( )∑ δ+δ+δ zzyyxxm &&&&&& (2.1.3)

îáîçíà÷àþò îäíî è òî æå.

Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê çàäàííûì ñèëàì NXXX ,...,, 21 . Ñî-

ñòàâëÿþùèå çàäàííîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ìàòåðèàëüíóþ òîêó ïîä

íîìåðîì r , áóäóò: rrr XXX 31323 ,, −− .

Èòàê, ñ ó÷¸òîì ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé, äëÿ ñèñòåìû èç n  ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê ìîæíî íàïèñàòü

rrrr XXxm ′+=&& ,       ( )Nr ,...,2,1= . (2.1.4)

Çäåñü rX - çàäàííûå ñèëû, à rX ′ - ðåàêöèè ñâÿçè, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèþ

∑
=

=δ′
N

r
rr xX

1

0 (1.5.3)

äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ Nxxx δδδ ,...,, 21 . (Ýòî óñëîâèå

áûëî íàìè ðàññìîòðåíî â çàäà÷å 9).
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.1.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì

rrrr XXxm ′=−&& .

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà rxδ è

ïðîñóììèðóåì ïî r  îò 1 äî N ,  ïîëó÷èì, ñ ó÷¸òîì (1.5.3), îñíîâíîå óðàâ-
íåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû  ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
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( )∑
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1

0&& . (2.1.6)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-
þùåì: â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê, ïîä÷èí¸ííîé èäåàëüíûì ñâÿçÿì, âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà âñåõ ñèë èíåðöèè
è çàäàííûõ ñèë  íà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê ðàâíà íóëþ.

Óðàâíåíèå (2.1.6) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî ïåðåìå-
ùåíèÿ. Îòìåòèì è òîò ôàêò, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ðå-
àêöèé ñâÿçè. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì àíàëèòè-
÷åñêîé äèíàìèêè. Ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ïåðâîé ôîðìîé îñíîâíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Èíîãäà óðàâíåíèå (2.1.6) íàçûâàþò óðàâíåíèåì  Äàëàìáåðà - Ëàã-
ðàíæà.

Óðàâíåíèå (2.1.6), çàïèñàííîå äëÿ n ìàòåðèàëüíûõ, òî÷åê âûãëÿ-
äèò òàê:

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

=δ−+δ−+δ−
n

i
iiiiiiiiiiii zZzmyYymxXxm

1

0&&&&&& . (2.1.7)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.

§2.2. Ñîõðàíåíèå èìïóëüñà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äâèæåòñÿ êàê òâ¸ð-
äîå òåëî âäîëü îñè x  áåç âðàùåíèÿ. Òîãäà äëÿ âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùå-
íèé êàæäîé ÷àñòèöû ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî íàïèñàòü

ax =δ ,  0=δy ,  0=δz , (2.2.1)

ãäå a - íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Óðàâíåíèå (2.1.6) òåïåðü ìîæíî
ïåðåïèñàòü òàê:

( )∑ =− 0aXxm&&  èëè ∑ ∑= Xxm&& . (2.2.2)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî n ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì. Óðàâ-
íåíèå (2.2.2) ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî âñå âíóòðåííèå ñèëû
ïîïàðíî ðàâíû è ïðîòèâîïîëîæíû (III çàêîí Íüþòîíà), ïðåäïîëîæèì
òàê æå, ÷òî ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë  ðàâíà íóëþ, òîãäà
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∑ = 0xm&& . (2.2.3)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (2.2.3)  ïîëó÷èì

∑ = constxm& . (2.2.4)

Óðàâíåíèå (2.2.4) âûðàæàåò òåîðåìó î ñîõðàíåíèè èìïóëüñà.
Äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâ-

íåíèå

( )∑ ∑ ⋅= ξmmx . (2.2.5)

Â óðàâíåíèè (2.2.5) ïîä ïåðåìåííîé ξ  ìû ïîäðàçóìåâàåì ñîâîêóï-

íîñòü êîîðäèíàò ζηξ ,,  êàê  öåíòðà ìàññ G  ïðèíÿòîé íàìè ñèñòåìû

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â (2.2.5) ( )∑m  åñòü ïîñòîÿííîå ÷èñ-

ëî, ìû ìîæåì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.2.3) è (2.2.4), íàïèñàòü

const=ξ& . (2.2.6)

Óðàâíåíèå (2.2.6) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âñå çàäàííûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ

âíóòðåííèìè, öåíòð ìàññ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê G  äâèæåòñÿ
ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî è ñ íèì  ìîæíî ñâÿçàòü ÈÑÎ, ñîâìåñòèâ íà-
÷àëî êîîðäèíàò íåïîñðåäñòâåííî ñ öåíòðîì ìàññ, êîòîðûé â äàííîì ñëó-
÷àå áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïîêîå.

§2.3. Ñîõðàíåíèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âðàùàåò-
ñÿ, êàê òâ¸ðäîå òåëî âîêðóã îñè z . Òîãäà êëàññ âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùå-
íèÿ áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò âñåé ñèñòåìû ìà-

òåðèàëüíûõ òî÷åê âîêðóã îñè Oz è óðàâíåíèå (2.2.1) áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì

δθ−=δ yx ,   δθ=δ xy ,   0=δz . (2.3.1)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ðàâåíñòâ θ= cosrx , θ= sinry ,

âàðüèðóÿ êîòîðûå ïî θ  ïîëó÷èì

δθ−=θδθ−=δ yrx sin , δθ=θδθ=δ xry cos .
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Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (2.1.7)

( ) ( ) ( )[ ]=δ−+δ++δ−∑ zZzmyYymxXxm &&&&&&

( ) ( ) ( ) ( )[ ]=⋅−+δθ⋅−+δθ−⋅−= ∑ 0ZzmxYymyXxm &&&&&&

( ) ( )∑ =δθ−−δθ−= 0yXxYxyyxm &&&& .

Îòêóäà

( ) ( )∑ ∑ −=− yXxYxyyxm &&&& . (2.3.2)

Îïóñêàÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, âíóòðåííèå ñèëû è ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè zðàâíà
íóëþ, ìû ìîæåì íàïèñàòü

( )∑ =− 0xyyxm &&&& . (2.3.3)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (2.3.3), ïîëó÷èì

( )∑ =− 0xyyxm && . (2.3.4)

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.3.3) ñòîèò õîðîøî èçâåñòíîå èç òåîðå-

òè÷åñêîé ìåõàíèêè âûðàæåíèå äëÿ ïðîåêöèè íà îñü Oz  ìîìåíòà êîëè-

÷åñòâà äâèæåíèÿ (êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà) ( )∑ −= xyyxmLz &&  ñèñòåìû

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Óðàâíåíèå (2.3.4) âûðàæàåò òåîðåìó î ñîõðàíåíèè ìîìåíòà êîëè÷å-

ñòâà äâèæåíèÿ.
Èñõîäÿ èç ïåðâîé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, íàì ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòàðíûõ ðàññóæäåíèé óäàëîñü ïîëó÷èòü äâå î÷åíü âàæíûå òåîðå-
ìû � òåîðåìó î ñîõðàíåíèè èìïóëüñà è òåîðåìó î ñîõðàíåíèè ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû åù¸ ðàç ïîëó÷èì ýòè òåîðåìû,
èñõîäÿ èç äðóãèõ ïðåäïîñûëîê.

§2.4. Ïåðâàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ýíåðãèè

Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è 9 ìû ââåëè ïîíÿòèå êàòàñòàòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî ñîâïàäåíèå êëàññîâ
âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé. Â ïåðâîé ôîðìå îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè



50 Ãëàâà âòîðàÿ

( )∑
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rrrr xXxm
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0&& , (2.1.6)

 â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì, âìåñòî rxδ  ìû ìîæåì íàïèñàòü rx& ,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

( ) ( ) 0
11

∑∑
==

=−=⋅−
N

r
rrrrr

N

r
rrrr xXxxmxXxm &&&&&&& ,

èëè

∑∑
==

=
N

r
rr

N

r
rrr xXxxm

11

&&&& . (2.4.1)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîèçâåäåíèå rrr xxm &&& , ñòîÿùåå â ëåâîé ÷à-

ñòè óðàâíåíèÿ (2.4.1). Âîçüì¸ì  âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè  2

2

1
rr xm &  è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî âðåìåíè t .

Ïîëó÷èì  rrrrr xxmxm
dt

d
&&&& =






 2

2

1
. Òåïåðü óðàâíåíèå (2.4.1) ìîæíî çàïè-

ñàòü òàê

∑
=

=
N

r
rr xX

dt

dT

1

& , (2.4.2)

ãäå

∑
=

=
N

r
rr xmT

1

2

2

1
& (2.4.3)

- êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Çàïèøåì (2.4.3) â ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ:

( )∑ ++= 222

2

1
zyxmT &&& , (2.4.4)
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∑= 2

2

1
xmT & . (2.4.5)

Óðàâíåíèå (2.4.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ (ïðîñòåéøóþ) ôîð-
ìó óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. Îíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàâíà ñêîðîñòè, ñ êîòî-
ðîé ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà çàäàííûõ ñèë.

§2.5. Âòîðàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì âíîâü ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è ïóñòü òåïåðü ïîä

íàáîðîì Nxxx ,...,, 21  ïîíèìàþòñÿ íå òîëüêî òåêóùèå êîîðäèíàòû ìà-

òåðèàëüíûõ òî÷åê â ìîìåíò âðåìåíè t , à âñ¸ ïîëå êîîðäèíàò. Ïóñòü çà-

äàííûå ñèëû NXXX ,...,, 21  çàâèñÿò ëèøü îò x è íå çàâèñÿò îò x& è  îò

âðåìåíè t . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ôîðìà Ïôàôôà  ∑
=

N

r
rr xX

1

& , ñòîÿùàÿ â

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.4.1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêî-

òîðîé îäíîðîäíîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè V−  àðãóìåíòîâ  Nxxx ,...,, 21 :

∑
=

−=
N

r
rr dVxX

1

& . (2.5.1)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàþò, ÷òî çàäàííûå ñèëû êîíñåðâàòèâíû (ñèñòåìà

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê êîíñåðâàòèâíà), ôóíêöèþ V  íàçûâàþò ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèåé çàäàííûõ ñèë (èëè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê). Çíàê « - » â óðàâíåíèè (2.5.1) ãîâîðèò î òîì, çà
íóëåâîé óðîâåíü ïðèíèìàåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê óäàë¸ííûõ íà áåñêîíå÷íî áîëüøîå ðàññòîÿíèå äðóã îò äðóãà.

Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê êîíñåðâàòèâíà, òî óðàâíåíèå

( )∑
=

=δ−
N

r
rrrr xXxm

1

0&& (2.1.6)

ñ ó÷¸òîì (2.5.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê
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( )∑ ∑
= =

=δ+δ=δ−
N

r

N

r
rrrrrrr VxxmxXxm

1 1

0&&&& . (2.5.2)

Ðàññìîòðèì âíîâü êàòàñòàòè÷åñêóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,
ïóñòü çàäàííûå ñèëû áóäóò êîíñåðâàòèâíûìè, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

ïóñòü áóäåò ðàâíà  V . Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè V çíà÷åíèÿ

êîîðäèíàò Nxxx ,...,, 21 , ïðèíèìàåìûå â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè íåêîòî-

ðîì äåéñòâèòåëüíîì äâèæåíèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Òåïåðü V
åñòü íå ïðîñòî çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à å¸ çíà÷åíèå   â äàí-

íûé ìîìåíò âðåìåíè t . Òîãäà

∑ ∑
= =

−=
∂
∂=

N

r

N

r
rrr

r

xXx
x

V

dt

dV

1 1

&& . (2.5.3)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∑
=

=
N

r
rr xX

dt

dT

1

& , (2.4.2)

Ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü, ÷òî

0=+
dt

dT

dt

dV
(2.5.4)

èëè

( ) 0=+VT
dt

d
. (2.5.5)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (2.5.5) ïîëó÷èì

hVT =+ , (2.5.6)

ãäå h - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ (ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû), ê êîòî-
ðîé ìû áóäåì ïðèáåãàòü ïðè íàïèñàíèè èíòåãðàëîâ ýíåðãèè.

Óðàâíåíèå (2.5.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðóþ (êëàññè÷åñêóþ) ôîð-
ìó óðàâíåíèÿ ýíåðãèè, èëè èíòåãðàë ýíåðãèè.
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Åñëè êàòàñòàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ ïîä
äåéñòâèåì çàäàííûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèë, ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå
çíà÷åíèå ïðè ëþáîì äâèæåíèè ñèñòåìû.

Âåëè÷èíà h â êàæäîì äâèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè.

( ) hxxxV N =,...,, 21  íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè

äëÿ äàííîãî äâèæåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0≥T , çíà÷åíèå ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ áóäåò hV ≤ .

§2.6. Òðåòüÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ êîãäà çàäàííûå ñèëû â öåëîì íå êîíñåðâà-
òèâíû, à ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïîäñèñòå-
ìû, îäíà èç êîòîðûõ áóäåò êîíñåðâàòèâíîé. Ýòî ìîæíî âûðàçèòü òàê

21 rrr XXX += , (2.6.1)

ãäå 1rX  çàâèñèò îò  Nxxx ,...,, 21  è ñèñòåìà ñèë 1rX  êîíñåðâàòèâíà.

Òîãäà

∑
=

−=
N

r
rr dVdxX

1
1 . (2.6.2)

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìû ìîæåì óðàâíåíèå (2.4.2) çàïèñàòü òàê

( )∑ ∑
= =

+−=+=
N

r

N

r
rrrrrr xX

dT

dV
xXxX

dt

dT

1 1
221 &&& . (2.6.3)

Îêîí÷àòåëüíî ìîæíî íàïèñàòü

( ) ∑
=

=+
N

r
rr xXVT

dt

d

1
2 & . (2.6.4)

Óðàâíåíèå (2.6.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåòüþ ôîðìó óðàâíåíèÿ
ýíåðãèè, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ ïåðâûå äâå ôîðìû óðàâíåíèé ýíåðãèè êàê
÷àñòíûå ñëó÷àè.
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Òðåòüÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ýíåðãèè âûðàæàåò ñîáîé òîò ôàêò, ÷òî
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè (êèíåòè÷åñêîé ïëþñ ïîòåíöèàëüíîé)
ðàâíà ìîùíîñòè îñòàëüíûõ ñèë, òî åñòü ñèë, íå äàþùèõ âêëàäà â ïîòåí-
öèàëüíóþ ýíåðãèþ.

Óðàâíåíèå (2.5.6), âûðàæàþùåå êëàññè÷åñêèé èíòåãðàë ýíåðãèè,
èãðàåò âàæíóþ ðîëü íå òîëüêî âî âñåé ìåõàíèêå, íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
áóêâàëüíî íà âñå îáëàñòè ôèçè÷åñêèõ íàóê.

§2.7. Âòîðàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Ïðåæäå ÷åì âûâåñòè âòîðóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, ñäåëàåì
íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,

ïîä÷èí¸ííóþ k  ñâÿçÿì. Òîãäà äëÿ âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé òî÷åê äàí-
íîé ñèñòåìû ìû ìîæåì íàïèñàòü óæå èçâåñòíîå íàì óðàâíåíèå (1.4.16)

∑
=

=







δ

∂
∂

+δ
∂
∂

+δ
∂
∂n

i
i

i

j
i

i

j
i

i

j z
z

f
y

y

f
x

x

f

1

0 ,  ( )kj ,...,2,1= . (1.4.16)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî n òî÷êàì. Ïðåîáðàçóåì ýòî
óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåéä¸ì îò ñóììèðîâàíèÿ ïî n òî÷-

êàì ê ñóììèðîâàíèþ ïî nN 3= êîîðäèíàòàì (ñìîòðè  §2.1.) è ââåä¸ì

äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ji
i

j A
x

f
=

∂
∂

. Òåïåðü óðàâ-

íåíèå (1.4.16) ìîæíî çàïèñàòü òàê

∑
=

=δ⋅
N

r
rjr xA

1

0 , (2.7.1)

ãäå ( )kj ,...,2,1= .

Âîçüì¸ì òåïåðü óðàâíåíèå (1.4.4), çàïèñàííîå äëÿ îäíîé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè, è ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,

ïîä÷èíÿþùåéñÿ k ñâÿçÿì:

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f
&&& , (1.4.4)
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 0
1

=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂∑

=

n

i

j
i

i

j
i

i

j
i

i

j

t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f
&&&

èëè

∑
=

=+
N

r
jrjr AxA

1

0& , (2.7.2)

ãäå 
t

f
A j

j ∂
∂

= . Î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû jrA  è jA - ôóíêöèè êëàññà

1C , îïðåäåë¸ííûå â íåêîòîðîé îáëàñòè çíà÷åíèé txxx N ;,...,, 21 .

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê âûâîäó âòîðîé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ïðè ëþáîì âîçìîæíîì äâèæåíèè ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ

 ∑
=

=+
N

r
jrjr AxA

1

0& ,   ( )kj ,...,2,1= . (2.7.2)

Ïóñòü NN xxxxxx &&&&&& ∆+∆+∆+ ,...,, 2211  áóäóò êàêèå-íèáóäü äðóãèå

âîçìîæíûå ñêîðîñòè â òîì æå ïîëîæåíèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê è â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ íèõ òàê æå ìîæíî íàïèñàòü

( )∑
=

=+∆+
N

r
jrrjr AxxA

1

0&& (2.7.3)

èëè

0
11

=+∆+ ∑∑
==

j

N

r
rjr

N

r
rjr AxAxA && ,

ñ ó÷¸òîì (2.7.2) ñðàçó ïîëó÷èì

0
1

=∆∑
=

N

r
rjr xA & . (2.7.4)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.7.4) è (2.7.1), ìû âèäèì, ÷òî ïðèðàùåíèÿ

ñêîðîñòåé Nxxx ∆∆∆ ,...,, 21  óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2.7.1) äëÿ âèð-
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òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è ìû ìîæåì â óðàâíåíèè (2.1.6) âìåñòî rxδ  íà-

ïèñàòü rx&∆ , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

( ) 0
1

=∆−∑
=

N

r
rrrr xXxm &&&  , (2.7.5)

êîòîðîå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.
Âî âòîðîé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ êîíôèãóðàöèþ ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê è ìîìåíò âðåìåíè ìû ïðåäïîëàãàåì çàäàííûìè è ðàññìàò-
ðèâàåì äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â îäíîé è òîé æå êîíôèãóðàöèè è â îäèí
è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ñêîðîñòÿìè, ïðè÷¸ì âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè îòëè÷àþòñÿ íà êîíå÷íóþ, à íå áåñêîíå÷íî
ìàëóþ âåëè÷èíó.

Åñëè â óðàâíåíèå (2.7.5) âìåñòî rx&∆  ïîäñòàâèòü rx& , ìîæíî ïîëó-

÷èòü óðàâíåíèå ýíåðãèè äëÿ êàòàñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ÷àùå âñåãî âòîðàÿ ôîðìà îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè óäàðà.

§2.8. Òðåòüÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè  (2.7.2)

∑
=

=+
N

r
jrjr AxA

1

0& ,   ( )kj ,...,2,1= . (2.7.2)

Äèôôåðåíöèðóåì èõ ïî t , ïîëó÷èì

0
1

=+





+∑

= dt

dA
x

dt

dA
xA j

N

r
r

jr
rjr &&& ,  ( )kj ,...,2,1= . (2.8.1)

Îïåðàòîð 
dt

d
 îçíà÷àåò

∑
= ∂

∂+
∂
∂ N

i i
i x

x
t 1

& , (2.8.2)



57Ïåðâûå òðè ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

òàê êàê êîýôôèöèåíòû jrA  çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ txxx N ;,...,, 21 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà âîçìîæíûõ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê ïðè îäíîé è òîé æå êîíôèãóðàöèè â ìîìåíò âðåìåíè t  è îäè-

íàêîâûõ ñêîðîñòÿõ, íî ðàçëè÷íûõ óñêîðåíèÿõ x&&
r

 è xx &&r&&r ∆+ , òîãäà (2.8.1)
ïðèìåò âèä

( ) 0
1

=+





+∆+∑

= dt

dA
x

dt

dA
xxA j

N

r
r

jr
rrjr &&&&& . (2.8.3)

Ñðàâíèâàÿ (2.8.3) è (2.8.1) ìîæåì íàïèñàòü

0
1

=∆∑
=

N

r
rjr xA && ,   ( )kj ,...,2,1= . (2.8.4)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ

óñêîðåíèÿ Nxxx &&&&&& ∆∆∆ ,...,, 21  óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì  (2.7.1) äëÿ âèð-

òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è ìû ñíîâà ìîæåì â îñíîâíîì óðàâíåíèè (2.1.6)

âìåñòî rxδ  íàïèñàòü rx&&∆ . Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

( ) 0
1

=∆−∑
=

N

r
rrrr xXxm &&&& , (2.8.5)

êîòîðîå íîñèò íàçâàíèå òðåòüåé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.
Â òðåòüåé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ êîíôèãóðàöèè ñèñòåì ìàòå-

ðèàëüíûõ òî÷åê, ñêîðîñòü è âðåìÿ ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îòëè÷àþùåéñÿ òîëüêî óñêîðåíèÿìè.
Âîçìîæíûå ïðèðàùåíèÿ óñêîðåíèé èìåþò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè òðè ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. Îòìåòèì
îñíîâíûå ðàçëè÷èÿ ýòèõ ôîðì:
- â ïåðâîé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

( )∑
=

=δ−
N

r
rrrr xXxm

1

0&& . (2.1.6)

ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîå âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå èç çàäàí-
íîé êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê;
- âî âòîðîé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ
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( ) 0
1

=∆−∑
=

N

r
rrrr xXxm &&&  , (2.7.5)

 êîîðäèíàòû íå âàðüèðóþòñÿ, è ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîå ïðèðàùå-
íèå (íå îáÿçàòåëüíî ìàëîå) ñêîðîñòè;
- â òðåòüåé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

( ) 0
1

=∆−∑
=

N

r
rrrr xXxm &&&& , (2.8.5)

 êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè íå âàðüèðóþòñÿ,  è ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîå
ïðèðàùåíèå (íå îáÿçàòåëüíî ìàëîå) óñêîðåíèÿ.

§2.9. Ïðèíöèï Ãàóññà íàèìåíüøåãî ïðèíóæäåíèÿ

Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ òðåòüåé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òåîðå-
ìó, äîêàçàííóþ Ãàóññîì â 1829 ãîäó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíà êîíôèãóðàöèÿ è ñêîðîñòè íåêîòî-

ðîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ìîìåíò âðåìåíè t . Ñêîíñòðóèðóåì
íåêîòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

∑
=




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
−=

N

r r

r
rr m

X
xmC

1

2

2

1
&& , (2.9.1)

çàâèñÿùóþ îò Nxxx &&&&&& ,...,, 21  è áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå çíà÷åíèÿ x&&
r

, êî-

òîðûå âîçìîæíû ïðè çàäàííûõ êîíôèãóðàöèè è ñêîðîñòÿõ ñèñòåìû ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïðèíöèï Ãàóññà óòâåðæäàåò, ÷òî â äàííîì êëàññå çíà÷åíèé x&&
r

 âûðà-

æåíèå C  äëÿ èñòèííîãî óñêîðåíèÿ ìèíèìàëüíî.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ èñòèííîãî óñêîðåíèÿ âûðàæåíèå C  ïðèíèìà-
åò ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì äëÿ ëþáîãî äðóãîãî âîçìîæíîãî óñêîðåíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñâî-
äèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (2.9.1).

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó ñ ïîìîùüþ òðåòüåé ôîðìû îñíîâíîãî
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óðàâíåíèÿ. Ïóñòü x&&
r

- èñòèííîå óñêîðåíèå, à xx &&r&&r ∆+ - ëþáîå äðóãîå âîç-

ìîæíîå óñêîðåíèå. Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ C∆

∑
=

=


















−−





−∆+=∆

N

r r

r
r

r

r
rrr m

X
x

m

X
xxmC

1

22

2

1
&&&&&&

( ) ( )∑ ∑
= =

∆⋅−+∆=
N

r

N

r
rrrrrr xXxmxm

1 1

2

2

1
&&&&&& . (2.9.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà  â (2.9.2) åñòü òðåòüÿ ôîðìà îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ (2.8.5), ðàâíàÿ íóëþ, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

( )∑
=

∆=∆
N

r
rr xmC

1

2

2

1
&& . (2.9.3)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 0≠∆x&&
r

 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0>∆C , òî åñòü
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (2.9.1) ìèíèìàëüíà ëèøü äëÿ èñòèííîãî óñêîðåíèÿ.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè ñëå-
äóþùèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 16.

Ìàøèíà Àòâóäà. Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, èìåþùèå ìàññû 1m  è

2m  ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ë¸ãêîé íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, ïåðåêèíóòîé

÷åðåç ãëàäêèé íåâåñîìûé áëîê, è äâèæóòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.
Îïðåäåëèòü äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â «ëàáîðàòîðíîé» ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, ñîâìåñòèâ íà÷àëî ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ñ îñüþ âðàùåíèÿ áëîêà. Ïðèìåì äëÿ îï-

ðåäåë¸ííîñòè 12 mm > . Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Íàéòè 1x&& , 2x&&

Äàíî 1m ,

2m
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Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ñâÿçè. Äëÿ ýòîãî ïðèìåì äëèíó íèòè ðàâíîé

l , à ðàäèóñ áëîêà - R . Òîãäà  óðàâíåíèå ñâÿçè ïðèìåò âèä

lRxx =++ π21 ,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ÷òî 021 =+ xx δδ    è    021 =+ xx &&&& . Èëè

21 xx δδ −= ,  è   21 xx &&&& −= . (2.9.4)

Âîçüì¸ì ïåðâóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè

( )∑
=

=δ−
N

r
rrrr xXxm

1

0&& (2.1.6)

 è ïîäñòàâ â íå¸ èçâåñòíûå íàì âåëè÷èíû, ïîëó÷èì

( ) ( ) 022221111 =−+− xgmxmxgmxm δδ &&&&

èëè ñ ó÷¸òîì (2.9.4)

( )( ) ( ) 022222121 =−+−−− xgmxmxgmxm δδ &&&& ,

èëè ( ) ( ) 012212 =−−+ gmmxmm && ,

îòêóäà g
mm

mm
x

12

12
2 +

−
=&& .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî
ìàòåðèàëüíûå òî÷êè äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñ îäèíàêîâûì ïî âåëè-
÷èíå ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà
Ãàóññà íàèìåíüøåãî ïðèíóæäåíèÿ.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è íèòü ïåðåêèíó-

òà ÷åðåç áëîê è íåðàñòÿæèìà, òî åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ìàòåðèàëüíûå òî÷êè áóäóò äâèãàòüñÿ ñ îäèíàêîâûì óñêî-
ðåíèåì â ðàçíûå ñòîðîíû. Îáîçíà÷èì ýòî óñêîðåíèå ÷åðåç w  è ó÷ò¸ì, ÷òî

ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû 2m  äâèæåòñÿ âíèç, à ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàñ-

ñû 1m ââåðõ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå (2.9.1)

x

x
1

x
2

m
2m

1 m
2
g

m
1
g

O

Ðèñ.10.
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( ) ( ){ }2
2

2
12

1
gwmgwmC −+−−= .

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé â êâàäðàò è ïðè-
âåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ){ }2
1212

2
12 2

2

1
gmmgwmmwmmC ++−−+= .

Èç óðàâíåíèÿ 0=∂∂ wC íàõîäèì

( ) ( ) 01212 =−−+=
∂
∂

gmmwmm
w

C
,

îòêóäà g
mm

mm
w

12

12

+
−

= , ÷òî ñîâïàäåò ñ ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåð-

âûì ñïîñîáîì.

Ðåøèì åù¸ äâå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà Ãàóññà.

Çàäà÷à 17.

Îáåçüÿíà è ïðîòèâîâåñ.  Çàìåíèì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìàòåðèàëü-

íóþ òî÷êó ìàññû 1m íà îáåçüÿíó òîé æå ìàññû, êîòîðàÿ ëåçåò ââåðõ ïî

íèòè. Áóäåì ñ÷èòàòü îáåçüÿíó ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Ïîëîæåíèå îáåçü-

ÿíû îòíîñèòåëüíî íèòè â ìîìåíò âðåìåíè t  çàäàäèì ôóíêöèåé ( )tϕ

êëàññà 2C . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñÿ ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ïî-

êîå, òî åñòü ( ) ( ) 000 == ϕϕ & . Îïðåäåëèòü çàêîí äâèæåíèÿ îáåçüÿíû.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ðåøèì çàäà÷ó â «ëàáîðàòîðíîé»

ÈÑÎ. Îñü Ox  ïðîõîäèò ÷åðåç îñü âðà-

Íàéòè 1x&&

Äàíî 1m ,

2m ,

( ) ( ) 000 == ϕϕ & .
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ùåíèÿ áëîêà è íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ.
Îáåçüÿíà è ïðîòèâîâåñ (ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàñ-

ñû 2m ) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t  íàõîäÿòñÿ

íà îäíîì óðîâíå, êîòîðûé ìû ïðèìåì çà íóëåâîé.
Ïðè ïåðåìåùåíèè îáåçüÿíû ïî íèòè å¸ äëèíà áó-
äåò ñîêðàùàòüñÿ (îáåçüÿíà âûáèðàåò å¸ íà ñåáÿ) è
åñëè îáîçíà÷èòü êîîðäèíàòû îáåçüÿíû è ïðîòèâî-

âåñà ÷åðåç 1x  è 2x  ñîîòâåòñòâåííî, òî óðàâíåíèå

(2.9.1) áóäåò âûãëÿäåòü òàê

( ) ( ){ }2
22

2
112

1
gxmgxmC +++= &&&&  .     (2.9.5)

Òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0=t , 021 == xx , ìû ìî-

æåì íàïèñàòü, ÷òî ( ) 21 xxt +== ϕϕ , îòêóäà 12 xx &&&&&& −= ϕ . Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ýòî â (2.9.5) ïîëó÷èì

( ) ( ){ }2
12

2
112

1
gxmgxmC +−++= &&&&&& ϕ . (2.9.6)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå 1x&& , ìèíèìèçèðóþùåå êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó (2.9.6). Ñîñòàâèì  óðàâíåíèå 01 =∂∂ xC && .

( ) ( ){ } 022
2

1
1211

1

=+−ϕ−+=
∂
∂

gxmgxm
x

C
&&&&&&

&&
.

Èëè

( ) ( ) 01211 =+−−+ gxmgxm &&&&&& ϕ .

Îêîí÷àòåëüíî

( ) ( )gmmmxmm 122112 −+=+ ϕ&&&& . (2.9.7)

Äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàâ (2.9.7) ñ ó÷¸òîì íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
ïîëó÷èì

( ) ( ) 2
122112 2

1
gtmmmxmm −+=+ ϕ . (2.9.8)

x

m
2

m
1

m
2
g

m
1
g

O

Ðèñ.11.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îáåçüÿíà è ïðîòèâîâåñ èìåþò îäèíàêîâóþ ìàñ-

ñó, ïîëó÷èì ϕ
2

1
21 == xx , òî åñòü îáåçüÿíà è ïðîòèâîâåñ áóäóò íàõî-

äèòüñÿ íà îäèíàêîâîé âûñîòå.

Çàäà÷à 18.

Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, èìåþùèå ìàññû 1m  è 2m  ñîåäèíåíû

ìåæäó ñîáîé ë¸ãêîé íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç  áëîê  ìàñ-

ñû m  è ðàäèóñà R , è äâèæóòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèòü
äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â «ëàáîðàòîðíîé» ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, ñîâìåñòèâ íà÷àëî ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ñ îñüþ âðàùåíèÿ áëîêà. Ïðèìåì äëÿ îïðå-

äåë¸ííîñòè 12 mm >  è âîñïîëüçóåìñÿ ðèñ. 10. Ìû

ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê çàäà÷å 16, íî òåïåðü áëîê
èìååò îòëè÷íóþ îò íóëÿ ìàññó, ÷òî åñòåñòâåííî

ñêàæåòñÿ íà âèäå ïåðâîé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ñâÿçè ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 16.

 lRxx =++ π21 ,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ÷òî

021 =+ xx δδ    è    021 =+ xx &&&& .

Èëè

21 xx δδ −=   è   21 xx &&&& −= . (2.9.4)

Ñîñòàâèì ïåðâóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè

( ) ( ) 022221111 =+−+− δϕεδδ zoIxgmxmxgmxm &&&& , (2.9.9)

Íàéòè 1x&& , 2x&&

Äàíî 1m ,

2m ,

m ,

R .
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ãäå
2

2mR
I o = - ìîìåíò èíåðöèè áëîêà,

R

x
z

1&&=ε - óãëîâîå óñêîðåíèå,

R

x1δδϕ = - âàðèàöèÿ óãëà ïîâîðîòà ϕ .

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûøå çíà÷åíèÿ â (2.9.9) è ñ ó÷¸òîì (2.9.4) ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) 0
2 1112121111 =δ+δ−⋅−−+δ− xx
m

xgmxmxgmxm &&&&&& ,

ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ

( ) 0
2 12121 =−+





 ++ gmmx

m
mm &&

èëè îêîí÷àòåëüíî

g
m

mm

mm
x

221

12
1

++

−
=&& . (2.9.10)

Çàäà÷à 19.

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íà äâèæóùåéñÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Êëèí

ìàññû M ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-
êà ìàññû mäâèæåòñÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè êëèíà, îáðàçóþùåé ñ
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ óãîë α . Âñå ïîâåðõíîñòè ãëàäêèå. Íàéòè
çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.
Âûáåðåì «ëàáîðàòîðíóþ» ÈÑÎ. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè t  êëèí

Íàéòè w′
Äàíî M ,

m ,
α .
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èìååò óñêîðåíèå w , à ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà èìååò ïî îòíîøåíèþ ê êëèíó óñ-

êîðåíèå w′ . Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå (2.9.1). Çäåñü

ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïî îñè x íà ìàòå-
ðèàëüíóþ òî÷êó ñî ñòîðîíû êëèíà äåé-
ñòâóåò ñèëà mw, à ïî îñè y  äåéñòâóåò

ñèëà òÿæåñòè mg.


















 −′+





 −′+=

22
2 sincos

2

1

2

1

m

mg
w

m

mw
wmMwC αα ,

èëè

( ) ( ){ }222 sincos
2

1

2

1
gwwwmMwC −′+−′+= αα .

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

( ) 222

2

1
sincos

2

1

2

1
mgwmgwmwwmwmMC +′−′−′++= αα .

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ 0=
∂
∂
w

C
    0=

′∂
∂
w

C
.

( ) 0cos =′−+=
∂
∂ αwmwmM
w

C
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

mM

w

m

w

+
′

=
αcos

. (2.9.11)

0sincos =−−′=
′∂

∂ αα mgmwwm
w

C
,

îòêóäà

αα sincos gww +=′ .

12345678901234567890
12345678901234567890
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Ñ ó÷¸òîì (2.9.11) ìîæíî íàïèñàòü

αα
sin

cos2

gw
mM

m
w +′

+
=′

èëè

 αα
sin

cos
1

2

gw
mM

m =′





+

− .

Ïîñëå ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

( )
g

mM

mM
w

α
α

2sin

sin

+
+=′ .

Ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ ïîñòî-
ÿííûì óñêîðåíèåì.


