
67Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

Ãëàâà III
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

Â ýòîé ãëàâå ìû âíîâü âîçâðàùàåìñÿ ê ïîíÿòèÿì îáîáù¸ííûõ êî-
îðäèíàò è îáîáù¸ííûõ ñèë (ñì. §§ 1.6. è 1.7.), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñî-
ñòàâëÿåòñÿ ÷åòâ¸ðòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì òàêæå
óðàâíåíèå Ëàãðàíæà è ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, èíòåãðàë ßêîáè,  îáîáù¸í-
íûé ïîòåíöèàë.

§3.1. ×åòâ¸ðòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

×åòâ¸ðòóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê â îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàòàõ, ìû ïîëó÷èì èç îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ
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Ïðèñòóïàÿ ê âûâîäó, ñëåäóåò âûáðàòü îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû.
Îíè äîëæíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê è áûòü íåçàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé. Â îñòàëüíîì âûáîð îáîáùåí-
íûõ êîîðäèíàò ïðîèçâîëåí. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè «óäà÷íîì»
âûáîðå îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èìåòü íàè-
áîëåå êîìïàêòíûé âèä. Ðåøåíèÿ çàäà÷ ¹¹10-14 è åñòü ïðèìåðû òàêèõ
«óäà÷íûõ» âûáîðîâ îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò.

Âûáðàâ îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû nqqq ,...,, 21  âûðàçèì äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ÷åðåç ýòè îáîáù¸ííûå êîîð-
äèíàòû

( )tqqqxx nrr ,,...,, 21= , Nr ,...,2,1= , (3.1.1)

ãäå ( )tqqqxx nrr ,,...,, 21=  ïðèíàäëåæàò êëàññó 2C â ñîîòâåòñòâóþùåé

îáëàñòè D  èçìåíåíèÿ tqqq n ,,..,, 21 .
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Ñîñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ 
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&& ,  Nr ,...,2,1= , (3.1.2)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå rx&  ñâÿçàíû ñ q& ëèíåéíûìè ñîîòíîøå-

íèÿìè,  êîýôôèöèåíòû â êîòîðûõ çàâèñÿò îò tqqq n ,,..,, 21 .

Ðàññìîòðèì äâå ëåììû.

Ëåììà 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (3.1.3) î÷åâèäíî.
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Ëåììà 2.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.1.4) ðàñïèøåì ñ ó÷¸òîì (3.1.2) ëåâóþ ÷àñòü

ðàâåíñòâà ïîäðîáíî, ïîíèìàÿ ïîä èíäåêñàìè r è i êîíêðåòíûå ôèêñè-
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ðîâàííûå çíà÷åíèÿ, à èíäåêñ Nj ,...,,2,1= .
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òàê êàê ( ) 221 ,,...,, Ctqqqxx nrr ∈=  â îáëàñòè D , è  ìû ìîæåì ïîìå-

íÿòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Âîçüì¸ì òåïåðü óðàâíåíèå (2.4.3) äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
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è ïîäñòàâèì âìåñòî rx&  å¸ çíà÷åíèå èç (3.1.2):
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîëèíîì

T
~

 âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî nqqq &&& ,...,, 21  ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâè-

ñÿùèìè îò tqqq n ,,..,, 21 . Îáîçíà÷åíèå T
~

 âûáðàíî ëèøü òîëüêî äëÿ òîãî,

÷òîáû îòëè÷àòü çíà÷åíèÿ äëÿ T  èç ôîðìóëû (2.4.3) îò çíà÷åíèé T
~

 èç

ôîðìóëû (3.1.5). Ïðåäñòàâèì ïîëèíîì T
~

 òàê:
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ãäå 2T îáîçíà÷àåò îäíîðîäíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ îò q& :
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ãäå
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nj ,...,2,1= .

Òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.1.7)* ìû óáèðàåì ñóììè-

ðîâàíèå ïî j  èç ðàâåíñòâà (3.1.7).

1T - îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò q& :
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nj ,...,2,1= .

 0T  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò tqqq n ,,..,, 21 :
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Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé, òî åñòü ñâÿçåé, äëÿ êîòîðûõ

( )nrr qqqxx ,...,, 21=  è, ñëåäîâàòåëüíî, 0≡
∂

∂
t

xr , êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

áóäåò îäíîðîäíîé ôóíêöèåé âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îáîáù¸ííûõ
ñêîðîñòåé, òî åñòü
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Âåðí¸ìñÿ ñíîâà ê îñíîâíîìó óðàâíåíèþ (2.1.6)
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Ïîäñòàâèì â (2.1.6) âìåñòî  rxδ  åãî çíà÷åíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.6.14)
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Ó÷ò¸ì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.7.2)
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ãäå iQ - îáîáù¸ííàÿ ñèëà.

Òåïåðü êîýôôèöèåíò ïðè iqδ â (3.1.11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:
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Îêîí÷àòåëüíî îñíîâíîå óðàâíåíèå (2.1.6) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäó-
þùåì âèäå:
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Ýòî è åñòü ÷åòâ¸ðòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.
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§3.2. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

 Óðàâíåíèå (3.1.14) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî ïåðå-

ìåùåíèÿ nqqq δδδ ,...,, 21  . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê ãîëîíîìíà è ÷èñëî îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ìèíèìàëüíî, òî åñòü

ln = . Óðàâíåíèå (3.1.14) áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ

nqqq δδδ ,...,, 21 , è ìû ìîæåì íàïèñàòü:

r
rr

Q
q

T

q

T

dt

d =
∂
∂−





∂
∂ ~~

&
, nr ,...,2,1= . (3.2.1)

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ Ëàãðàíæà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íåãîëîíîì-

íàÿ è ÷èñëî îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò òàê æå ìèíèìàëüíî, òî åñòü kln +=
( k ÷èñëî óðàâíåíèé ñâÿçåé). Ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå óðàâíåíèÿ ñâÿçåé.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé (2.7.2):
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êîòîðûå ìû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì
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Åñëè òåïåðü â óðàâíåíèÿõ (3.2.3) âìåñòî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
ïîäñòàâèòü îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû, ïîëó÷èì
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Íàì íåò íåîáõîäèìîñòè íà äàííîì ýòàïå ïîäðîáíî âûïèñûâàòü
êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ (3.2.4), òàê êàê íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò ëèøü
îáùèé ïðèíöèï ñîñòàâëåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ëàãðàíæà. Â
äàëüíåéøåì ìû âåðí¸ìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó, ðåøàÿ êîíêðåòíûå çàäà÷è.

Óðàâíåíèå (3.1.14) òåïåðü ñïðàâåäëèâî íå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ qδ , à

äëÿ qδ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
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∑
=

=δ
n

i
iri qB

1

0 , kr ,...,2,1= . (3.2.5)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.2.1) çàïèøóòñÿ òåïåðü â ôîðìå
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ãäå rX ′  - ðåàêöèè ñâÿçåé.

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðåàêöèè ñâÿçåé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

0
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òî åñòü ðåàêöèè ñâÿçåé íå ñîâåðøàþò ðàáîòû íà ëþáîì âèðòóàëüíîì
ïåðåìåùåíèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ëþáûå ïåðåìåùåíèÿ nxxx δδδ ,...,, 21 , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì
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Óðàâíåíèÿ (1.5.3) è (2.7.2) ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ðåàêöèè ñâÿçåé rX ′

ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñ ïîìîùüþ k  ìíîæèòåëåé jλ
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Ïåðåõîäÿ ê îáîáù¸ííûì êîîðäèíàòàì íà îñíîâàíèè (3.2.5), ïðåä-
ñòàâèì (3.2.7) êàê

∑
=

λ=′
k

m
mrmr BX

1

, ( )nr ,...,2,1= , (3.2.8)

à óðàâíåíèÿ (3.2.6) îêîí÷àòåëüíî ïðèìóò âèä:
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ñîäåðæàùèé k  ìíîæèòåëåé kλλλ ,...,, 21 . Ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê óðàâ-

íåíèÿì (3.2.9) óðàâíåíèé ñâÿçåé (3.2.4) çàïèñàííûõ àíàëîãè÷íî óðàâíå-
íèþ (2.7.2)
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ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó kn + óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ kn +  íåèçâåñò-

íûõ rq è rλ  êàê ôóíêöèé âðåìåíè.

Óðàâíåíèÿ (3.2.1) è (3.2.9) áûëè ïîëó÷åíû Ëàãðàíæåì â 1760 ãîäó.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî îïèñàòü äâèæåíèå ëþáîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1) âûáðàòü îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû rq ,

2) ñîñòàâèòü ôóíêöèþ T
~

- êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â âèäå ïîëèíîìà

îò rq& (ñ êîýôôèöèåíòàìè çàâèñÿùèìè îò rq è, âîçìîæíî, îò t ),

3) íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé çàäàííûìè ñèëà-
ìè íà ïðîèçâîëüíîì âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè, â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìû (1.7.3).

∑
=

=
n

r
rr qQA

1

δδ . (1.7.3)
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§3.3. Êîíñåðâàòèâíûå è îáëàäàþùèå ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèåé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

Ïóñòü çàäàííûå ñèëû rX  çàâèñÿò òîëüêî îò rx è íå çàâèñÿò íè  îò

rx& , íè îò t  è äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ rxδ  ôîðìà Ïôàô-

ôà ∑
=

δ
N

r
rr xX

1

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì Vδ− ,  ãäå V - îäíî-

ðîäíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ Nxxx ,...,, 21 , ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó 1C
(ñì. §2.5.). Áóäåì îïðåäåë¸ííûå òàêèì îáðàçîì çàäàííûå ñèëû íàçûâàòü

êîíñåðâàòèâíûìè, à ôóíêöèþ V - ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïóñòü òàê æå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó rq è rx íå ñîäåðæàò âðåìÿ t .

Âûðàçèì ôîðìó Ïôàôôà  ∑
=

δ
N

r
rr xX

1

 ÷åðåç îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû

∑ ∑∑∑
= ===

δ=δ





∂
∂=δ

n

i

n

i
iii

N

r i

r
r

N

r
rr qQq

q

x
XxX

1 111

(3.3.1)

è

VqQ
n

i
ii

~

1

δδ −=∑
=

, (3.3.2)

ãäå

( ) ( )nN qqqVxxxV ,...,,
~

,...,, 2121 = . (3.3.3)

×åòâ¸ðòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (3.1.14) ïðèìåò âèä:

∑
=

=δ












∂
∂+

∂
∂−








∂
∂n

r
r

rrr

q
q

V

q

T

q

T

dt

d

1

0
~~~

&
. (3.3.4)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (3.2.1) è (3.2.6), ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ãîëîíîì-
íûõ è íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, áóäóò âûãëÿäåòü òàê:
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rrr q

V

q

T

q

T

dt

d

∂
∂−=

∂
∂−





∂
∂ ~~~

&
, (3.3.5)

∑
=

λ+
∂
∂−=

∂
∂−





∂
∂ k

m
mrm

rrr

B
q

V

q

T

q

T

dt

d

1

~~~

&
,  nr ,...,2,1= . (3.3.6)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê êðîìå êîí-

ñåðâàòèâíûõ ñèë ìîãóò äåéñòâîâàòü è äðóãèå ñèëû rX . Â êà÷åñòâå òàêèõ

ñèë ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, íåêîíñåðâàòèâíûå ñèëû, çàâèñÿùèå îò
ïîëîæåíèÿ, èëè ñèëû, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòåé. Ïóñòü

∑
= ∂

∂=
N

r i

r
ri q

x
XQ

1

, (3.3.7)

òàê ÷òî ðàáîòà äîáàâî÷íûõ ñèë íà âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè ðàâíà

∑
=

δ
n

i
ii qQ

1

, òîãäà óðàâíåíèå (3.3.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∑
=

=δ












−
∂
∂+

∂
∂−





∂
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r
rr

rrr

qQ
q

V

q

T

q

T

dt

d

1

0
~~~

&
, (3.3.8)

ñîäåðæàùèì â ñåáå óðàâíåíèÿ (3.2.1) è (3.3.4). (×åðòà íàä ñèìâîëàìè X

è Q íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ñðåäíèì çíà÷åíèÿì íå èìååò, ïðîñòî òàêèì

çíà÷êîì ìû îòìåòèëè íåêîíñåðâàòèâíûå ñèëû, çàâèñÿùèå îò ïîëîæå-
íèÿ èëè ñêîðîñòåé).

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ãîëîíîìíûõ è íåãîëî-
íîìíûõ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

r
rrr

Q
q

V

q

T

q

T

dt

d +
∂
∂−=

∂
∂−





∂
∂ ~~~

&
, nr ,...,2,1= , (3.3.9)

∑
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λ++
∂
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∂
∂−





∂
∂ k

m
mrmr

rrr

BQ
q

V

q

T

q

T

dt

d

1

~~~

&
, nr ,...,2,1= . (3.3.10)
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Ïóñòü òåïåðü çàäàííûå ñèëû rX  çàâèñÿò îò rx è îò t , à ñîîòíîøå-

íèÿ, ñâÿçûâàþùèå rq è rx , ñîäåðæàò âðåìÿ t :

( )tqqqxx nrr ;,...,, 21= . (3.3.11)

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî âèðòóàëü-

íîãî ïåðåìåùåíèÿ xδ  áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî:

∑
=

δ−=δ
N

r
irr VxX

1

, (3.3.12)

ãäå ñèìâîë Viδ  âûðàæàåò ïðîñòðàíñòâåííûé äèôôåðåíöèàë

∑
=

δ
∂
∂=δ

N

r
r

r
i x

x

V
V

1

(3.3.13)

ïðè ôèêñèðîâàííîì t .  (Ïðîñòûì ïðèìåðîì ñëóæèò äâèæåíèå çàðÿæåí-
íîé ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.) Â äàííîì ñëó÷àå ìû íå áóäåì èìåòü êëàññè÷åñ-
êîãî èíòåãðàëà ýíåðãèè, íî ñâîéñòâî, âûðàæàåìîå ñîîòíîøåíèåì (3.3.12),
áóäåò ïðèâîäèòü ê óïðîùåíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïóñòü

( ) ( )tqqqVtxxxV nN ;,...,,
~

;,...,, 2121 = , (3.3.14)

òîãäà

∑∑ ∑∑
== ==

δ
∂
∂=δ





∂
∂

∂
∂=δ

∂
∂=δ

n

i
i

i
i

n

i

N

r i

r

r

N

r
r

r
i q

q

V
q

q

x

x

V
x

x

V
V

11 11

~
(3.3.15)

è

VqQ i

n

i
ii

~

1

δ−=δ∑
=

, (3.3.16)

ãäå ∑
=

δ
∂
∂=δ

n

i
i

i
i q

q

V
V

1

~
~

âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì t . ×åòâ¸ðòàÿ

ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (3.3.4) ïðè âûïîëíåíèè (3.3.11) � (3.3.16)
îñòà¸òñÿ ñïðàâåäëèâîé.
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Íàì  ÷àñòî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, äëÿ
êîòîðîé áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó rq è rx íå ñîäåðæàò âðåìÿ t ,

2) çàäàííûå ñèëû êîíñåðâàòèâíû,
3) ñèñòåìà ãîëîíîìíà è îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû âûáðàíû òàê, ÷òî

ln =  (÷èñëî îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ìèíèìàëüíî).
Â ýòîì ñëó÷àå

∑∑
= =

==
n

r

n

i
irri qqaTT

1 1
2 2

1~
&& , (3.3.17)

à êîýôôèöèåíòû  ria  çàâèñÿò òîëüêî îò  rq . Ïîñëåäíåå òàê æå ñïðàâåä-

ëèâî è äëÿ V
~

, à óðàâíåíèå (3.3.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å-

íèé nqqq δδδ ,...,, 21 . Ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðå÷èñëåííûì âûøå

ñâîéñòâàì, áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíûìè ñèñòåìàìè ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê.

§3.4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

Áóäåì â äàëüíåéøåì êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè, âûðà-

æåííûå ÷åðåç rq è rq& (à òàêæå, âîçìîæíî, è t ), îáîçíà÷àòü ÷åðåç T  è V .

×åòâ¸ðòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (3.3.4) çàïèøåòñÿ â âèäå

∑
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0
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. (3.4.1)

Ïóñòü

VTL −= , (3.4.2)

òîãäà ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî T  íå çàâèñèò îò rq , à V  íå çàâèñèò îò rq& ,

óðàâíåíèå (3.4.1) çàïèøåòñÿ òàê:

∑
=

=δ








∂
∂−








∂
∂n

r
r

rr

q
q

L

q

L

dt

d

1

0
&

. (3.4.3)
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Èç óðàâíåíèÿ (3.4.3) ñëåäóåò äâà âàæíûõ âûâîäà:

1. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ãîëîíîìíà è ln =  (÷èñëî
îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ìèíèìàëüíî), òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò
èìåòü âèä

rr q

L

q

L

dt

d

∂
∂=








∂
∂
&

, nr ,...,2,1= . (3.4.5)

2. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íåãîëîíîìíà è kln += , ( k -
÷èñëî íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó ñâÿçåé), òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò
èìåòü âèä

∑
=

λ+
∂
∂=





∂
∂ k

m
mrm

rr

B
q

L

q

L

dt

d

1&
, nr ,...,2,1= . (3.4.6)

Ê óðàâíåíèÿì (3.4.6) ñëåäóåò äîáàâèòü k óðàâíåíèé ñâÿçè

∑
=

=+
n

i
riri BqB

1

0& , kr ,...,2,1= . (3.2.7)

Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L  íàçûâàþò êèíåòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ñèñ-
òåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.4.5) èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê ëþ-
áîìó ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàòû q : äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî çíà÷èò, ÷òî,

ïîëàãàÿ ( )ϕ= fq , ìû ñíîâà ïîëó÷èì óðàâíåíèå òèïà (3.4.5), òî åñòü

0=
ϕ∂

∂−






ϕ∂
∂ LL

dt

d
&

. (3.4.7)

Ýòà èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîå
ïðåèìóùåñòâî, òàê êàê îíà äà¸ò âîçìîæíîñòü äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò ñðàçó
íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî åñòü,
êèíåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò âñå âîçìîæíûå äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïðèìåðîì èçëîæåíèÿ ìåõàíèêè ñ òî÷-
êè çðåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò ñëóæèòü ïåðâûé òîì øèðî-
êî èçâåñòíîãî êóðñà ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íàïèñàííîãî Ë.Ä. Ëàí-
äàó è Å.Ì. Ëèôøèöåì - «Ìåõàíèêà».
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§3.5. Èíòåãðàë ßêîáè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îïèñûâàåìàÿ ôóí-

êöèåé Ëàãðàíæà L , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) L  íå ñîäåðæèò ÿâíî âðåìÿ t ;

2) ñêîðîñòü q&
r

â äåéñòâèòåëüíîì äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíîé

ñêîðîñòüþ.

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî rqδ  â óðàâíåíèè (3.4.3) ìîæíî íàïèñàòü rq& .
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Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå
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Óðàâíåíèå (3.5.1) ìû ìîæåì òåïåðü çàïèñàòü òàê
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& . (3.5.2)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (3.5.2), ïîëó÷èì

∑
=

=−
∂
∂n

r r
r hL

q

L
q

1 &
& , (3.5.3)

ãäå h - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñîîòíîøåíèå (3.5.3) íàçûâàþò èíòåãðàëîì ßêîáè èëè èíòåãðàëîì

ýíåðãèè. Òàê êàê â ñëó÷àå íàòóðàëüíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, â
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ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ, ìîæíî íà-
ïèñàòü

∑
=

=
∂
∂n

r r
r T

q

L
q

1

2
&

& , (3.5.4)

òî ñ ó÷¸òîì VTL −= ,  (3.5.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

hVT =+ . (3.5.5)
Åñëè â óðàâíåíèè (3.5.3) ïðèíÿòü

VTTTL −++= 012 , (3.5.6)

òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ ïîëó÷èì

∑
=

+=
∂
∂n

r r
r TT

q

L
q

1
122

&
& . (3.5.7)

Òåïåðü óðàâíåíèå (3.5.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

hTVT =−+ 02 . (3.5.8)

Óðàâíåíèå (3.5.8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿâíóþ ôîðìó èíòåãðàëà ßêî-
áè (3.5.3).

§3.6. Îáîáù¸ííûé ïîòåíöèàë

 Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ êàê ôóíê-
öèþ êîîðäèíàò è âðåìåíè, òî åñòü

( )tqqqVV n;,...,, 21= . (3.6.1)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò íå òîëüêî
îò îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè, íî è îò îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé

( )tqqqqqqVV nn ;,...,,,,...,, 2121 &&&= . (3.6.2)

Çäåñü ìû, êàê è â §3.2. ïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî îáîáù¸ííûõ êîîðäè-

íàò ìèíèìàëüíî, òî åñòü ln = .
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (3.2.1)

r
rr

Q
q

T

q

T

dt

d =
∂
∂−








∂
∂
&

, nr ,...,2,1= (3.2.1)

èìåëè âèä
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0=
∂
∂−








∂
∂

rr q

L

q

L

dt

d
&

, nr ,...,2,1= , (3.6.3)

ãäå

VTL −= . (3.6.4)
Óðàâíåíèÿ (3.6.3) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

r
rr

Q
q

V

q

V

dt

d =
∂
∂−








∂
∂
&

, nr ,...,2,1= , (3.6.5)

Ôóíêöèÿ (3.6.2), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü îáîáù¸í-
íûå ñèëû ïî ôîðìóëå (3.6.5), íàçûâàåòñÿ îáîáù¸ííûì ïîòåíöèàëîì.

Ðàññìîòðèì, êàê çàâèñèò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îò îáîáù¸ííûõ
ñêîðîñòåé. Íà îñíîâàíèè (3.6.5) ìû ìîæåì íàïèñàòü, ðàñêðûâ ïîëíóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

∑ ∑
= = ∂

∂−
∂∂

∂+
∂∂

∂+
∂∂

∂=
n

i

n

i rr
i

ir
i

ir
r q

V

tq

V
q

qq

V
q

qq

V
Q

1 1

222

&
&

&
&&

&&
, (3.6.6)

nr ,...,2,1= .
Òàê êàê îáîáù¸ííûå ñèëû îò îáîáù¸ííûõ óñêîðåíèé íå çàâèñÿò, òî

∑
=

=
∂∂

∂n

i
i

ir

q
qq

V

1

2

0&&
&&

, nr ,...,2,1= , (3.6.7)

òî åñòü îáîáù¸ííûé ïîòåíöèàë V  ìîæåò áûòü òîëüêî ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé îò îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé:

( ) ( )∑
=

+=
n

i
irir qtqVtqVV

1

,, & , nr ,...,2,1= . (3.6.8)

Îïðåäåëèì âèä îáîáù¸ííûõ ñèë ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3.6.5) è
(3.6.8):

=







+

∂
∂−= ∑

=

VqV
qdt

dV
Q

n

i
ii

r

r
r

1

&
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∑ ∑
= =

=
∂
∂−

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=

n

i

n

i r
i

r

ir
i

i

r

q

V
q

q

V

t

V
q

q

V

1 1

&&

∑
= ∂

∂+





∂
∂

−
∂
∂+

∂
∂−=

n

i

r
i

r

i

i

r

r t

V
q

q

V

q

V

q

V

1

& , nr ,...,2,1= . (3.6.9)

Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ

r

i

i

r
ri q

V

q

V

∂
∂

−
∂
∂=γ , nir ,...,2,1, = . (3.6.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî

irri γ−=γ . (3.6.11)

Óðàâíåíèÿ (3.6.9) òåïåðü çàïèøóòñÿ òàê

t

V
q

q

V
Q r

n

i
iri

r
r ∂

∂+γ+
∂
∂−= ∑

=1

& , nr ,...,2,1= . (3.6.12)

Åñëè ôóíêöèÿ rV  íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî åñòü 0=
∂

∂
t

Vr , óðàâíå-

íèÿ (3.6.12) ïðèìóò âèä

∑
=

γ+
∂
∂−=

n

i
iri

r
r q

q

V
Q

1

& , nr ,...,2,1= , (3.6.13)

ãäå ∑
=

γ
n

i
iri q

1

&  - òàê íàçûâàåìûå ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âû-

âîä: åñëè ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè rV  íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè,

òî îáîáù¸ííûå ñèëû ñêëàäûâàþòñÿ èç ïîòåíöèàëüíûõ ñèë 







∂
∂−

rq

V
è ãè-

ðîñêîïè÷åñêèõ ñèë 





γ∑

=

n

i
iri q

1

& .
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Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå çíàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷,
êîòîðûå ìû äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïîìåñòèì â ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

§3.7. Ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

Çàäà÷à 20.

Ïðîñòîé ìàÿòíèê. Ïðîñòîé ìàÿòíèê ìû ðàññìàòðèâàëè â çàäà÷å
¹10. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà Ì èìååò ìàññó mè ìîæåò âìåñòå ñ íåâåñî-

ìûì ñòåðæíåì äëèíû l  êà÷àòüñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñîñòàâèòü
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì2.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ ëàáîðàòîðèåé, ïîìåñòèâ
íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó Î. Ñäåëà-
åì ÷åðò¸æ.

Äàííàÿ  ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ðå-
êîìåíäàöèÿìè, ïðèâåä¸ííûìè â §3.2.

1) Âûáåðåì îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû,
èñïîëüçóÿ ðåøåíèå çàäà÷è 10.

Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì
áóäåò âïîëíå îïðåäåëÿòüñÿ îäíîé îáîáù¸í-

íîé êîîðäèíàòîé � óãëîì θ , òî åñòü θ=q .

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè Ì ìîæíî çàïèñàòü òàê

θcoslx = , θsinly = . (3.7.1)

2) Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè Ì. Òàê êàê ìàÿòíèê îáëàäàåò ìîìåíòîì èíåðöèè OI  îòíîñèòåëü-

íî òî÷êè ïîäâåñà, ìû ìîæåì âûðàçèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè Ì ÷åðåç ýòîò ìîìåíò èíåðöèè, òî åñòü

Î y

x

mg

M

lθ

Ðèñ. 13.

Íàéòè ( )tqqf ,, &
Äàíî m ,

l
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2

2

1 θ&OIT = , (3.7.2)

ãäå
2mlI O = (3.7.3)

è  îêîí÷àòåëüíî

22

2

1 θ&mlT = . (3.7.4)

Òîãäà

θ
θ

&
&

2ml
T =

∂
∂

, à  0=
∂
∂
θ
T

. (3.7.5)

2) Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ îáîáù¸ííîé ñèëû

θ
θ

sinmgl
x

XQ −=
∂
∂= . (3.7.6)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (3.2.1)

Q
T

dt

d =






∂
∂
θ&

 èëè  θθ sin2 mglml −=&& .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

0sin =+ θθ
l

g&& (3.7.7)

õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ýòî óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì, è åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòà θ òî÷êè Ì â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ìàëî

îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ. Òîãäà θθ ≈sin è óðàâíåíèå (3.7.7) ìîæíî çàìå-
íèòü íà «ïðèáëèæåííîå» ëèíåéíîå óðàâíåíèå

02 =+ θωθ&& , (3.7.8)

ãäå 
l

g=2ω .

Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
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022 =+ ωk , (3.7.9)
ïîëó÷èì:

ωik ±= . (3.7.10)
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7.7) çàïèøåì â âèäå

titi eCeC ωωθ −+= 21 . (3.7.11)

Ïîñòîÿííûå 1C è 2C  ìîæíî îïðåäåëèòü, åñëè áóäóò çàäàíû äâà

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ. Ïóñòü â íà÷àëå äâèæåíèÿ ïðè 0=t  êîîðäèíàòà

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì ðàâíà 0θ , à å¸ ñêîðîñòü 0θ& . Ïîäñòàâèì ýòè çíà-

÷åíèÿ θ  è θ& â óðàâíåíèå (3.7.11) è â óðàâíåíèå

( )titi eCeCi ωωωθ −−= 21
& , (3.7.12)

ïîëó÷åííîå èç (3.7.11) äèôôåðåíöèðîâàíèåì åãî ïî âðåìåíè. Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè ïîëó÷èì:

210 CC +=θ , (3.7.13)

( )210 CCi −= ωθ& . (3.7.14)

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ (3.7.13) è (3.7.14), ïðåäâàðèòåëü-

íî ðàçäåëèâ (3.7.14) íà ωi , ïîëó÷èì:










=−

=+

2
0

0

1
0

0

2

2

C
i

C
i

ω
θθ

ω
θθ

&

&

. (3.7.15)

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ 1C è 2C  â óðàâíåíèå (3.7.11)

=





−+





+= − titi e

i
e

i
ωω

ω
θθ

ω
θθθ 0

0
0

0 2
1

2
1 &&
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22
0

0

titititi ee

i

ee ωωωω

ω
θθ

−− −++=
&

. (3.7.16)

Ïðåîáðàçóåì (3.7.16) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ýéëåðà

t
i

ee titi

ω
ωω

sin
2

=− −

, t
ee titi

ω
ωω

cos
2

=+ −

. (3.7.17)

tt ω
ω
θωθθ sincos 0

0

&

+= . (3.7.18)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

δθ cos0 A=  è δ
ω
θ

sin0 A=
&

, (3.7.19)

ãäå A  è δ - íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Òåïåðü óðàâíåíèå (3.7.18) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( )δωωδωδθ −=+= tAttA cossinsincoscos
èëè îêîí÷àòåëüíî

( )δωθ −= tAcos . (3.7.20)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Èç ôîðìóë (3.7.19) ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ A è δ :







+=

2

2
02

0 ω
θθ
&

A ,
0

0

ωθ
θδ
&

=tg . (3.7.21)

Åñëè ïîëîæèòü 0=− δωt , ïîëó÷èì  A=θ . Íàèáîëüøåå ïî àá-
ñîëþòíîé âåëè÷èíå îòêëîíåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ A  íàçîâ¸ì àìïëèòóäîé êîëåáàíèé.

Ïðè 0=t  ( )δθθ −== cos0 A , ãäå δ - íà÷àëüíûé óãîë êîëåáà-

íèÿ èëè ôàçà êîëåáàíèÿ.

Åñëè ïîëîæèòü 00 =θ& , òî 0=δ è àìïëèòóäà A áóäåò ïðîñòî ðàâ-

íà íà÷àëüíîìó îòêëîíåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
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âåñèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé áóäåò ñîäåðæàòü ëèøü îäíó
ïîñòîÿííóþ, îïðåäåëÿåìóþ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè � àìïëèòóäó:

tA ωθ cos= . (3.7.22)

Çàäà÷à 21.

Ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñ-
êîãî ìàÿòíèêà. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé mñêîëüçèò ïîä äåéñòâèåì

ñèëû òÿæåñòè ïî ãëàäêîé (áåç òðåíèÿ) ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà l .

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âûáåðåì ÈÑÎ «Ëàáîðàòîðèÿ», ïîìå-
ñòèì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â öåíòðå
ñôåðû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ

ðèñóíêîì 6 çàäà÷è 11 è  ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ 11 è 15, òî åñòü íàì
íåò íåîáõîäèìîñòè ïîäðîáíî îáñóæäàòü ïîëó÷åíèå îáîáù¸ííûõ êîîð-
äèíàò è îáîáù¸ííûõ ñèë. Ìû ñðàçó ìîæåì  íàïèñàòü

θ=1q ,  ϕ=2q , (3.7.23)

ϕθ= cossinlx ,  ϕ= sinsinly ,  θ= coslz , (3.7.24)

θ−= sin1 mglQ ,  02 =Q . (3.7.25)

Òàê êàê ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé
çàäà÷å, ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé, áóäåì èñêàòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïî
ôîðìóëå  (3.3.17)

∑∑
= =

==
n

r

n

i
irri qqaTT

1 1
2 2

1
&& . (3.3.17)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ria âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

(3.1.7)*, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

Íàéòè ( )tqqf ,, &
Äàíî m ,

l
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∑
=









∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
n

j i

j

r

j

i

j

r

j

i

j

r

j
jri q

z

q

z

q

y

q

y

q

x

q

x
ma

1

(3.7.26)

èëè

















θ=

















ϕ∂

∂+





ϕ∂

∂+





ϕ∂

∂=

=













ϕ∂

∂⋅
θ∂

∂+





ϕ∂

∂⋅
θ∂

∂+





ϕ∂

∂⋅
θ∂

∂==

=


















θ∂
∂+







θ∂
∂+







θ∂
∂=

.sin

,0

,

22

222

22

2112

2
222

11

ml
zyx

ma

zzyyxx
maa

ml
zyx

ma

(3.7.27)

Òàêèì îáðàçîì

( )22222 sin
2

ϕθ+θ= && ll
m

T . (3.7.28)

 Òîãäà

θ=
θ∂

∂ &
&

2ml
T

, 22 cossin ϕθθ=
θ∂

∂
&ml

T
,

ϕθ=
ϕ∂

∂
&

&

22 sinml
T

, 0=
ϕ∂

∂T
.

Òåïåðü ñ ó÷¸òîì (3.7.25) ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (3.2.1)

1Q
TT

dt

d =
θ∂

∂−






θ∂
∂
&

, 0=
ϕ∂

∂−





ϕ∂

∂ TT

dt

d
&

èëè

0sincossin 2 =θ+ϕθθ−θ
l

g
&&& , 0=ϕ&& . (3.7.29)
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Çàäà÷à 22.

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëü-
íî Çåìëè, ïðîèñõîäÿùåãî ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Íüþòîíà.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ Çåìë¸é, ïîìåñòèâ
íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â öåíòð Çåì-
ëè òàê, ÷òî îñü âðàùåíèÿ Çåìëè áóäåò ñî-

âïàäàòü ñ îñüþ OZ, à ñàìà ñèñòåìà êî-
îðäèíàò íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü âî âðà-
ùàòåëüíîì äâèæåíèè Çåìëè. Äâèæå-
íèå ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîé íàìè
â äàííîé çàäà÷å ñèñòåìå êîîðäèíàò áó-
äåì ñ÷èòàòü àáñîëþòíûì. Ñäåëàåì
÷åðò¸æ.

Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
ïðè äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî âûáðàí-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî õàðàê-
òåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ òð¸õ îáîáù¸í-
íûõ êîîðäèíàò: ðàäèóñ-âåêòîðà r ,
äîëãîòû - α , è ãåîöåíòðè÷åñêîé øè-

ðîòû - β , òî åñòü

rq =1 , α=2q ,   β=3q . (3.7.30)

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì  áóäóò

αβ= coscosrx ,  αβ= sincosry ,  β= sinrz . (3.7.31)

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

( )222

2
1

zyxmT &&& ++= , (3.7.32)

ãäå m - ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Åñëè òåïåðü â óðàâíåíèè (3.7.32) ïåðåéòè îò äåêàðòîâûõ êîîðäè-

íàò ê ñôåðè÷åñêèì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.7.31), (ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
(3.7.31) ïî âðåìåíè, âîçâåñòè â êâàäðàò è ñëîæèòü) ïîëó÷èì

r

α
β

M
z

y

x

O

Ðèñ. 14.

Íàéòè ( )tqqf ,, &

Äàíî
2r

mM
GF −=
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( )222222 cos
2
1 αβ+β+= &&& rrrmT . (3.7.33)

 Ñîñòàâèì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè Ì. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû
míà ðàññòîÿíèè r  îò Çåìëè, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r

mM
GV −= , (3.7.34)

ãäå M - ìàññà Çåìëè.

Åñëè ðàäèóñ Çåìëè ïðèíÿòü çà R , òî íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåò

R

mM
GV −=Ç , (3.7.35)

à äëÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ  ìîæíî íàïèñàòü

mg
R

mM
GF −=−=

2Ò . (3.7.36)

Èç (3.7.36) ñëåäóåò, ÷òî 2mgRGmM −=− . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà-

÷åíèå â (3.7.34), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

r

m

r

mgR
V

22 µ−=−= , (3.7.37)

ãäå 22 gR=µ .

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà VTL −= .

( )
r

m
rrrmL

2
222222 cos

2
1 µ+αβ+β+= &&&  . (3.7.38)

Ñîñòàâèì ïðîèçâîäíûå îò L :

rm
r

L
&

&
=

∂
∂

,  2

2
222 cos

r

m
mrmr

r

L µ−αβ+β=
∂
∂

&& ,
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αβ=
α∂

∂
&

&

22 cosmr
L

,   0=
α∂

∂L
,

β=
β∂

∂ &
&

2mr
L

,  22 cossin αββ−=
β∂

∂
&mr

L
.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ (3.4.5), à èìåííî

0=
∂
∂−








∂
∂

ii q

L

q

L

dt

d
&

, .3,2,1=i (3.4.5)

( ) 2

2
222 cos

r
rr

µ−=αβ+β− &&&& , (3.7.39)

1
22 cos cmr =αβ & , constc =1 , (3.7.40)

( ) 02sin
2
1 222 =αβ+β && rr

dt

d
. (3.7.41)

Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì öåí-
òðàëüíîé ñèëû, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. §2.3.), ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ñîñòàâèì âûðà-
æåíèå äëÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ íà îñè zyx ,, :

( ) ( )
( ) ( )
( ) 








αβ=−=

ββαα+αβ−=−=

ββαα−αβ=−=

.cos

,cossinsincos

,cossincossin

22

2

2

&&&

&&&&

&&&&

mrxyyxmM

mrzxxzmM

mryzzymM

z

y

x

(3.7.42)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.7.40) âûðàæàåò ïîñòîÿíñòâî ìî-
ìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî îñè OZ.

Ìîäóëü ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåò
ðàâåí

2
2222222 cos cmrMMMM zyx =αβ+β=++= && , (3.7.43)

ãäå constc =2 .

Èçâåñòíî, ÷òî äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû ïðîèñ-
õîäèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
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äâèæåíèÿ. Ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð øàðà. Ëèíèþ ÎÊ ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ýêâàòîðèàëüíîé

ïëîñêîñòüþ íàçûâàþò ëèíèåé óçëîâ (ðèñ.14.). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω  óãîë

ìåæäó ëèíèåé óçëîâ è îñüþ X, ÷åðåç i - óãîë ìåæäó ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñ-
êîñòüþ è ïëîñêîñòüþ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Ì. Â ïëîñêîñòè
äâèæåíèÿ ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì r  è
óãëîì ϕ . Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r  è ϕ  ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

2
2 cmrM =ϕ= & . (3.7.44)

Ñðàâíèâàÿ (3.7.44) ñ (3.7.43) ïîëó÷èì

2222 cos ϕ=αβ+β &&& . (3.7.45)

Óðàâíåíèå (3.7.40) áóäåò èìåòü âèä

2

2
2

r
rr

µ−=ϕ− &&& . (3.7.46)

r

α

β

M

z

y

x

O

Ðèñ. 15.

Ω

i

ϕ

K



94 Ãëàâà    òðåòüÿ

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé

r
u

1= (3.7.47)

è ñîîòíîøåíèÿ

c
m

c
r ==ϕ 22

& (3.7.48 )

óðàâíåíèå (3.7.46) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

p
u

d

ud 1
2

2

=+
ϕ

, (3.7.49)

ãäå

2

2

µ
= c

p . (3.7.50)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.7.49) áóäåò

( )
p

Eau
1

cos ++ϕ= , (3.7.51)

ãäå a è E - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ (3.7.47), ïîëó÷èì

( )Ee

p
r

+ϕ+
=

cos1
, (3.7.52)

ãäå
ape= . (3.7.53)

Óðàâíåíèå (3.7.52) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå êîíè÷åñêîãî ñå-
÷åíèÿ, òî åñòü, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Íüþòîíà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñè-
òåòà e áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ýëëèïñ, ïàðàáîëó èëè ãèïåðáîëó.


