
Ãëàâà IV
Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè
ðàçðåøåíèÿ (èíòåãðèðîâàíèÿ) óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóí-
êöèÿõ èëè â íåîïðåäåë¸ííûõ èíòåãðàëàõ îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, òî
åñòü ðàññìîòðèì çàäà÷è ðàçðåøèìûå â êâàäðàòóðàõ.1 Ðàññìîòðèì ñèñòå-
ìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, óðàâíåíèå Ðàó-
ñà è ôóíêöèþ Ðàóñà, à òàê æå ìåòîä ïîíèæåíèÿ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. Óðàâíå-
íèå Óèòòåêåðà.

§4.1. Çàäà÷è, ðàçðåøèìûå â êâàäðàòóðàõ

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî îïðåäåëåíèå äâèæå-
íèÿ ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíà ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïî-

ëîæåíèå êîòîðîé â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t  îïðåäåëåíî íàáîðîì

êîîðäèíàò nqqq ,...,, 21 , à n - ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñîñòîèò èç n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çà-

âèñèìûìè2 ïåðåìåííûìè nqqq ,...,, 21 è ñ íåçàâèñèìûì âðåìåíåì t . Ïîðÿ-

äîê òàêîé ñèñòåìû ðàâåí n2 (ñóììà íàèâûñøèõ ïîðÿäêîâ ïðîèçâîäíûõ
îò çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû).

Èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñò-
íî, ÷òî ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, âõîäÿùèõ â
îáùåå ðåøåíèå êàêîé-íèáóäü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ðàâíî ïîðÿäêó ýòîé ñèñòåìû.

1 Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êâàäðàòóðàõ ñóùåñòâóåò ëèøü äëÿ
î÷åíü íåìíîãèõ òèïîâ óðàâíåíèé.
2 Çäåñü èìååòìñÿ â âèäó çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
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Îáùåå ðåøåíèå ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ n ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû ñîäåðæèò n2 ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ëþáàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé k -ãî ïîðÿäêà ìî-
æåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó:

( )txxxX
dt

dx
kr

r ,,...,, 21= , kr ,...,2,1= , (4.1.1)

ãäå kXXX ,...,, 21  - èçâåñòíûå ôóíêöèè èõ àðãóìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ñëåäó-

åò ñíà÷àëà ââåñòè â êà÷åñòâå íîâûõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ kxxx ,...,, 21

ïåðâîíà÷àëüíûå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå è èõ ïðîèçâîäíûå äî íàèâûñ-
øåãî ïîðÿäêà, âñòðå÷àþùåãîñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ÷åòâ¸ðòîãî ïîðÿäêà

( )212111 ,,, qqqqQq &&&& = , ( )212122 ,,, qqqqQq &&&& = ,

(ãäå 1Q  è 2Q  - ôóíêöèè óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ), êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ

ïîäñòàíîâêè

11 qx = ,  22 qx = ,  13 qx &= ,  24 qx &=
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

31 xx =& ,   42 xx =& ,  ( )212113 ,,, qqqqQx &&& = ,  ( )212124 ,,, qqqqQx &&& = .

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.1.1) êàê íîðìàëü-

íóþ ôîðìó íåêîòîðîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé k -ãî
ïîðÿäêà.

Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ( )txxxf k ,,...,, 21  îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

÷òî 0=
dt

df
 ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî kxxx ,...,, 21  ëþáîé ôóíêöèè îò t ,

óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì (4.1.1), òî óðàâíåíèå

( ) consttxxxf k =,,...,, 21 (4.1.2)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû.
Íàéä¸ì óñëîâèå ïðè êîòîðîì íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ

( )txxxf k ,,...,, 21  ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàë ñèñòåìû. Èç óñëîâèÿ 0=
dt

df

ñëåäóåò, ÷òî
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Åñëè (4.1.4) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, òî

  ( ) consttxxxf k =,,...,, 21

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû (4.1.1).
Ïîëíîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.1.1)

äà¸òñÿ k  èíòåãðàëàìè

( ) rkr atxxxf =,,...,, 21 , ( )kr ,...,2,1= (4.1.5)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè ra , åñëè èíòåãðàëû (4.1.5) íåçàâèñèìû,

òî åñòü íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ.
Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ n ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ n2  èíòåãðàëîâ íåêîòîðîé ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n2 - ãî ïîðÿäêà.
Âîçìîæíîñòü èëè íåâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è â

êâàäðàòóðàõ (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ èëè íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðà-
ëàõ îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé) öåëèêîì çàâèñèò îò âèäà êèíåòè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷à-
þùèåñÿ ÷àñòíûå âèäû êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðè êîòîðûõ äèíà-
ìè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

§4.2. Ñèñòåìû ñ öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè,
óðàâíåíèÿ Ðàóñà

Â §3.5. ìû íàøëè ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.5.3) êîí-
ñåðâàòèâíîé ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ n  ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû. Ìîæíî ñðàçó óêàçàòü åù¸ k  èíòåãðàëîâ, åñëè ñðåäè êîîðäè-
íàò, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, èìåþòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûå öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
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Êîîðäèíàòû kqqq ,...,, 21 íàçûâàþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, åñëè îíè íå

âõîäèò ÿâíî â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L , íî ýòà ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ÿâíî

ñîîòâåòñòâóþùèå ñêîðîñòè kqqq &&& ,...,, 21 . Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî,

êîãäà çàäà÷à ðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì  ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà (3.4.5)

0=
∂
∂−





∂
∂

rr q

L

q

L

dt

d
&

, nr ,...,2,1= . (3.4.5)

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà äëÿ kqqq ,...,, 21  öèêëè÷åñ-

êèõ êîîðäèíàò, ïðèìåò âèä

0=





∂
∂

rq

L

dt

d
&

, kr ,...,2,1= , (4.2.1)

ãäå ( )tqqqqqqLL nnkk ;,...,,;,...,, 2121 &&&++= .

Èíòåãðèðîâàíèå (4.2.1) äà¸ò:

r
rq

L β=
∂
∂
&

, kr ,...,2,1= , (4.2.2)

ãäå kβββ ,...,, 21 ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ îï-

ðåäåëÿþò, î÷åâèäíî, k  èíòåãðàëîâ íàøåé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èñïîëüçóÿ ýòè k èíòåãðàëîâ, ìîæíî ïîíèçèòü
ïîðÿäîê ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.1

Ìåòîä Ðàóñà çàêëþ÷àåòñÿ â îäíîâðåìåííîì èñêëþ÷åíèè öèêëè÷åñ-
êèõ êîîðäèíàò èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, ïðè ýòîì ÷èñëî óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ â îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàòàõ ïîíèæàåòñÿ íà ÷èñëî èñêëþ÷¸ííûõ
öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

1 Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèé Ãà-
ìèëüòîíà, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì ïîçæå. Îíè áûëè ñàìîñòîÿòåëüíî îòêðû-
òû Ðàóñîì â 1876 ãîäó è íåñêîëüêî ïîçäíåå Ãåëüìãîëüöåì.
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàâèñèò îò âñåõ
îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò, îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé è âðåìåíè, òî åñòü

( )tqqqqqqLL nn ,,...,,,,...,, 2121 &&&= ; (4.2.3)

â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì èìåòü n óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (3.4.5)

0=
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dt

d
&

, nr ,...,2,1= . (3.4.5)

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò L  ïî ïåðâûì k  ( )nk ≤  îáîáùåííûì ñêîðî-

ñòÿì kqqq &&& ,...,, 21  ââåä¸ì îáîçíà÷åíèå

r
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q
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∂
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&

, kr ,...,2,1= (4.2.6)

è íàçîâ¸ì rp  îáîáù¸ííûìè èìïóëüñàìè. Ïîäñòàâëÿÿ (4.2.6) â (3.4.5) ïî-

ëó÷èì

r
r

p
q

L
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∂
∂

, kr ,...,2,1= . (4.2.7)

Íàéä¸ì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà (4.2.3):
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ñ ó÷¸òîì (4.2.6) è (4.2.7) ïîëó÷èì
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∑∑∑
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Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, â ëåâîé ÷àñòè (4.2.11) íàçûâàþò
ôóíêöèåé Ðàóñà

∑
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rr qpLR
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& . (4.2.12)

Ñîñòàâèì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë îò ôóíêöèè Ðàóñà
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ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé âûðàæåíèÿ (4.2.11) è (4.2.13) ñ ó÷¸òîì îáîçíà÷å-
íèé (4.2.12), ïîëó÷èì
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Êðîìå òîãî
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. (4.2.16)

Èç óñëîâèÿ
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0=
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, ( )kr ,...,2,1= (4.2.17)

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ðàóñà îò ïåðâûõ k îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé íå çà-
âèñèò. Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (3.4.5) ñ ó÷¸òîì (4.2.15), â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì
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, ( )nkkr ,...,2,1 ++= (4.2.18)

è

r
r p
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q

∂
∂−=& ,

r
r q

R
p

∂
∂=&   ( )kr ,...,2,1= . (4.2.19)

Çäåñü Råñòü ôóíêöèÿ òîëüêî ïåðåìåííûõ
 nkknkk qqqqqq &&& ,...,,,,...,, 2121 ++++  è ïîñòîÿííûõ kβββ ,...,, 21  â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (4.2.2). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè íîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà, êîòîðóþ ìîæíî îòíåñòè ê íåêîòîðîé íîâîé äèíàìè÷åñêîé
çàäà÷å ñ kn − ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íîâûìè êîîðäèíàòàìè áóäóò ñëó-
æèòü âåëè÷èíû nkk qqq ,...,, 21 ++ , à íîâûì êèíåòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì �
âåëè÷èíà R . Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ íîâîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïåðåìåí-
íûå  nkk qqq ,...,, 21 ++  áóäóò îïðåäåëåíû êàê ôóíêöèè âðåìåíè, òî îñòàëü-
íûå ïåðåìåííûå kqqq ,...,, 21  ìîæíî áóäåò íàéòè èç óðàâíåíèé:

∫ ∂
∂−= dt
p

R
q

r
r , ( )kr ,...,2,1= . (4.2.20)

à ñ ó÷¸òîì (4.2.2)

∫ ∂
∂−= dt
R

q
r

r β
, ( )kr ,...,2,1= . (4.2.21)

Òàêèì îáðàçîì äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ñ k
öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å

ñ kn −  ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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§4.3. Èíòåãðàëû êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äâà òèïà öèêëè÷åñêèõ êîîðäè-
íàò, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ýòè
âîïðîñû, íî ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû ðàññìàòðèâàëè âî âòîðîé ãëàâå.

1. Ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ èíòåãðàëîì êîëè÷åñòâà äâèæå-

íèÿ. Ïóñòü nqqq ,...,, 21  êîîðäèíàòû íåêîòîðîé êîíñåðâàòèâíîé ãîëî-

íîìíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à T è V -
å¸ êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû áóäóò èìåòü âèä

rrr q

V

q

T

q

T

dt

d

∂
∂−=

∂
∂−





∂
∂
&

    , ( )nr ,...,2,1= . (4.3.1)

Ïóñòü îäíà èç êîîðäèíàò, íàïðèìåð 1q , ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è

÷òî îíà, êðîìå òîãî, îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èçìåíåíèå å¸ íà âåëè-

÷èíó l , ïðè ñîõðàíåíèè çíà÷åíèé îñòàëüíûõ êîîðäèíàò nqqq ,...,, 32 ,

ñîîòâåòñòâóåò ïîñòóïàòåëüíîìó ïåðåìåùåíèþ âñåé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê íà îòðåçîê l  ïî êàêîìó-íèáóäü îïðåäåë¸ííîìó íàïðàâëåíèþ.
Ïðèìåì ýòî íàïðàâëåíèå çà îñü x íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà 1q  öèêëè÷åñêàÿ, ìû ìîæåì íàïèñàòü èí-

òåãðàë:

const
q

T =
∂
∂

1&
. (4.3.2)

Âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî èíòåãðàëà. Òàê êàê êèíåòè÷åñ-
êàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â äàííîì ñëó÷àå åñòü

( )∑
=

++=
n

r
rrrr zyxmT

1

222

2

1
&&& , (4.3.3)

òî



103Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

( )∑
=

++
∂
∂=

∂
∂ n

r
rrrr zyxm

qq

T

1

222

11 2

1
&&&

&&
, (4.3.4)

èëè ñ ó÷¸òîì  (3.1.3)

∑
=

=





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ n

r

r
r

r
r

r
rr q

z
z

q

y
y

q

x
xm

q

T

1 1111 &

&
&

&

&
&

&

&
&

&

∑ ∑
= =

=





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

n

r

n

r
rr

rr
r

r
rr xm

q

z
z

q

y
y

q

x
xm

1 1111

&&&& , (4.3.5)

òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå rr dqdx =  è

1
1

=
∂
∂
q

xr ,   0
1

=
∂
∂
q

yr ,   0
1

=
∂
∂
q

zr . (4.3.6)

Èç §2.2. èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà ∑ rr xm & åñòü ñîñòàâëÿþùàÿ ïî îñè
x  êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ìû ìîæåì, ïî-
ýòîìó óðàâíåíèå (4.3.2) èñòîëêîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè ñâÿçè äîïóñêàþò ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê êàê òâ¸ðäîãî òåëà â êàêîì-íèáóäü îïðåäåë¸ííîì íà-
ïðàâëåíèè è åñëè ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå èçìåíÿåò-
ñÿ1, òî ñîñòàâëÿþùàÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ åñòü
âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

Ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ñîõðàíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ. Ïðî ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îíà ñïðàâåäëèâà,
ãîâîðÿò, ÷òî îíè äîïóñêàþò èíòåãðàë êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

2. Ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ èíòåãðàëîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ. Ñíîâà âûáåðåì ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè

nqqq ,...,, 21 ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T è ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé V .
Äîïóñòèì, ÷òî êîîðäèíàòà 1q - öèêëè÷åñêàÿ è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî èçìåíåíèþ å¸ íà âåëè÷èíó α , ïðè ñîõðàíåíèè çíà÷åíèé îñòàëüíûõ
êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ âñåé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íà

1 Ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå íå îòðàæàåòñÿ íà çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè îò ñêîðîñòåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé.



104 Ãëàâà ÷åòâ¸ðòàÿ

óãîë α  âîêðóã íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìîé.

Ïîñêîëüêó  1q - öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, ìû ìîæåì íàïèñàòü

const
q

T =
∂
∂

1&
. (4.3.2)

Äàäèì ñíîâà ôèçè÷åñêîå òîëêîâàíèå èíòåãðàëà (4.3.2). Êàê è â ïåð-
âîì ñëó÷àå ìîæåì íàïèñàòü

( )∑
=

++=
n

r
rrrr zyxmT

1

222

2

1
&&& , (4.3.3)

è

( )∑
=

++
∂
∂=

∂
∂ n

r
rrrr zyxm

qq

T

1

222

11 2

1
&&&

&&
.

Ñ ó÷¸òîì (4.3.5)

∑
=







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ n

r

rr
r

r
rr q

z
z

q

y
y

q

x
xm

q

T

1 1111

&&&
&

. (4.3.4)

Ïîëàãàÿ

rrr rx ϕcos= , rrr ry ϕsin= , (4.3.5)

áóäåì èìåòü:

1dqd r =ϕ , (4.3.6)

òàê ÷òî















=
∂
∂

==
∂
∂≡

∂
∂

−=−=
∂
∂≡

∂
∂

0

cos

sin

1

1

1

q

z

xr
y

q

y

yr
x

q

x

r

rrr
r

rr

rrr
r

rr

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

. (4.3.7)
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Òåïåðü (4.3.4) ìîæíî çàïèñàòü òàê

( )∑
=

+−=
∂
∂ n

r
rrrrr xyyxm

q

T

11

&&
&

. (4.3.8)

Ñðàâíèâàÿ (4.3.8) ñ (2.3.4), ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.3.8)
âûðàæàåò òåîðåìó î ñîõðàíåíèè ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Åñëè ñâÿçè äîïóñêàþò âðàùåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê  êàê
òâ¸ðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè è åñëè ïðè ýòîì ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ íå èçìåíÿåòñÿ, òî ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

§4.4. Óðàâíåíèå ýíåðãèè

Ñäåëàåì âûâîä èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, èãðàþùåãî î÷åíü
âàæíóþ ðîëü âî âñåõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ è â ôèçèêå âîîáùå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíà êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè nqqq ,...,, 21  è ñ êèíåòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

L  íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë

L  íå ñîäåðæèò ÿâíî âðåìÿ t , à çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ

nn qqqqqq &&& ,...,,,,...,, 2121 . Ïðîäèôôåðåíöèðóåì êèíåòè÷åñêèé ïîòåíöè-

àë L  ïî âðåìåíè

∑ ∑
= =

=
∂
∂+

∂
∂=

n

r

n

r
r

r
r

r

q
q

L
q

q

L

dt

dL

1 1

&&&
&

∑ ∑ ∑
= = = ∂

∂=





∂
∂+

∂
∂=

n

r

n

r

n

r r
r

r
r

r
r q

L
q

dt

d

q

L

dt

d
q

q

L
q

1 1 1 &

&

&

&

&

&& . (4.4.1)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà (3.4.5)







∂
∂=

∂
∂

rr q

L

dt

d

q

L
&

.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (4.4.1) ïîëó÷èì:
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∑
=

=−
∂
∂n

r r
r hL

q

L
q

1 &
& , (4.4.2)

ãäå h - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðàâíåíèå (4.4.2) ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè èëè
çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Â §3.4. ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê, ñâÿçè êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, êèíåòè÷åñêèé ïîòåí-

öèàë L ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê VTL −= , ãäå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ T  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ âòîðîãî ïîðÿäêà îò-

íîñèòåëüíî ñêîðîñòåé, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V çàâèñèò  òîëüêî îò
êîîðäèíàò. Ñ ó÷¸òîì âûøåñêàçàííîãî èíòåãðàë ýíåðãèè (4.4.2) ïðèìåò

âèä: VTVTTVT
q

L
qL

q

L
qh

n

r

n

r r
r

r
r +=+−=+−

∂
∂=−

∂
∂= ∑ ∑

= =

2
1 1 &

&

&

& ,

èëè

VTh += . (4.4.3)
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (4.4.3) ìû ó÷ëè, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T  åñòü îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ îò îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé è äëÿ íàòóðàëü-
íîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ýéëåðà îá
îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (3.5.4)

T
q

L
q

n

r r
r 2

1

=
∂
∂∑

= &

& . (3.5.4)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (4.4.3) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
Â êîíñåðâàòèâíûõ íàòóðàëüíûõ ñèñòåìàõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñóì-

ìà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Ýòî
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Çàìå÷àíèå.
Äâà ïîñëåäíèõ ïàðàãðàôà ïîçâîëÿþò íàì ñäåëàòü ñëåäóþùèé

âûâîä:
Öèêëè÷åñêèé õàðàêòåð êîîðäèíàòû ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äâè-

æåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê êàê öåëîãî, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé
êîîðäèíàòå, êîòîðîå íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñèñòåìà äèôôå-
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ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (å¸ Ëàãðàíæèàí) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî «öèêëè÷åñêîå» äâèæåíèå, òî åñòü
óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííàÿ  ñâÿçü ìåæäó ñèììåòðèÿìè òèïà îä-
íîðîäíîñòè è èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà è îäíîðîäíîñòè âðåìåíè ñ
çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè. Õàðàê-
òåð öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû (òðàíñëÿöèîííûé èëè âðàùàòåëüíûé) óêà-
çûâàåò íà òèï ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû (èìïóëüñ èëè ìîìåíò èìïóëü-
ñà). Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû âðåìÿ (âðåìÿ
èìååò òðàíñëÿöèîííûé õàðàêòåð), ìû ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè, óñòàíîâèâ, òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó ñèììåòðèåé òèïà îäíîðîä-
íîñòè  âðåìåíè  ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

§4.5. Óìåíüøåíèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ
ýíåðãèè. Ìåòîä Óèòòåêåðà

Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èìååò âñåãî ëèøü îäíó ñòåïåíü
ñâîáîäû, òî íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ ýíåðãèè å¸ äâèæåíèå ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî ïðè ïîìîùè êâàäðàòóð.

Ïóñòü q åñòü îáîáù¸ííàÿ êîîðäèíàòà òàêîé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê, òîãäà èíòåãðàë ýíåðãèè

hL
q

L
q =−

∂
∂
&

& (4.5.1)

óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó q è q& . Ïóñòü ýòà ñâÿçü èìååò âèä

( )qfq =& , (4.5.2)

òîãäà èíòåãðèðîâàíèå (4.5.2) äà¸ò ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå:

( )∫ += const
qf

dq
t . (4.5.3)

Åñëè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê áîëü-
øå åäèíèöû, òî îäíîãî óðàâíåíèÿ ýíåðãèè óæå íåäîñòàòî÷íî äëÿ å¸ ðàç-
ðåøåíèÿ. Íî èíòåãðàë ýíåðãèè, òàê æå êàê èíòåãðàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå
öèêëè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà
ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
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Ïóñòü

( )nn qqqqqqLL &&& ,...,,,,...,, 2121= . (4.5.4)

Çàìåíèì â (4.5.4) âåëè÷èíû nqqq &&& ,...,, 32  âåëè÷èíàìè

nqqqqqq ′′′ 13121 ,...,, &&& ,  ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.1.3)

11 q

q

dq

dq
q rr

r
&

&
==′ ,  

2
11 q

q

qd

qd rr

&

&

&
−=

′
, (4.5.5)

à

r
rr

r qq
dt

dq

dq

dq

dt

dq
q ′=== 1

1

1

&& , ( )nr ,...,3,2= . (4.5.6)

è ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ôóíêöèþ îáîçíà÷èì

( )nqqqWW ′′= ,...,, 21& . (4.5.7)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

( ) ( )nnn qqqWqqqqqqL ′′= ,...,,,...,,,,...,, 212121 &&&& , (4.5.8)

ñ ó÷¸òîì (4.5.5), ïîëó÷èì:

∑∑
== ′∂

∂−
∂
∂=

∂
′∂

′∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ n

r

r

r

n

r

r

r q

q

q

W

q

W

q

q

q

W

q

W

q

L

2
2
112 111 &

&

&&&&
, (4.5.9)

rr

r

rr q

W

qq

q

q

W

q

L
′∂

∂=
∂

′∂
′∂

∂=
∂
∂

1

1
&&&

 ,   ( )nr ,...,3,2= , (4.5.10)

rr q

W

q

L

∂
∂=

∂
∂

, ( )nr ,...,3,2= . (4.5.11)

Èç óðàâíåíèé (4.5.9) ñëåäóåò:

2
1211 q

q

q

W

q

L

q

W r
n

r r &

&

&&
∑

= ′∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

. (4.5.12)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.5.10), ïîëó÷èì
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∑ ∑
= = ∂

∂=
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ n

r

n

m

m

m

r

r q

q

q

L

q

q

q

L

q

L

q

W

2 1 1111 &

&

&&

&

&&&
, (4.5.13)

îòêóäà

1
11

q
q

W
q

q

Ln

m
m

m

&
&

&
& ∂

∂=
∂
∂∑

=

. (4.5.14)

Ìû èñïîëüçîâàëè íîâûé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ mäëÿ òîãî, ÷òî-

áû âíåñòè äðîáü 
1q

L
&∂

∂
 ïîä çíàê ñóììû. Ïðè ýòîì èíäåêñ nr ,...,3,2= , à

èíäåêñ nm ,...,2,1= .
 Âåðí¸ìñÿ âíîâü ê îáîáù¸ííîìó èíòåãðàëó ýíåðãèè

∑
=

=−
∂
∂n

r r
r hL

q

L
q

1 &
& , (4.4.2)

ñ ó÷¸òîì (4.5.14) åãî ìîæíî çàïèñàòü

hL
q

W
q =−

∂
∂

1
1

&
& , (4.5.15)

èëè, â ñèëó (4.5.8),

hW
q

W
q =−

∂
∂

1
1

&
& . (4.5.16)

Ðåøàÿ (4.5.16), íàéä¸ì

( )rm qqfq ′= ,1& ,   ( )nrnm ,...,3,2;,...,2,1 ==  . (4.5.17)

Åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü íàéäåííîå çíà÷åíèå 1q& â 
1q

W
&∂

∂
, ìû ïîëó-

÷èì íîâóþ ôóíêöèþ

( )
1

,
q

W
qqL rm

&∂
∂=′′ , (4.5.18)

êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Óèòòåêåðà. Ïîäñòà-
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âèâ íàéäåííîå èç (4.5.16) çíà÷åíèå 1q& ñíîâà â (4.5.16), ìû ïîëó÷èì òîæ-

äåñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî rq ′ , ïîëó÷èì

01

1

1
2
1

2

1

2

1
1

1 =
′∂

∂
∂
∂−

′∂
∂−





′∂

∂
∂
∂+

′∂∂
∂+

∂
∂

′∂
∂

rrrrr q

q

q

W

q

W

q

q

q

W

qq

W
q

q

W

q

q &

&

&

&&

&

&

&
,

èëè







′∂

∂
∂
∂+

′∂∂
∂=

′∂
∂

rrr q

q

q

W

qq

W
q

q

W 1
2
1

2

1

2

1

&

&&

& . (4.5.19)

Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå íàìè òîæäåñòâî ïî mq

01

1

1
2
1

2

1

2

1
1

1 =
∂
∂

∂
∂−

∂
∂−





∂
∂

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

∂
∂

mmmmm q

q

q

W

q

W

q

q

q

W

qq

W
q

q

W

q

q &

&

&

&&

&

&

&
,

èëè







∂
∂

∂
∂+

∂∂
∂=

∂
∂

mmm q

q

q

W

qq

W
q

q

W 1
2
1

2

1

2

1

&

&&

& . (4.5.20)

Äèôôåðåíöèðóÿ (4.5.18) ïî rq′ , ïîëó÷èì

rrr q

q

q

W

qq

W

q

L
′∂

∂
∂
∂+

′∂∂
∂=

′∂
′∂ 1

2
1

2

1

2
&

&&
,

èëè ñ ó÷¸òîì (4.5.19)

rr q

L
q

q

W
′∂
′∂=

′∂
∂

1& , ( )nr ,...,2,1= . (4.5.21)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (4.5.18) ïî mq

mmm q

q

q

W

qq

W

q

L

∂
∂

∂
∂+

∂∂
∂=

∂
′∂ 1

2
1

2

1

2
&

&&
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ ñ (4.5.20), ïîëó÷èì
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mm q

L
q

q

W

∂
′∂=

∂
∂

1& , ( )nm ,...,3,2= . (4.5.22)

Ñðàâíèì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (4.5.10) è (4.5.11) ñ ñîîòíîøåíèÿìè
(4.5.21) è (4.5.22), ïîëó÷èì

rr q

L

q

L
&∂

∂=
′∂
′∂

, ( )nr ,...,3,2= , (4.5.23)

mm q

L

qq

L

∂
∂=

∂
′∂

1

1
&

, ( )nm ,...,2,1= . (4.5.24)

Âîçüì¸ì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

0=
∂
∂−





∂
∂

mm q

L

q

L

dt

d
&

, nm ,...,2,1= (3.4.5)

è ïåðåïèøåì åãî ó÷èòûâàÿ (4.5.22) è (4.5.23)

01 =
∂

′∂−





′∂
′∂

rr q

L
q

q

L

dt

d
& , ( )nr ,...,3,2= .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 
dt

dq
q 1

1 =& , ìîæåì çàïèñàòü

0
1

=
∂

′∂−





′∂
′∂

rr q

L

q

L

dq

d
, ( )nr ,...,3,2= . (4.5.25)

Óðàâíåíèÿ (4.5.25) áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè Óèò-
òåêåðà.

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðàññìàòðèâàåìû êàê óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ íåêîòîðîé íîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, èìåþ-

ùåé êèíåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë L′ è êîîðäèíàòû nqqq ,...,, 32 , è â êîòîðîé

ðîëü âðåìåíè èãðàåò íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ 1q .

Íà îñíîâàíèè (4.5.14) ôóíêöèþ Óèòòåêåðà (4.5.18) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïî ôîðìóëå
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∑
= ∂

∂=′
n

m

m

m q

q

q

L
L

1 1&

&

&
. (4.5.25)*

Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà, òàê æå êàê è ñèñòåìû, ïîëó÷àþùèåñÿ
îò ïðèâåäåíèÿ ñèñòåì ñ öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, íå áóäåò íàòóðàëü-
íîé. Íî òàê êàê óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê  èìåþò ôîðìó
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, òî áîëüøèíñòâî ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì áóäåò ñïðàâåäëèâî òàê æå è äëÿ íå¸.

Èíòåãðàë ýíåðãèè äà¸ò, òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü ïðèâåñòè
äàííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ n ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû ê íåêîòîðîé äðóãîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ

1−n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Â îáùåì ñëó÷àå íîâàÿ ñèñòåìà íå äîïóñêàåò èíòåãðàëà ýíåðãèè, òàê

êàê íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ 1q ìîæåò âîéòè ÿâíî â íîâûé êèíåòè÷åñ-

êèé ïîòåíöèàë L′ . Íî åñëè äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàòà

1q ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé öèêëè÷åñêîé, òî îíà íå âîéä¸ò ÿâíî íè â îäíî

èç äåéñòâèé âûøåèçëîæåííîãî ïðîöåññà ïðèâåäåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,

íå âîéä¸ò òàêæå è â L′ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è íîâàÿ ñèñ-

òåìà äîïóñêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè constL
q

L
q

n

r r
r =′−

′∂
′∂′∑

=2

, ÷òî ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíèæåíèÿ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì ëþáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ

n  ñòåïåíÿìè è ñ 1−n  öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ìîæåò áûòü ïîë-
íîñòüþ ðàçðåøåíà â êâàäðàòóðàõ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñíà÷àëà, ïîëüçóÿñü
öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, ïðèâåñòè ñèñòåìó ê ñèñòåìå ñ îäíîé ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû, êîòîðàÿ äîïóñêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè è ïîýòîìó ìîæåò
áûòü ðàçðåøåíà ñïîñîáîì, óêàçàííûì â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà. Ìîæ-
íî ïîñòóïèòü ïî äðóãîìó. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà ýíåðãèè ïîíèçèòü
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íà åäèíèöó, ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà ýíåðãèè
íîâîé ñèñòåìû åù¸ íà åäèíèöó è òàê äàëåå, ïîêà íå ïðèä¸ì ê ñèñòåìå ñ
îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ðåøåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü îïÿòü íàéäåíî
âûøåóêàçàííûì ñïîñîáîì.
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Ðåøèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì öåí-
òðàëüíîé ñèëû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ðàóñà è óðàâíåíèÿ Óèòòåêåðà.

Çàäà÷à 23.

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà À ìàññû mïðèòÿãèâàåòñÿ ê «íåïîäâèæíî-
ìó» öåíòðó ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ ëàáîðàòîðèåé, ïîìåñòèâ
íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â «íåïîäâèæíîì»

öåíòðå. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàäà÷è ¹22, åñëè Çåìëþ ïðè-
íÿòü çà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ðàñïîëîæåííóþ â «íåïîäâèæíîì» öåíòðå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé ¹12, ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À áóäåò
âïîëíå îïðåäåëÿòüñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì r è ïîëÿðíûì óãëîì ϕ .

Ïóñòü rq =1 , à ϕ=2q .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕcosrx = ,  ϕsinry = , íàïèøåì âûðàæåíèå

äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

( ) ( )22222

2

1

2

1 ϕ&&&& rryxmT +=+= . (4.5.26)

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ çàäàäèì ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

r

k
V

2

−= , (4.5.27)

ãäå 2k - ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Êèíåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë áóäåò èìåòü âèä

( )
r

k
rrmL

2
222

2

1 ++= ϕ&& . (4.5.28)

Íàéòè ( )tqqf ,, &

Äàíî m
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1. Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ðàóñà.

Òàê êàê êîîðäèíàòà ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ìû ìîæåì â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (4.2.2) è (4.2.6) íàïèñàòü âûðàæåíèå

constppmr
L ====

∂
∂

ϕϕ
ϕ

&

&

2 , (4.5.29)

ÿâëÿþùååñÿ (ñì. (2.3.5)) èíòåãðàëîì ïëîùàäåé.
Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ðàóñà (4.2.12)

( ) ϕϕ &&&& p
r

k
rrmqpLR

n

r
rr −++=−= ∑

=

2
222

1 2

1
. (4.5.30)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5.29)

2mr

p=ϕ& , (4.5.31)

ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè Ðàóñà

r

k

mr

p
rmR

2

2

2
2

22

1 +−= & . (4.5.32)

Íàéä¸ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ðàóñà

rm
r

R
&

&
=

∂
∂

,
2

2

3

2

r

k

mr

p

r

R −=
∂
∂

. (4.5.33)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå Ðàóñà (4.2.18)

( ) 02

2

3

2

=+−
r

k

mr

p
rm

dt

d
& ,

èëè

02

2

3

2

=+−
r

k

mr

p
rm&& . (4.5.34)

Èç óðàâíåíèÿ (4.5.34) ìîæíî îïðåäåëèòü r  êàê ôóíêöèþ âðåìåíè.

Äëÿ ýòîãî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìåíîé 
u

r
1=  è ñ ó÷¸òîì (4.5.31)
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ïðèâåñòè óðàâíåíèå (4.5.34) ê âèäó (ñìîòðè çàäà÷ó ¹23)

const
c

u
d

ud ==+ 1
2

2

ϕ
,

îòêóäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.7.51) è (3.7.52)

( )
c

au
1

cos ++= εϕ , ( )εϕ ++
=

cos1 e

c
r .

Òàê êàê

ϕ&−=−=
∂
∂

2mr

p

p

R
,

ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

dt
mr

p
d

2
=ϕ ,

èëè

∫= dt
mr

p
2

ϕ , (4.5.35)

êóäà âìåñòî r  íàäî âñòàâèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.5.34).

Ìîæíî äîñòè÷ü ðåçóëüòàòà è äðóãèì ñïîñîáîì.
Çàìåòèì, ÷òî

dr

rd
r

dt

rd
r

&
&

&
&& == . (4.5.36)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.5.34) ñ ó÷¸òîì (4.5.36), ïîëó÷èì

dr
r

k

mr

p
rdrm 





−=

2

2

3

2

&& ,

êîòîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèìåò âèä

h
r

k

mr

p
rm ′++−=

2

2

2
2

22

1
& , (4.5.37)

ãäå h′  - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ïîêàæåì, ÷òî (4.5.37) åñòü èíòåãðàë ýíåðãèè. Òàê êàê äàííàÿ â çà-
äà÷å ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, ìû ìîæåì

äëÿ íå¸ íàïèñàòü hVT =+ , èëè

( ) h
r

k
rrm =−+

2
222

2

1 ϕ&& . (4.5.38)

Ñ ó÷¸òîì (4.5.31), ïîëó÷èì

h
r

k

mr

p
rm =−+

2

2

2
2

22

1
& . (4.5.39)

Èç (4.5.37) è (4.5.39) ñëåäóåò, ÷òî hh =′ .
Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ, íå óõîäÿùèå â áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ òàêèõ

äâèæåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5.39), 0<h .

Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèå 2β−=h . Ïðåîáðàçóåì (4.5.37) ê âèäó







−+−= 2

2

2

2

2

2 β
r

k

mr

p

mdt

dr
,

èëè

2
2

2

2

2

2

β−+−
=

r

k

mr

p

dr
dt

m
. (4.5.40)

Ñäåëàåì åù¸ íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

=

−
β

−
β

β

=

β−+− 2
2

2

2

2
2

2

2

2

22
r

m

p
r

k

rdr

r

k

mr

p

dr

( )2rab

ardr

−−β
=
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ãäå  
2

2

2β
= k

a ,  
4

4

2

2

42 β
+

β
−= k

m

p
b .

Ïîëàãàÿ äàëåå  
ma

2β=µ , çàïèøåì (4.5.40) â âèäå

( )2rab

rdr
dt

−−
=µ . (4.5.41)

Ïóñòü Ebra cos=− , ( E  íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ýíåð-
ãèè), òîãäà

( )∫ −= dEEedt cos1µ , (4.5.42)

ãäå 
a

b
e = . Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðè 0tt = , 0EE = , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

( )∫ ∫ −=µ
t

t

E

E

dEEedt
0 0

cos1 ,

èëè

( ) ( )000 sinsin EEeEEtt −−−=−µ , (4.5.43)

ãäå 
ae

ra
E

−= arccos .

Óðàâíåíèå (4.5.43) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êåïëåðà.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì Óèòòåêåðà.

Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

( ) VrrmL −+= 222

2
1 ϕ&& . (4.5.28)
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ãäå 
r

k
V

2

−= .

Ïðèìåì çà íîâóþ ïåðåìåííóþ ϕ , òîãäà

ϕϕ
ϕ

&&& r
d

dr

dt

dr
r ′=== . (4.5.44)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5.8) ïîëó÷èì

( ) VrrmW −+′= 222

2

1 ϕ& . (4.5.45)

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (4.5.16) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ïðèìåò âèä
èíòåãðàëà ýíåðãèè

( ) hVrrm =++′ 222

2

1 ϕ& . (4.5.46)

Îòêóäà ïîëó÷èì

( )
( )22

2
rrm

Vh

+′
−=ϕ& . (4.5.47)

Èñïîëüçóÿ (4.5.25)* è (4.5.44), ñîñòàâèì ôóíêöèþ Óèòòåêåðà.

( )22 rrm
r

r

LL
L +′=

∂
∂+

∂
∂=′ ϕ

ϕϕ
&

&

&

&&
. (4.5.48)

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ϕ&  èç (4.5.47), ïîëó÷èì

( )( )222 rrVhmL +′−=′ . (4.5.49)

Ñîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5.25) óðàâíåíèå Óèòòåêåðà

0=
∂

′∂−






′∂
′∂

r

L

r

L

d

d

ϕ
, (4.5.50)

äëÿ ÷åãî ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷èì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò L′ .
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22
2

rr

Vhr
m

r

L

+′
−′

=
′∂
′∂

, (*)

( ) ( )

( )( )22

22

2

2
2

rrVh

Vhrrr
r

V

m
r

L

+′−

−++′
∂
∂−

=
∂

′∂
,

( )( ) ( )
( ) ( )( )2222

22222

2

2
2

rrVhrr

rrr
r

V
rrrrVh

m
r

L

d

d

+′−+′

+′′
∂
∂−′−′′−

=






′∂
′∂

ϕ
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â (4.5.50), ïîëó÷èì

( ) ( )( ) 022 22222 =−′−′′−++′
∂
∂

rrrrVhrrrr
r

V
. (4.5.51)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðà-
åêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè å¸ äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå. Îá-

ùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò ïîñòîÿííîé h è ïî-

ñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ 1c è 2c , òî åñòü ( )21,,, cchrr ϕ= . Âîñïîëü-

çóåìñÿ, êàê ìû ýòî óæå äåëàëè ðàíåå, çàìåíîé 
u

r
1=  â (4.5.51):

2u

u
r

′
−=′ , 

3

22

u

uuu
r

′+′′−−′′ ,

u

V
u

r

u

u

V

r

V

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ 2 .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â (4.5.51), ïîëó÷èì ñíîâà
óðàâíåíèå Óèòòåêåðà â íîâûõ ïåðåìåííûõ

( ) ( )( ) 0222 =+′′−++′
∂
∂

uuVhuu
u

V
. (4.5.52)

Òåïåðü ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå. Íî ìîæ-
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íî, ïîëüçóÿñü òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî êîîðäèíàòà ϕ  â ôóíêöèþ Óèò-

òåêåðà íå âõîäèò, ñîñòàâèòü «íîâûé» îáîáù¸ííûé èíòåãðàë ýíåðãèè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5.3) ïîëó÷èì

hL
r

L
r ′=′−

′∂
′∂′ . (4.5.53)

Íàéä¸ì L′ , èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå (*)

( )( )222 rrVhmL +′−=′
è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñ ó÷¸òîì (*) â (4.5.53):

( )( ) hrrVhm
rr

Vhr
m ′=+′−−

+′
−′ 22

22

2

22 ,

èëè

( ) 222 2 rrhVhmr +′′=−− . (4.5.54)

Âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë íîâîãî îáîáù¸ííîãî èíòåãðàëà ýíåð-

ãèè. Òàê êàê TVh =− , à

( ) ( )222222

2

1

2

1
rrmrrmT +′=+= ϕϕ &&& ,

âûðàæåíèå (4.5.54) ïðèìåò âèä

hmr ′=− ϕ&2 , (4.5.55)

òî åñòü âûðàæåíèå (4.5.54) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë ïëîùàäåé.

Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèå 
2

h
c

′
−=  è, âîçâîäÿ (4.5.54) â êâàäðàò, ïîëó-

÷èì

( ) ( )Vhmrrrc −=+′ 42222 . (4.5.56)

Ââåä¸ì óæå çíàêîìóþ íàì çàìåíó ïåðåìåííîé 
u

r
1= , òîãäà

(4.5.56) ïðèìåò âèä
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( ) 











−=+′

u
Vhmuuc

1
2 222 . (4.5.57)

Ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êî-
òîðîå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì.

Äèôôåðåíöèðóÿ (4.5.57) ïî ϕ , ïîëó÷èì

( )
u

V
muuc

∂
∂−=+′′24 , (4.5.58)

èçâåñòíîå â ìàòåìàòèêå êàê óðàâíåíèå Áèíý.
Â íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìû îïðåäåëèëè ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-

ãèþ êàê

uk
r

k
V 2

2

−=−= ,

ñ ó÷¸òîì ÷åãî (4.5.58) ïðèìåò âèä

( ) 224 mkuuc =+′′ .

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå 
2

24

mk

c
p = , ïîëó÷èì

p
uu

1=+′′ . (4.5.59)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî â çàäà÷å ¹22.




