
Ãëàâà V
Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà â åãî ñîáñòâåííîé ôîðìóëèðîâêå ÿâëÿþòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà Fp
r

&r =  îòíîñèòåëü-

íî èìïóëüñà, êàê îñíîâíîé âåëè÷èíû íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè.  Óðàâ-
íåíèÿ Ëàãðàíæà ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò è íå ñîäåðæàò â ÿâíîé ôîðìå èìïóëüñ.
Ãàìèëüòîíîì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à, íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñ-
òåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, â êîòîðûõ îñíîâíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íàÿ ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå äâóõ âèäîâ: ãåîìåòðè÷åñêèå,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, è äèíà-
ìè÷åñêèå, îïðåäåëÿþùèå ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé Ãàìèëüòîí ïðèíÿë îñíîâ-
íóþ âåëè÷èíó íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè � èìïóëüñ. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà-
÷è è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ãëàâà. Ñëåäóåò òàê æå îòìåòèòü, ÷òî âîïðî-
ñû, èçëàãàåìûå â äàííîé ãëàâå, èìåþò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå
â èçó÷åíèè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, îñîáåííî â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå è
êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

§5.1. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Â òðåòüåé ãëàâå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñèñòåìó n  îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, è  èìåþò âèä

0=
∂
∂−





∂
∂

rr q

L

q

L

dt

d
&

, ( )nr ,...,2,1= , (3.4.5)

ãäå VTL −= .

Ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íîâûõ n  ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöè-
ÿìè âðåìåíè, îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò è îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé
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( )tqqqqqqzz nnrr ,,...,,,,...,, 2121 &&&= , ( )nr ,...,2,1= , (5.1.1)

è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòè çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû îòíîñèòåëü-

íî nqqq &&& ,...,, 21 , ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.1.1) ê ñèñòåìå n2
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è ðàññìîòðèì ïðåäëîæåí-
íûå Ãàìèëüòîíîì ïåðåìåííûå
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â èíòåãðàë ßêîáè (3.5.3), ïîëó÷èì
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Ïîëó÷åííàÿ â (5.1.3) ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò  rp  ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè, çàâèñÿùèìè îò rq  è t .  Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

( )tpppqqqHH nn ,,...,,,,...,, 2121= , (5.1.4)

èëè â êðàòêîé çàïèñè

( )tpqHH ,,= (5.1.5)

çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ  p , q  è t .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âàðèàöèþ (5.1.3) ïî p è q , ïðè êîòî-

ðîé t  íå âàðüèðóåòñÿ.
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Åñëè ïðîäåëàòü òîæå  ñàìîå äëÿ (5.1.4), ïîëó÷èì
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Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (5.1.6) è (5.1.7), èìååì
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Òàê êàê âàðèàöèè rqδ  è rpδ  íåçàâèñèìû, ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî
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Ïåðåõîäÿ ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, íà îñíîâàíèè (3.4.5)
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âèäèì, ñ ó÷¸òîì (5.1.9), ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå n2  óðàâíåíèé
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Óðàâíåíèÿ (5.1.11) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â ôîðìå Ãà-
ìèëüòîíà (ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà), ïîëó÷åííîé
èì â 1834 ãîäó. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èãðàþò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ

ðîëü â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Îíè èìåþò ôîðìó  Xp
r

&r = , íî îòëè÷à-

þòñÿ òåì, ÷òî n2  âõîäÿùèõ â íèõ  ïåðåìåííûõ ñãðóïïèðîâàíû â n  ïàð

( )rr pq , , à ïðàâûå ÷àñòè èìåþò ôîðìó, óêàçàííóþ â óðàâíåíèÿõ (5.1.11).

Çàìåòèì, ÷òî äâå ãðóïïû óðàâíåíèé (5.1.11) íåîäèíàêîâû ïî ñâîå-
ìó ñîäåðæàíèþ. Ïåðâûå n  óðàâíåíèé

r
r p

H
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∂
∂=& (5.1.12)

ïîëó÷åíû íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè H  è ñîâåðøåííî íå ñâÿçàíû
ñ çàêîíàìè äèíàìèêè. Îíè ýêâèâàëåíòíû n  óðàâíåíèÿì, îïðåäåëÿþ-

ùèì ïåðåìåííûå rp :

r
r q

H
p

&∂
∂= . (5.1.13)

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (5.1.12) îïðåäåëÿþò rq&  êàê ëèíåéíûå

ôóíêöèè îò rp , à óðàâíåíèÿ (5.1.13) îïðåäåëÿþò rp  êàê ëèíåéíûå ôóí-

êöèè îò rq& . Åñëè ðàçðåøèòü óðàâíåíèÿ (5.1.12) îòíîñèòåëüíî rp , òî

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ (5.1.13), à, ðàçðåøàÿ ïîñëåäíèå îòíîñèòåëüíî rq& ,

ïðèä¸ì âíîâü ê óðàâíåíèÿì (5.1.12).
Äèíàìè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè íàõîäÿò ñâî¸ îòðàæåíèå ëèøü âî

âòîðîé ãðóïïå óðàâíåíèé (5.1.11):

r
r q
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Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâè-
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æåíèÿ, ïîñêîëüêó îíà çàêëþ÷àåò â ñåáå ïîëíîå âîçìîæíîå äâèæåíèå
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (5.1.11) áûëè âûâåäåíû íàìè äëÿ ãîëîíîì-
íîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëà-
âû, ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ
íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

1. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíîé, òî,
ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè ïðèìåíÿåìûìè â òðåòüåé ãëàâå, ìû ìîæåì
íàïèñàòü:
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Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî ïðèñîåäèíèòü k  óðàâíåíèé ñâÿçè

òèïà  (3.2.4)
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2. Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ãîëîíîìíà è èìååò
n  ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ åù¸ äðóãèå (íå ñâÿçàí-
íûå ñ íàëè÷èåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) çàäàííûå ñèëû, îïðåäåë¸ííûå
íàìè ðàíåå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.3.7). Àíàëîãîì óðàâíåíèé (3.3.9)
áóäóò óðàâíåíèÿ
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè 
rQ  çàâèñÿò òîëüêî îò rq  è íå

çàâèñÿò îò rq& . (Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà  
rQ çàâèñÿò òàêæå îò rq& , óðàâíå-

íèÿ (5.1.17) íå èìåþò ôîðìû Xp
r

&r = , íî èõ ìîæíî ïðèâåñòè ê ýòîé ôîð-

ìå, åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ 
rQ  åñòü ëèíåéíàÿ ôîðìà îò  rq&  ñ êîýôôèöèåí-

òàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò rq ).

3. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ãîëîíîìíà, èìååò n  ñòåïåíåé ñâî-
áîäû è èìåþòñÿ ñèëû òðåíèÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:
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Òàê êàê F  åñòü îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò rq& , ýòè óðàâ-

íåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó Xp
r

&r = .

4. Îáîáùèì âàðèàíòû 2 è 3 íà ñëó÷àé íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ê ïðàâûì ÷àñòÿì óðàâíåíèé
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Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H  áûëà íàìè ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè Ëàã-

ðàíæà L . Íåòðóäíî ðåøèòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó � íàéòè ôóíêöèþ Ëàã-

ðàíæà  L , çíàÿ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H . Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ñîîò-
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§5.2. Óðàâíåíèå ýíåðãèè è ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà

Äëÿ ãîëîíîìíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå åñòü

( )tpqHH ,,= , (5.1.5)

õîòÿ â áîëüøåé ÷àñòè êîíêðåòíûõ çàäà÷ âðåìÿ t  îòñóòñòâóåò. Âîçüì¸ì
ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïî âðåìåíè
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Â ñèëó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ âçàèìíî
óíè÷òîæàþòñÿ, è ìû îêîí÷àòåëüíî ñìîæåì çàïèñàòü

t

H

dt

dH

∂
∂= . (5.2.2)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè H  íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè t , òî ýòà ôóí-
êöèÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âî âñ¸ âðåìÿ äâèæåíèÿ:

hH = . (5.2.3)

Ýòîò ðåçóëüòàò åñòü íå ÷òî èíîå, êàê èíòåãðàë ßêîáè. Ïîëó÷èì
ÿâíîå âûðàæåíèå  äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà. Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ íàòó-
ðàëüíîé ñèñòåìû

∑∑
= =

=
n

r

n

i
irri qqaT

1 1
2 2

1
&& (3.1.7)

è

( ) VTVTTLqp
n

r
rr +=−−=−∑

=

2
1

& , (5.2.4)

òàê ÷òî H  ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé VT + , ïðè÷¸ì T  âûðàæåíî

÷åðåç rp  âìåñòî rq& . Ïîëîæèì â (3.1.7)
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& , ( )nr ,...,2,1= , (5.2.5)

íàõîäèì, ÷òî

∑
=

=
n

i
irir pcq

1

& , ( )nr ,...,2,1= , (5.2.6)

ãäå ( )ric  ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå ( )ria .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Tqp
n

r
rr 2

1

=∑
=

& , íàïèøåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóí-

êöèè Ãàìèëüòîíà â ñëåäóþùåé ôîðìå:

VppcH
n

r

n

i
irri += ∑∑

= =1 12
1

. (5.2.7)

Ðàññìîòðèì  îáùèé ñëó÷àé íåíàòóðàëüíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5.6), ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà áóäåò èìåòü âèä

VTTTL −++= 012 (3.5.6)

è â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ ïîëó÷èì

1
1

2 TTqp
n

r
rr +=∑

=

& . (5.2.8)

Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

( ) ( ) 0201212
1

2 TVTVTTTTTLqp
n

r
rr −+=−++−+=−∑

=

& ,

èëè

02 TVTH −+= . (5.2.9)

Ïîëàãàÿ, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.1.7) è (3.1.8),

∑∑
= =

=
n

r

n

i
irri qqaT

1 1
2 2

1
&& , ∑

=

=
n

r
rrqaT

1
1 & ,

íàõîäèì
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r

n

i
irir aqap += ∑

=1

& , ( )nr ,...,2,1= , (5.2.10)

è

( )∑
=

−=
n

i
iirir apcq

1

& . (5.2.11)

Òîãäà

( ) ( )( )∑ ∑∑
= = =

−−=−=
n

r

n

r

n

i
iirrrirrr apapcapqT

1 1 1
22 & , (5.2.12)

âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå áóäåò èìåòü
âèä

( )( )∑∑
= =

−+−−=
n

r

n

i
iirrri TVapapcH

1 1
02

1
, (5.2.13)

èëè

012 HHHH ++= . (5.2.14)

Îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè çíàê ñóììû, íàïèøåì

irri ppcH
2
1

2 = ,  irri pacH −=1 ,  00 2
1

TVaacH irri −+= . (5.2.15)

§5.3. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè íàëè÷èè
öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

( )tpppqqqHH nn ,,...,,,,...,, 2121= , (5.1.4)

çàâèñèò îò îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò, îáîáù¸ííûõ èìïóëüñîâ è âðåìåíè.
Â ÷åòâ¸ðòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè âîïðîñ î ïîâåäåíèè ôóíêöèè Ëàã-
ðàíæà ïðè íàëè÷èè öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Âûÿñíèì òåïåðü, êàê ïîâå-
ä¸ò ñåáÿ ïî îòíîøåíèþ ê öèêëè÷åñêèì êîîðäèíàòàì  ôóíêöèÿ Ãàìèëü-
òîíà. Ðàññìàòðèâàÿ ðàâåíñòâî
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rr q

H

q

L

∂
∂−=

∂
∂

,   ( )nr ,...,2,1= , (5.1.9)

ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: åñëè ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò L
ïî rq  ðàâíà íóëþ, òî áóäåò ðàâíà íóëþ è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò H  ïî

rq , òî åñòü öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû íå âõîäÿò â ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà.

Ïóñòü ïåðâûå k  îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, òîãäà, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì

r
r p

H
q

∂
∂=& ,

r
r q

H
p

∂
∂−=& ,     ( )nr ,...,2,1= , (5.1.11)

ìîæåì íàïèñàòü

0=
∂
∂−=

i
i q

H
p& ,  

i
i p

H
q

∂
∂=& , ( )ki ,...,2,1= , (5.3.1)

èëè

ii cp =   è  
i

i c

H
q

∂
∂=& , ( )ki ,...,2,1= , (5.3.2)

ãäå ic  - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà òåïåðü áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè t , kn −
îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò, kn −  îáîáù¸ííûõ èìïóëüñîâ è k  ïîñòîÿí-

íûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ic .

( )tcccppqqHH knknk ,,...,,,,...,,,..., 2111 ++= . (5.3.3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.1.11) ìîæíî íàïèñàòü

m
m q

H
p

∂
∂−=& ,

m
m p

H
q

∂
∂=& ,  ( )nkkm ,...,2,1 ++= . (5.3.4)

Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó kn 22 −  äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî mp  è mq . Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé áóäóò
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ñîäåðæàòü ( )knm −= 22  ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

mc , mc′ , à òàêæå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ic , òî åñòü

( )
( ) 




′=
′=

immmm

immmm

ccctqq

ccctpp

,,,

,,,
 , ( )nkkm ,...,2,1 ++= . (5.3.5)

Ïîäñòàâèâ ýòè ðåøåíèÿ â (5.3.3) è ó÷èòûâàÿ (5.3.2) ïîëó÷èì:

∫ ′+
∂
∂= i

i
i cdt

c

H
q , ( )ki ,...,2,1= , (5.3.6)

ãäå ic′ - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè k  öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò ðåøåíèå

çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.3.4), ïîðÿäîê êîòî-

ðîé óìåíüøåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé íà k2 .

Ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì ïîëó÷åííûõ âûøå ñâåäåíèé.

§5.4. Çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà è
êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà

Çàäà÷à 24.

Òî÷êà ïîäâåñà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò-

íèêà äëèíû l  ñîâåðøàåò äâèæåíèå â âåðòè-

êàëüíîé ïëîñêîñòè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà
r  ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v . Ñîñòàâèòü
ôóíêöèþ è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëü-
òîíà.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñâÿæåì ÈÑÎ ñ
ëàáîðàòîðèåé, ïîìåñòèâ íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäè-
íàò â öåíòð îêðóæíîñòè. Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Íàéòè H
Äàíî l ,

r ,
v .

r

l

v

mg
A

y

x

ϕ

O

tv
r

Ðèñ. 16.
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 Â êà÷åñòâå îáîáù¸ííîé êîîðäèíàòû q  ïðèìåì óãîë îòêëîíåíèÿ

ìàÿòíèêà  îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ . Ïîëüçóÿñü ÷åðòåæîì, íàïèøåì
äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À

ϕcoscos lt
r

v
rx += ,  ϕsinsin lt

r

v
ry +=  . (5.4.1)

Âîçüì¸ì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò (5.4.1)

ϕϕ && ⋅−−= sinsin lt
r

v
vx , ϕϕ && ⋅+= coscos lt

r

v
vy . (5.4.2)

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

( ) 



 +





 −+=+= 22222 cos2

2
1

2
1

vt
r

v
vllmyxmT ϕϕϕ &&&& . (5.4.3)

Òàê êàê ïðè íàõîæäåíèè îáîáù¸ííûõ ñèë ñâÿçè ñ÷èòàþòñÿ ìãíî-
âåííî îñòàíîâëåííûìè (ñìîòðè §1.7.), äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìà-
ÿòíèêà ìû ìîæåì çàïèñàòü

ϕcosmglV −= . (5.4.4)

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

ϕϕϕϕ coscos2
2
1 222 mglvt

r

v
vllmVTL +



 +





 −+=−= && ,

îòêóäà






 −+=

∂
∂= t

r

v
mvlml

L
p ϕϕ

ϕ
cos2

&
&

, (5.4.5)

à






 −−= t

r

v

l

v

ml

p ϕϕ cos2
& . (5.4.6)

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

ϕϕϕ
ϕ

cos
2
1 222 mglvmlL

L
H −−=−

∂
∂= &&
&

. (5.4.7)
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Åñëè 0=v , òî

hVTmglmlH =+=−= ϕϕ cos
2
1 22

& , (5.4.8)

òî åñòü H  ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçè

áóäóò ñòàöèîíàðíûìè è L  íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè.
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (5.4.6) â ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà (5.4.7), â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

ϕϕ coscos
2
1 2

2

2
2 mglvt

r

v

l

v

ml

p
mlH −−










 −−= . (5.4.9)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñîñòàâèì
ïðîèçâîäíûå

ϕϕϕ
ϕ

sinsincos2 mglt
r

v
t

r

v

l

v

ml

p
mlv

H +




 −










 −−=

∂
∂

,






 −−=

∂
∂

t
r

v

l

v

ml

p

p

H ϕcos2 .

Ñ ó÷¸òîì (5.1.11) íàïèøåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

ϕϕϕ sinsincos2 mglt
r

v
t

r

v

l

v

ml

p
mlvp −





 −










 −−−=& ,  (5.4.10)






 −−= t

r

v

l

v

ml

p ϕϕ cos2
& . (5.4.11)

Çàäà÷à 25.

Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m  â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå

( )zyxV ,, .
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Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé
ÈÑÎ.  Ðåøèì çàäà÷ó â òð¸õ ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò: äåêàðòîâîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé.

1. Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà VTL −= , ãäå

( )222

2
zyx

m
T &&& ++= .

Òàêèì îáðàçîì

( ) ( )zyxVzyx
m

L ,,
2

222 −++= &&& . (5.4.12)

Ñîñòàâèì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî ïðîåêöèÿì ñêî-
ðîñòåé

xpxm
x

V
xm

x

L ==
∂
∂−=

∂
∂

&
&

&
&

,
m

p
x x=& .

ypym
y

V
ym

y

L ==
∂
∂−=

∂
∂

&
&

&
&

,
m

p
y y=& .

zpzm
z

V
zm

z

L ==
∂
∂−=

∂
∂

&
&

&
&

,
m

p
z z=& .

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà â âèäå

LzpypxpH zyx −++= &&& , (5.4.13)

èëè

( ) ( ) ( )zyxVppp
m

ppp
m

H zyxzyx ,,
2
11 222222 +++−++= ,

îòêóäà

Íàéòè ( )tpqHH ,,=
Äàíî m ,

( )zyxV ,, .
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( ) ( )zyxVppp
m

H zyx ,,
2
1 222 +++= . (5.4.14)

Ñîñòàâèì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

x
m

p

p

H x

x

&==
∂
∂

, y
m

p

p

H y

y

&==
∂
∂

, z
m

p

p

H z

z

&==
∂
∂

. (5.4.15)

Ìû ïîëó÷èëè ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

xp
x

V

x

H
&−=

∂
∂=

∂
∂

, yp
y

V

y

H
&−=

∂
∂=

∂
∂

, zp
z

V

z

H
&−=

∂
∂=

∂
∂

. (5.4.16)

Ýòî âòîðûå òðè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âòî-
ðîé çàêîí Íüþòîíà

( ) ( )zyxVvm
dt

d
,,−∇=r

,  èëè  Fwm
rr = ,

ãäå ( ) FzyxV −=∇ ,, .

2. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
Âûðàçèì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÷åðåç öèëèí-

äðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

θcosrx = ,  θsinry = ,  zz = . (5.4.17)

Äèôôåðåíöèðóÿ (5.4.17) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

θθθ &&& sincos rrx −= , θθθ &&& cossin rry += , zz && = .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ zyx &&& ,,  â âûðàæåíèå äëÿ êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì

( )2222

2
zrr

m
T &&& ++= θ . (5.4.18)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèìåò âèä

( ) ( )zrVzrr
m

L ,,
2

2222 θθ −++= &&& . (5.4.19)

Ñîñòàâèì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà
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rprm
r

L ==
∂
∂

&
&

,
m

p
r r=& ,

θθ
θ

pmr
L ==

∂
∂ &

&

2
, 2mr

pθθ =& ,

zpzm
z

L ==
∂
∂

&
&

,
m

p
z z=& .

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

=−= ∑ LqpH ii &

( )zrVpp
r

p
m

pp
r

p
m zrzr ,,

1
2
111 22

2
222

2
2 θθθ +





 ++−





 ++= .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

( )zrVpp
r

p
m

H zr ,,
1

2
1 22

2
2 θθ +





 ++= . (5.4.20)

Ñîñòàâèì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

r
m

p

p

H r

r

&==
∂
∂

, θθ

θ

&==
∂
∂

2mr

p

p

H
, z

m

p

p

H z

z

&==
∂
∂

è

rp
r

V

mr

p

r

H
&−=

∂
∂+−=

∂
∂

3

2
θ

, θθθ
p

VH
&−=

∂
∂=

∂
∂

, zp
z

V

z

H
&−=

∂
∂=

∂
∂

.

3. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
Âûðàçèì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÷åðåç ñôå-

ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ñì. çàäà÷ó ¹11)







=
=
=

θ
ϕθ
ϕθ

cos

sinsin

cossin

rz

ry

rx

. (5.4.21)
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Äèôôåðåíöèðóÿ (5.4.21) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì









−=

++=

−+=

θθθ
ϕϕθθϕθϕθ
ϕϕθθϕθϕθ

&&&

&&&&

&&&&

sincos

cossinsincossinsin

sinsincoscoscossin

rrz

rrry

rrrx

. (5.4.22)

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, è ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì

( )222222 sin
2
1 ϕθθ &&& rrrmT ++= . (5.4.23)

(Âûðàæåíèå (5.4.23) îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (3.7.33) ïîëó÷åííî-
ãî â çàäà÷å ¹22, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ðàçëè÷íûì ñïîñîáîì âûáîðà êîîðäè-
íàòíûõ îñåé. Ñì. ðèñóíêè, èëëþñòðèðóþùèå óêàçàííûå çàäà÷è).

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèìåò âèä

( ) ( )ϕθϕθθ ,,sin
2
1 222222 rVrrrmL −++= &&& . (5.4.24)

Ñîñòàâèì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà

rprm
r

L ==
∂
∂

&
&

,  θθ
θ

pmr
L ==

∂
∂ &

&

2
,  ϕθ

ϕ
&

&

22 sinmr
L =

∂
∂

. (5.4.25)

Ðàçðåøàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáîáù¸ííûõ ñêî-
ðîñòåé, ïîëó÷èì

m

p
r r=& ,  2mr

pθθ =& ,  
θ

ϕ ϕ
22 sinmr

p
=& . (5.4.26)

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà (ó÷èòûâàÿ (5.4.26)):

∑ =−= LqpH ii &

+




 ++−





 ++ 2

22
2

2
22

22
2

2
2

sin
11

2
1

sin
111

ϕθϕθ θθ
p

r
p

r
p

m
p

r
p

r
p

m rr

( ) ( )ϕθ
θ

ϕθ ϕθ ,,
sin
11

2
1

,, 2
22

2
2

2 rVp
r

p
r

p
m

rV r +




 ++=+
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Èëè îêîí÷àòåëüíî

( )ϕθ
θ ϕθ ,,

sin
11

2
1 2

22
2

2
2 rVp

r
p

r
p

m
H r +





 ++= . (5.4.27)

Ñîñòàâèì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

r
m

p

p

H r

r

&==
∂
∂

,  θθ

θ

&==
∂
∂

2mr

p

p

H
, ϕ

θ
ϕ

ϕ

&==
∂
∂

22 sinmr

p

p

H
.

rp
r

V

mr

p

r

H
&−=

∂
∂+−=

∂
∂

3

2
θ ,

θϕ θθ
θ

θ
p

V
p

mr

H
&−=

∂
∂+−=

∂
∂ 2

32 sin
cos

,

ϕϕϕ
p

VH
&−=

∂
∂=

∂
∂

.

Çàäà÷à 26.

Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà äëÿ äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû, åñëè

ìàññû àòîìîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1m  è 2m .

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âûáåðåì ÈÑÎ
�Ëàáîðàòîðèÿ". Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äâèæå-
íèå àòîìîâ êàê äâèæå-

íèå äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàññàìè 1m è

2m . Ââåä¸ì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò xyzO  è

xyzO′ . Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Íàéòè H
Äàíî 1m ,

2m .

x

x

y

y

zz

O

O

m
1

m
2

Ðèñ. 17.

θ
ϕ

r
1

r

r
2
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Î÷åâèäíî, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàäàííîé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê áóäåò ñîñòîÿòü èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ
è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïóñòü öåíòð ìàññ èìååò êîîðäèíàòû ccc zyx ,, , à 1v
r

è 2v
r

ñêîðîñòè

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê 1m è 2m  â ñèñòåìå êîîðäèíàò xyzO .

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê áóäåò

2211 2
1

2
1

vmvmT
rr += . (5.4.28)

Èç ÷åðòåæà ñëåäóåò, ÷òî 12 rrr
rrr −= .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê çàìêíóòà, ìû
ìîæåì äëÿ íå¸ íà îñíîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íàïèñàòü

2211 vmvmvM c

rrr +=  , (5.4.29)

ãäå 21 mmM +=  ïîëíàÿ ìàññà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïóñòü îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 2m ê 1m  åñòü

dt

rd
vvv

r
rrr =−= 1221 . (5.4.30)

Âûðàçèì èç (5.4.30) 1212 vvv
rrr +=  è ïîäñòàâèì â (5.4.29), ïîëó÷èì

( ) 212121 vmvmmvM c

rrr ++= . (5.4.31)

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (5.4.29) è (5.4.31) îòíîñèòåëüíî 1v
r

 è 2v
r

, ïîëó÷èì

21
2

1 v
M

m
vv c

rrr −= ,   21
1

2 v
M

m
vv c

rrr += . (5.4.32)

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé 1v
r

è 2v
r

, â óðàâíåíèå

äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (5.4.28). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

2
21

2

2
1

2
1

vMvT c µ+= , (5.4.33)
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ãäå 
21

21

mm

mm

+
=µ  - ïðèâåä¸ííàÿ ìàññà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2222
cccc zyxv &&& ++=  â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, à,

èñõîäÿ èç (5.4.23), 2222222
21 sin ϕθθ &&& rrrv ++=  â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ, îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì

( ) ( )222222222 sin
2
1

2
1 ϕθθµ &&&&&& rrrzyxMT ccc +++++= .  (5.4.34)

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

( ) ( ) ( )rVrrrzyxML ccc −+++++= 222222222 sin
2
1

2
1 ϕθθµ &&&&&& . (5.4.35)

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû ϕ,,, ccc zyx  ÿâíî â ôóíêöèþ Ëàã-

ðàíæà íå âõîäÿò è ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.
Ñîñòàâèì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà

cc xxc
c

CpxM
x

L ===
∂
∂

&
&

,

cc yyc
c

CpyM
y

L ===
∂
∂

&
&

,

cc zzc
c

CpzM
z

L ===
∂
∂

&
&

.

Çäåñü 
ccc zyx CCC ,,  - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

rpr
r

L ==
∂
∂

&
&

µ ,

θθµ
θ

pr
L ==

∂
∂ &

&

2
,
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ϕϕϕθµ
ϕ

Cpr
L ===

∂
∂

&
&

22 sin ,

ãäå ϕC  - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

=−= ∑ LqpH ii &

( ) ( )−+++++ 222222 11
ϕθµ

pppppp
M rzyx ccc

( ) ( ) ( )=+++−++− rVpppppp
M rzyx ccc

222222

2
1

2
1

ϕθµ

( ) ( ) ( )rVpppppp
M rzyx ccc

++++++ 222222

2
1

2
1

ϕθµ .




