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Ïðèëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèå I

1. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Åñëè  íåêîòîðîå âûðàæåíèå

QdyPdx+ (Ï1.1)

åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü òà-

êóþ ôóíêöèþ ( )yxu , , ÷òî

QdyPdxdy
y

u
dx

x

u
du +=

∂
∂+

∂
∂= . (Ï1.2)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñàìîå îáùåå ðåøåíèå (Ï1.2) åñòü

( ) ( ) Cyxuyxu += ,,1 . (Ï1.3)

Â ñàìîì äåëå

QdyPdxdu += , QdyPdxdu +=1 ,

îòêóäà

( ) 01 =− uud
èëè

Cuu =−1 .

Íî åñëè äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè ðàâåí òîæäåñòâåííî
íóëþ, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî âñåì íåçàâèñèìûì ïå-
ðåìåííûì ðàâíà íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà ôóíêöèÿ åñòü âåëè÷èíà

ïîñòîÿííàÿ, òî åñòü Cuu =−1 .

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ 1u , ÷òî

QdyPdxdu +=1 . (Ï1.4)

Ïîêàæåì, ÷òî  ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíî áûòü
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. (Ï1.5)

Ñîîòíîøåíèå (1.4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

dy
y

u
dx

x

u
QdyPdx

∂
∂+

∂
∂=+ 11 (Ï1.6)

è òàê êàê âåëè÷èíû dx è dy , êàê äèôôåðåíöèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ, ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíû, òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî

òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàâíû êîýôôèöèåíòû ïðè dx è dy  â îáåèõ

÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (Ï1.6), òî åñòü

x

u
P

∂
∂= 1 ,

y

u
Q

∂
∂= 1 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
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∂
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. (Ï1.7)

Èòàê, åñëè íåêîòîðîå âûðàæåíèå QdyPdx+  åñòü ïîëíûé äèôôå-

ðåíöèàë ôóíêöèè ( )yxu ,1 , òî 
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂

 è

( ) ( )∫ ++= CQdyPdxyxu ,1 . (Ï1.8)

Åñëè âûðàæåíèå QdyPdx+  íå åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, òî

0≠
∂
∂−

∂
∂

x

Q

y

P
. (Ï1.9)

Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ λ , ïðè óìíî-

æåíèè íà êîòîðóþ âûðàæåíèå QdyPdx+  îáðàùàåòñÿ â ïîëíûé äèô-

ôåðåíöèàë è åãî ìîæíî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü.

( ) duQdyPdx =+λ . (Ï1.10)
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Âñÿêàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ λ  íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòå-

ëåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ λ  áûëà èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

( ) ( )
0=

∂
λ∂−

∂
λ∂

x

Q

y

P
. (Ï1.11)

Âûðàæåíèå

0=
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∂
∂λ+

∂
λ∂−

∂
λ∂

x

Q

y

P

x
Q

y
P (Ï1.12)

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóþ-

ùåãî ìíîæèòåëÿ λ .
Ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü è èç äðóãèõ ñîîá-

ðàæåíèé. Ïóñòü QdyPdx+  íå åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë. Äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå

0=+ QdyPdx (Ï1.13)

âñåãäà èìååò, â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, îáùèé èíòåãðàë, êîòîðûé
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) 0, =yxF . (Ï1.14)

Ôóíêöèÿ ( )yxF ,  äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

0=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

x

y

y

F

x

F
, (Ï1.15)

ãäå 
x

y

∂
∂

, â ñèëó (Ï1.13), ìîæíî çàìåíèòü íà 
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Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç λ  îáùóþ âåëè÷èíó ýòèõ äâóõ ðàâíûõ îòíîøå-
íèé, ìû èìååì

P
x

F λ=
∂
∂

, Q
y

F λ=
∂
∂

, (Ï1.17)

òî åñòü λ  åñòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ëþáîãî âûðàæåíèÿ

QdyPdx+ .

2. Óðàâíåíèÿ Ïôàôôà

Óðàâíåíèÿìè Ïôàôôà íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ òèïà

⋅⋅⋅+++=δ ZdzYdyXdxQ , (Ï1.18)

ãäå âåëè÷èíû, ,...,, zyx , ñëóæàò àðãóìåíòàìè, à âåëè÷èíû ,...,, ZYX
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ýòèõ àðãóìåíòîâ. Åñëè óðàâíåíèå (Ï1.18) èìååò
«èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü» (òî åñòü èìååòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ, ïîñëå
óìíîæåíèÿ íà êîòîðóþ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â âûðàæå-
íèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà), òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíûì. Ïî
òåîðåìå Êîøè âñÿêîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (Ï1.18) ñ äâó-
ìÿ àðãóìåíòàìè  ãîëîíîìíî. Ïî òîé æå òåîðåìå îíî èìååò áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëåé, èáî åñëè èçâåñòåí îäèí èíòåã-
ðèðóþùèé ìíîæèòåëü, òî åãî ïðîèçâåäåíèå íà ëþáóþ ôóíêöèþ îò âå-
ëè÷èíû, ñòîÿùåé ïîä çíàêîì ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì.

Äëÿ óðàâíåíèé Ïôàôôà ñ òðåìÿ è áîëåå àðãóìåíòàìè äåëî îáñòîèò
ñëîæíåå. Äàëåêî íå âñÿêîå óðàâíåíèå Ïôàôôà ñ òðåìÿ è áîëåå àðãóìåí-
òàìè èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. ×òîáû óðàâíåíèå èìåëî èíòåã-

ðèðóþùèé ìíîæèòåëü, ìåæäó ôóíêöèÿìè ,...,, ZYX  äîëæíû èìåòüñÿ
íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ, à èìåííî: ïðè ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðèðóþùå-
ãî ìíîæèòåëÿ µ  äîëæíû áûòü óäîâëåòâîðåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

x

Y

y

X

∂
µ∂=

∂
µ∂

,  
z

X

z

Z

∂
µ∂=

∂
µ∂

, è òàê äàëåå. (Ï1.19)

Ýòó ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé íåðåäêî íàçûâàþò ïðàâèëîì ïðè-
ðàâíèâàíèÿ íàêðåñò âçÿòûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Ïðèëîæåíèå II

Îäíîðîäíûå ôóíêöèè,
òåîðåìà Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ

Îäíîðîäíûìè íàçûâàþò ïîëèíîìû, ñîñòîÿùèå èç ÷ëåíîâ îäíîãî è
òîãî æå èçìåðåíèÿ.

Íàïðèìåð, âûðàæåíèå 22 732 yxyx +−  åñòü îäíîðîäíûé ïîëè-

íîì âòîðîé ñòåïåíè. Åñëè óìíîæèòü ïåðåìåííûå  x  è y  íà íåêîòîðûé

ìíîæèòåëü t , òî âåñü ìíîãî÷ëåí ïðèîáðåò¸ò ìíîæèòåëü 2t .  Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà.

Äàäèì îïðåäåëåíèå îäíîðîäíîé ôóíêöèè:

Ôóíêöèÿ ( )nxxxf ,...,, 21  îò n  àðãóìåíòîâ, îïðåäåë¸ííàÿ â îáëà-

ñòè D , íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñòåïåíè m , åñëè ïðè óìíîæå-

íèè âñåõ å¸ àðãóìåíòîâ íà ìíîæèòåëü t  ôóíêöèÿ ïðèîáðåòàåò ýòîò æå
ìíîæèòåëü â ñòåïåíè m , ÷òî ðàâíîñèëüíî òîæäåñòâåííîìó âûïîëíå-
íèþ  ðàâåíñòâà

( ) ( )n
m

n xxxfttxtxtxf ,...,,,...,, 2121 ⋅= . (Ï2.1)

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ ( )zyxf ,,  ñòåïåíè m  îò òð¸õ

ïåðåìåííûõ (êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ îãðàíè÷åíî äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæ-

äåíèé), èìåþùóþ â îòêðûòîé îáëàñòè D  íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì. Äëÿ ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííîé òî÷êè

( )000 ,, zyx  èç D , â ñèëó îñíîâíîãî òîæäåñòâà (Ï2.1) ìîæåì çàïèñàòü

äëÿ ëþáîãî 0>t :

( ) ( )000000 ,,,, zyxfttztytxf m ⋅= . (Ï2.2)

Äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü (Ï2.2) ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, à ïðàâóþ ïðîñòî êàê ñòåïåííóþ, ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) =′+′+′ 000000000000 ,,,,,, ztztytxfytztytxfxtztytxf zyx
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( )000
1 ,, zyxfmtm ⋅= − .

Ïîëàãàÿ 1=t , ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) =′+′+′ 000000000000 ,,,,,, ztztytxfytztytxfxtztytxf zyx

( )000 ,, zyxfm⋅= .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè ( )zyx ,,  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ) ( )zyxfmz
z

zyxf
y

y

zyxf
x

x

zyxf
,,

,,,,,, ⋅=
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂
, (Ï2.3)

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé òåîðåìó Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ.

Ïðèëîæåíèå III
Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

1. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë âèäà

∫ 




=

1

0

,,
t

t

t
dt

dx
xfS , (Ï3.1)

ãäå f  - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à îòíîñèòåëüíî x  èçâåñòíî, ÷òî ýòî íåêîòî-

ðàÿ ôóíêöèÿ îò t , îäíàêî íå èçâåñòíî, êàêàÿ èìåííî.
Çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè, êàêîé

ôóíêöèåé îò t  äîëæíî áûòü x , ÷òîáû íà ýòîé ôóíêöèè ôóíêöèîíàë S
ïðèíèìàë ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ x .

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè êðàò÷àé-
øåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.  Çäåñü ôóíêöèîíàëîì áóäåò äëèíà

ïëîñêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè ( )00, yx  è ( )11, yx . Åñëè óðàâ-

íåíèå êðèâîé çàäàíî â âèäå ( )xyy = , òî ôóíêöèîíàë äëèíû äóãè ìî-

æåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå
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( )( )∫ ′+=
1

0

21
x

x

xys . (Ï3.2)

Êîíöû  êðèâîé îïðåäåëÿþòñÿ çàäàííûìè òî÷êàìè ( )000 xyy =  è

( )111 xyy = .  Íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî äëèíà äóãè êðèâîé s  áóäåò

ìèíèìàëüíîé, åñëè ïîëîæèòü

01

0

01

0

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

, (Ï3.3)

òî åñòü ëèíèÿ s , ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè ( )00, yx  è ( )11, yx  - ïðÿìàÿ.

Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, â îò-
ëè÷èè îò îáû÷íûõ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ôóíê-
öèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ è å¸ ïðîèçâîäíàÿ íàõîäÿò-
ñÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (Ï3.1) ìû äîëæíû çíàòü çíà÷åíèÿ x
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t  â ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå, è ÷òîáû ñäåëàòü èí-
òåãðàë ñòàöèîíàðíûì, äîëæíû íàéòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé x .
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî äàòü ñòðîãîå îïðåäåëå-
íèå ïîíÿòèþ «ñòàöèîíàðíîñòè» èíòåãðàëà.

Ïîëàãàÿ p
dt

dx = , ðàññìîòðèì f  êàê ôóíêöèþ òð¸õ ïåðåìåííûõ

tpx ,,  è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè D  èçìåíåíèÿ ýòèõ

ïåðåìåííûõ, âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f  ïî tpx ,,  íåïðåðûâíû

êàê ôóíêöèè tpx ,, . Åñëè ( )tx  è ( )tx′  óäîâëåòâîðÿþò ñäåëàííûì âûøå

ïðåäïîëîæåíèÿì è ðàçíèöà ìåæäó íèìè ìàëà, ìû ìîæåì íàïèñàòü

( ) ( ) ( )txtxtx δ+=′ , (Ï3.4)

ãäå

( ) ( )tgtx α=δ , (Ï3.5)

à ( )tg  - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà 2C .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî  ïðè ( )tx  ôóíêöèîíàë ïðèíèìàåò ñòàöèîíàð-

íîå çíà÷åíèå, åñëè

∫ =




 ′′

α∂
∂ 1

0

0,,
t

t

dtt
dt

xd
xf , (Ï3.6)

êîãäà 0=α .
Ïåðåïèøåì (Ï3.6) ñ ó÷¸òîì (Ï3.4) è (Ï3.3)

( )

∫

∫

=




 α+α+

α∂
∂=

=




 α+α+

α∂
∂

1

0

1

0

,,

,,

t

t

t

t

dttgx
dt

dg
pf

dtt
dt

dg
ptgxf

∫ 





∂
∂+

∂
∂=

1

0

t

t

dt
x

f
g

p

f

dt

dg
 . (Ï3.7)

Çäåñü

0⋅
∂
∂+⋅

∂
∂+

∂
∂=

α∂
∂

∂
∂+
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∂=
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∂
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f
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x

f

dt

dg

p

ft

t

fx

x

fp

p

ff
.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â (Ï3.7) ïî ÷àñòÿì  ïîëó÷èì

0
1

0

1

0

=





∂
∂−

∂
∂+





∂
∂=

α∂
∂ ∫

t

t

t

t

dt
p

f

dt

d

x

f
g

p

f
g

S
. (Ï3.8)

Çäåñü ìû ïðèíÿëè

dgdt
dt

dg
du == , gu = ,

p

f
v

∂
∂= , dt

p

f

dt

d

p

f
ddv

∂
∂=





∂
∂= .
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Èç òîãî, ÷òî âûðàæåíèå (Ï3.8) ðàâíî íóëþ, åù¸ íå ñëåäóåò, ÷òî

0=
∂
∂
p

f
 ïðè 10, ttt =  è 0=

∂
∂−

∂
∂=ϕ

p

f

dt

d

x

f
(Ï3.9)

äëÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé t , êàê ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü, åñëè

áû xδ  áûëà ïðîèçâîëüíîé. Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà (åãî íåòðóäíî
íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ),

÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (Ï3.8), pf ∂∂  äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà 10, tt , à ðàâåíñòâî 0=ϕ  äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âî

âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ. Â îáùåì ñëó÷àå pf ∂∂  çàâèñèò îò p , ïî-

ýòîìó 0=ϕ  îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî x . Óñëîâèÿ çàäà÷è ìîãóò âêëþ÷àòü åù¸

è òðåáîâàíèå, ÷òîáû 0=δx  â òî÷êàõ 0t  è 1t , êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå

ïðîñòåéøåé çàäà÷è î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâó-

ìÿ òî÷êàìè. Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè (Ï3.2) ìû ðàññìàòðèâàåì 0y  è 1y

êàê íàïåð¸ä çàäàííûå, ìû íå ìîæåì âàðüèðîâàòü y  íà êîíöàõ; è äîïó-

ñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ âñå ôóíêöèè yδ , äëÿ êîòîðûõ 010 =δ=δ yy . Â ýòîì

ñëó÷àå pf ∂∂  íå îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â íóëü íà êîíöàõ èíòåðâàëà, è

äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðåøåíèå, ñî-

ñòîÿò íå â ðàâåíñòâå íóëþ pf ∂∂  íà êîíöàõ èíòåðâàëà, à â òîì, ÷òî òàì

y  äîëæíî ïðèíèìàòü óêàçàííûå çíà÷åíèÿ.

Âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f  íå

ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå t . Óìíîæàÿ íà p  ðàâåíñòâî  0=
∂
∂−

∂
∂

p

f

dt

d

x

f

ïîëó÷èì

0=
∂
∂−

∂
∂

p

f

dt

d
p

dt

dx

x

f
. (Ï3.10)
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Òàê êàê

dt

dp

p

f

dt

dx

x

f

dt

df

∂
∂+

∂
∂= (Ï3.11)

è







∂
∂+

∂
∂=





∂
∂

p

f

dt

d
p

dt

dp

p

f

p

f
p

dt

d
, (Ï3.12)

ñ ó÷¸òîì

0=
dt

dp
, (Ï3.13)

ïîëó÷èì

0=
∂
∂−

∂
∂=



 −

∂
∂

dt

dx

x

f

p

f

dt

d
pf

p

f
p

dt

d
. (Ï3.14)

Ïåðâûé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

constf
p

f
p =−

∂
∂

. (Ï3.15)

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè èíòåãðàëüíîãî
ôóíêöèîíàëà. ×òîáû âûÿñíèòü, äîñòèãàåò ôóíêöèîíàë ìàêñèìóìà èëè
ìèíèìóìà èëè ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì íà âûáðàííîé íàìè ôóí-
êöèè äëÿ âñåõ å¸ âîçìîæíûõ âàðèàöèé, íóæíî ðàññìîòðåòü âòîðóþ âà-
ðèàöèþ.

2. Ñâîáîäíûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (Ï3.8)

0
1

0

1

0

=





∂
∂−

∂
∂+





∂
∂=

α∂
∂ ∫

t

t

t

t

dt
p

f

dt

d

x

f
g

p

f
g

S
(Ï3.8)

ìû ñ÷èòàëè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ 0t  è 1t  ôèêñèðîâàííûìè. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îíè òîæå ìåíÿþòñÿ íà 0t∆  è 1t∆ . Òîãäà S  áóäåò âîçðàñ-
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òàòü íà [ ]
1tttf =∆ íà âåðõíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ è óìåíüøàòüñÿ íà

[ ]
01tttf =∆   íèæíåì ïðåäåëå.

Â ðåçóëüòàòå ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ÷àñòü (Ï3.8) ïðèìåò âèä

1

0

t

t

x
p

f
tf 



 δ

∂
∂+∆ . (Ï3.16)

Â ýòîì âûðàæåíèè xδ  ïðåäñòàâëÿåò âàðèàöèþ x  äëÿ äàííîãî t , è

ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ 1xδ , íå ñëåäóåò 1t  çàìåíÿòü íà 11 tt ∆+ . Åñëè ïðîâà-

ðüèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ x  â òî÷êå 11 tt ∆+  åñòü 11 xx ∆+ , òî ìû ìîæåì

ïîëîæèòü

1111 tpxx ∆+δ=∆ , (Ï3.17)

è ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ÷àñòü (Ï3.16) çàïèøåòñÿ â âèäå

1

0

t

t

x
p

f
t

p

f
pf 








∆

∂
∂+∆





∂
∂− . (Ï3.18)

3. Ôóíêöèîíàëû ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè

Ïóñòü nqqq ,...,, 21  - íåèçâåñòíûå ôóíêöèè è nqqq &&& ,...,, 21  èõ ïðî-

èçâîäíûå ïî âðåìåíè t , òîãäà âàðèàöèÿ

( )∫=
1

0

,,...,,,,...,, 2121

t

t

nn dttqqqqqqfS &&& (Ï3.19)

äëÿ ìàëûõ ïðèðàùåíèé, ñ ó÷¸òîì (Ï3.18) ôóíêöèè ( )tqr , ïðèìåò âèä
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R r
r q

q
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q

f
qfS
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0
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t
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r
r

rr

dtq
q

f

dt

d

q

f
&

, (Ï3.20)

ãäå, åñëè 01 ≠∆t , òî

( ) ( ) ( )
1111 trttrrr qqqq −δ+=∆ ∆+ (Ï3.21)

è àíàëîãè÷íî, åñëè 00 ≠∆t . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âàðè-

àöèè rqδ  ìîãóò áûòü âûáðàíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, óñëîâèÿ ñòà-

öèîíàðíîñòè S òàêîâû, ÷òî

0=





∂
∂−

∂
∂

rr q

f

dt

d

q

f
&

, nr ,...,2,1= , (Ï3.22)

∑∑
==

=∆
∂
∂+∆





∂
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n

r
r

r

n

r r
r q

q

f
t

q

f
qf

11

0
&&

& . (Ï3.23)

Óñëîâèå (Ï3.23) âûïîëíÿåòñÿ íà îáîèõ ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè f  íå ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå t , òî ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä

const
q

f
qf

n

r r
r =

∂
∂− ∑

=1 &
& . (Ï3.24)

Åñëè 010 =∆=∆ tt , òî

0=
∂
∂δ

r
r q

f
q

&
(Ï3.25)

íà êîíöàõ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ.
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4. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ôîðìîé îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

( )∑
=

=δ−
N

r
rrrr xXxm

1

0&& . (2.1.6)

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî âðåìåíè îò 0t  äî 1t , ïîëó÷èì

∫ ∑∫ ∑
==

δ=δ
1

0

1

0
11

t

t

N

r
rr

t

t

N

r
rrr dtxXdtxxm && . (Ï3.26)

Ïðîèíòåãðèðóåì ëåâóþ ÷àñòü (Ï3.26) ïî ÷àñòÿì

∫ ∑∑∫ ∑
===

=δ−



 δ=δ

1

0

1

0

1

0
111

t

t

N

r
rrr

t

t

N

r
rrr

t

t

N

r
rrr dtx

dt

d
xmxxmdtxxm &&&&

∫ ∑∑
==

δ−



 δ=

1

0

1

0
11

t

t

N

r
rrr

t

t

N

r
rrr dtxxmxxm &&& . (Ï3.27)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî






δ=δ ∑∑

==

N

r
rr

N

r
rrr xmxxm

1

2

1 2

1
&&& , (Ï3.28)

ïåðåïèøåì (Ï3.27) â âèäå

=




δ−



 δ ∫ ∑∑

==

dtxmxxm
t

t

N

r
rr

t

t

N

r
rrr

1

0

1

0
1

2

1 2

1
&& ∫ ∑

=

δ
1

0
1

t

t

N

r
rr dtxX . (Ï3.29)

Åñëè 0=δ rx  â òî÷êàõ 0t  è 1t , òî îêîí÷àòåëüíî ìîæíî çàïèñàòü

0
2

11

0
11

2 =








δ+




δ≡δ ∫ ∑∑

==

dtxXxmS
t

t

N

r
rr

N

r
rr & . (Ï3.30)

Ìû ïîëó÷èëè íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà êëàñ-
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ñè÷åñêîé äèíàìèêè. Ôóíêöèÿ ∑
=

N

r
rr xm

1

2

2

1
&  ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèåé T .  Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò  ôóíêöèÿ  V , çàâèñÿùàÿ

îò rx  è, âîçìîæíî, îò  t , íî íå çàâèñÿùàÿ îò rx& , òàêàÿ, ÷òî

r
r x

V
X

∂
∂= , (Ï3.31)

òî äëÿ âàðèàöèè V  ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò rx  íà rxδ ìîæíî çàïè-

ñàòü

∑
=

δ=δ
N

r
rr xXV

1

. (Ï3.32)

Òåïåðü (Ï3.30) ìîæíî çàïèñàòü â ñîêðàù¸ííîì âèäå (äëÿ êîíñåð-
âàòèâíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê)

( )∫ =+δ=δ
1

0

0
t

t

dtVTS . (Ï3.33)

Âûðàæåíèÿ (Ï3.30) è (Ï3.33) ñîäåðæàò òîëüêî ñêàëÿðíûå âåëè÷è-
íû, è ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ââåä¸ííûì âûøå àïïàðàòîì âàðèàöèîí-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ.

5. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

 Â òðåòüåé ãëàâå ìû âûâåëè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èç óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ.  Ðàññìîòðèì âûâîä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà èç ïðèíöèïà Ãàìèëü-
òîíà, èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå âûøå èäåè  âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïóñòü

( )Nrr qqqxx ,...,, 21= . (Ï3.34)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè  â òðåòüåé ãëàâå ðàâåíñòâàìè (3.1.2),
(3.1.3),  è (1.6.4)
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∑
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∂=δ
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r q
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, (Ï3.35)

∑
= ∂

∂=
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m
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m

r
r q

q

x
x

1

&& , (Ï3.36)
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x

∂
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&
, (Ï3.37)
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r q
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mT & , (Ï3.38)

∑∑ ∑∑
== ==
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∂δ=δ

N
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mm

N
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r m

r
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N

r
rr qQ

q

x
XqxX

11 11

. (Ï3.39)

Ñ ó÷¸òîì íàïèñàííûõ âûøå âûðàæåíèé íàïèøåì (Ï3.33) â âèäå

0
1

0
1

=




 δ+δ=δ ∫ ∑

=

dtqQTS
t

t

N

m
mm , (Ï3.40)

ãäå T  (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ) è mQ  (îáîáù¸ííûå ñèëû) ÿâëÿþòñÿ ôóí-

êöèÿìè îò mq  è mq& .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûìè âûøå ïðàâèëàìè âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ, ìû ìîæåì çàïèñàòü
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δ

∂
∂=δ∫ ∫ ∑∑

==

1

0

1

0

1

0
11 &&

è, ñëåäóÿ óñëîâèþ (Ï3.40), äëÿ âñåõ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ mqδ ,

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè mqδ , ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
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m
mm

Q
q

T

q

T

dt

d =
∂
∂−

∂
∂
&

. (Ï3.41)

Âûâîä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà, îáúÿñíÿåò,
ïî÷åìó ëåâàÿ ÷àñòü (Ï3.41) èìååò âèä, õàðàêòåðíûé äëÿ óðàâíåíèé âà-
ðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Äàëåå, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè äâèæåíèå çàâèñèò

îò íåêîòîðûõ ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà rx  è, ñëåäîâàòåëüíî, íà mq . Íàè-

áîëåå âàæåí ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå ÷àñòèöû ïðèíàäëåæàò îäíîìó
àáñîëþòíî òâåðäîìó òåëó, è êîîðäèíàòû ìîæíî âàðüèðîâàòü òîëüêî òàê,
÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ýòîãî òåëà îñòàâàëèñü íåèçìåííû-
ìè. Äðóãîé âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà êàêàÿ-òî êîîðäèíàòà âûíóæäåíà èç-
ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé
ñèëû, íàïðèìåð ÷àñòü ñèñòåìû äîëæíà äâèãàòüñÿ ñ çàäàííîé ëèíåéíîé
èëè óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âàðèàöèè

mqδ , íàðóøàþùèå ýòè îãðàíè÷åíèÿ; è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì ñ÷èòàòü

âñå mqδ  íåçàâèñèìûìè è ïðèðàâíÿòü ïðè íèõ êîýôôèöèåíòû.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (Ï3.41) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, íî ìåíÿåòñÿ èõ
ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Â òî âðåìÿ êàê â ñèñòåìå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö
óðàâíåíèÿ (Ï3.41) - ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íåçàâèñèìûõ
êîîðäèíàò, â ñèñòåìå ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè â äåéñòâèòåëüíîì äâè-

æåíèè íåêîòîðûå èç mq  áóäóò îïðåäåëåííûìè ôóíêöèÿìè îò äðóãèõ

êîîðäèíàò è îò âðåìåíè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì mQ  ðåàêöèÿìè, íåîáõî-

äèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ñâÿçè íå íàðóøàëèñü. Äàëåå, ïðèíÿòî èñ-

ïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî òîëüêî òåõ mq , êîòîðûå ìîæíî âàðüèðîâàòü, íå

íàðóøàÿ íàëîæåííûå íà ñèñòåìó ñâÿçè. ×èñëî èõ êàê ðàç äîñòàòî÷íî
äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ. Òîãäà äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà âûïîëíÿþòñÿ óðàâ-

íåíèÿ Ëàãðàíæà. Äðóãèå æå mq  íå íàäî ðàññìàòðèâàòü ñîâñåì, äî òåõ

ïîð, ïîêà ìû íå çàõîòèì íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàêöèè â ÿâíîì âèäå.

Îäíàêî âîçìîæíî, ÷òî íåêîòîðûå mq  èç ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà ôóíê-

öèîíàëüíî çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå rx , çàâèñÿùèå îò òåõ mq ,
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íà êîòîðûå íå íàëîæåíû ñâÿçè, çàâèñÿò åùå è îò âðåìåíè. Òàêèì îáðà-
çîì, âðåìÿ ìîæåò â ÿâíîì âèäå âîéòè â âûðàæåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè. Ýòî íå îêàæåò âëèÿíèÿ íà âèä óðàâíåíèé (Ï3.41), íî ïîâëèÿåò íà èõ
ïåðâûå èíòåãðàëû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà
íåîáõîäèìî 6 êîîðäèíàò. Ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü ïðèíöèï Äàëàìáåðà
äëÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî ñîñòîÿùèì èç òà-
êèõ ÷àñòèö, ÷òî ñèëà ìåæäó ëþáûìè ÷àñòèöàìè äåéñòâóåò ïî ïðÿìîé, èõ
ñîåäèíÿþùåé. Ñóììà âíóòðåííèõ ñèë ëþáîé ïàðû ÷àñòèö ðàâíà íóëþ,
òàêæå êàê è ñóììà ìîìåíòîâ ýòèõ ñèë îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè (ñì. çà-
äà÷è ¹¹ 5 è 6).

Äàæå åñëè ñèëû ðåàêöèè ìåæäó ïàðîé ÷àñòèö íå íàïðàâëåíû âäîëü
ñîåäèíÿþùåé èõ ïðÿìîé, è åñëè âíóòðåííèå ñèëû ðåàêöèè îáëàäàþò
ñèëîâîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó âñåìè ÷àñòèöàìè è íå ðàñïàäàåòñÿ íà ÷àñòè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè, ýòè ñèëû ðåàêöèè íè÷åãî íå äîáàâ-

ëÿþò ê ∑
=

δ
N

r
rr xX

1

, åñëè rxδ  íå èçìåíÿþò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó

÷àñòèöàìè. ×òîáû îáîáùèòü ïîñëåäíþþ ñóììó íà ñëó÷àé óïðóãîãî òåëà,
íàäî áûëî áû âû÷åñòü ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íå ìåíÿþòñÿ.

6. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Ðàññìîòðèì ãîëîíîìíóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ çàäàííîé

ñèëîâîé ôóíêöèåé V . Ïîëàãàÿ äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà VTL −= , ñî-
ñòàâèì âûðàæåíèå òèïà (Ï3.33), ñ÷èòàÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòî-
ÿííûìè

dtq
q

L

dt

d

q

L
q

q

L
LdtS m

t

t

t

t

N

m mm

t

t

N

m
m

m

δ





∂
∂−

∂
∂+








δ

∂
∂=δ=δ ∫ ∫ ∑∑

==

1

0

1

0

1

0
11 &&

.

  (Ï3.42)

Åñëè æå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ 0t è 1t  èçìåíÿþòñÿ íà 0t∆  è 1t∆

è mq∆  åñòü âàðèàöèÿ mq  ïðè íîâûõ ïðåäåëàõ, òî ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ

÷àñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (Ï3.16) - (Ï3.18) ïðèìåò âèä
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= = &&
& , (Ï3.43)

ãäå

tqqq mmm ∆+δ=∆ & . (Ï3.44)

Ïîëîæèì

∑
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∂
∂N

m m
m HL

q

L
q

1 &
& , (Ï3.45)

m
m

p
q

L =
∂
∂
&

(Ï3.46)

è íàçîâ¸ì H  ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà, à mp  - îáîáù¸ííûì èìïóëüñîì.

Ïåðåïèøåì ñ ó÷¸òîì (Ï3.43) - (Ï3.16) ðàâåíñòâî (Ï3.42)

+
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. (Ï3.47)

Åñëè òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî mq  çàäàíû â ìîìåíòû 10, tt , òî

ñîîòâåòñòâóþùèå mp  áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíû, òàê êàê äàæå

òîëüêî îäèí íàáîð îáîáù¸ííûõ èìïóëüñîâ â òî÷êå 0t  äàñò çàäàííûé

íàáîð ïåðåìåùåíèé ê ìîìåíòó âðåìåíè 1t . Ïîýòîìó, åñëè èíòåãðàë

∫=
1

0

t

t

LdtS   áåð¸òñÿ âäîëü ïóòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,

òî S  áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îïðåäåë¸ííóþ ôóíêöèþ îò
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( ) ( )1010 ,,, mm qqtt . Âåëè÷èíó  S  íàçîâ¸ì ãëàâíîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

Ýòî ôóíêöèÿ îò mq  äëÿ ðåàëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè 10, tt , íî òàê êàê

îíè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ, ìîæíî çàìåíèòü 1t  íà t .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (Ï3.47), â ñèëó
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, îáðàùàåòñÿ â íóëü, ìû ìîæåì äëÿ ìîìåíòà âðå-

ìåíè  t  çàïèñàòü

H
t

S −=
∂
∂

, m
m

p
q

S =
∂
∂

, (Ï3.48)

à äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè 0t

( )
0

0
tH

t

S =
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∂

, ( )
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0
tm

m

p
q

S −=





∂
∂

. (Ï3.49)

Èñïîëüçóÿ (Ï3.46) ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü mq&  èç H , òîãäà H  ñòà-

íåò ôóíêöèåé  mm pq ,  è, âîçìîæíî, t . Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü

( ) 





∂
∂−=−=

∂
∂

t
q

S
qHtpqH

t

S

m
mmm ,,,, , (3.50)

ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

îò 1+n  ïåðåìåííîé. Â íåãî íå âõîäèò S  â ÿâíîì âèäå, è ïîýòîìó åãî

ïîëíûé èíòåãðàë ñîäåðæèò 1+n  íåçàâèñèìûõ ïîñòîÿííûõ. Ñ íàøåé

ïåðâîíà÷àëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, S  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî t  è ñîäåð-

æèò 12 +n  ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, à èìåííî 0t , èñõîäíûå êîîðäè-

íàòû è èìïóëüñû. Îäíàêî åñëè íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå êîîðäèíàòû è

0tt −   çàäàíû, òî íà÷àëüíûå èìïóëüñû îïðåäåëåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, íå

ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, ÷òî S , âûðàæåííîå êàê

ôóíêöèÿ t  è mq , âêëþ÷àåò èìåííî 1+n  ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
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Åñëè L  íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, òî constH =  åñòü èíòåãðàë
ýíåðãèè (èíòåãðàë ßêîáè (3.5.3)). Îáîçíà÷èâ ïîñëåäíþþ ïîñòîÿííóþ

÷åðåç h , ìîæåì çàïèñàòü

h
t

S −=
∂
∂

, h
t

S =





∂
∂

0

. (Ï3.51)

Ïîýòîìó

( ) ( )00 , mm qqftthS +−−= . (Ï3.52)

Êàê è ðàíüøå, 
0mq

S

∂
∂

 ðàâíî ïðîñòî 0mp− , ÷òî íå çàâèñèò îò t , è,

òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü n  óðàâíåíèé, âûðàæàþùèõ òîò ôàêò, ÷òî

0mq

S

∂
∂

, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè 0, mm qq  è, ìîæåò áûòü, t , ïîñòîÿííû âî

âðåìÿ âñåãî äâèæåíèÿ è ðàâíû 0mp− .

Îòñþäà åñëè ìû çàäàëè S , òî ó íàñ åñòü n  óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ mq , ÷åðåç t  è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ; ïîýòîìó, åñëè ìîæíî îïðåäå-

ëèòü S , òî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ýòèõ óðàâíåíèé.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ãàìèëüòîíó. Ñëîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ â
òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîì âèäå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, õîòÿ áûâà-
åò äîâîëüíî ëåãêî ïîëó÷èòü ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (Ï3.50), âêëþ-

÷àþùèé 1+n  ïîñòîÿííûõ, ýòè ïîñòîÿííûå îáû÷íî çàâèñÿò è îò 0mq  è

îò 0mp  è âûðàçèòü èõ òîëüêî ÷åðåç 0mq  ÷àñòî íåëåãêî. Ýòà òåîðåìà

áûëà äîïîëíåíà ßêîáè, êîòîðûé îáíàðóæèë, ÷òî ëþáîé ïîëíûé èíòåã-
ðàë óðàâíåíèÿ (Ï3.50) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì,

êàê è ïîëíûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé òîëüêî îò 0mq . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû ßêîáè íåîáõîäèìî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â Ãàìèëüòî-
íîâîé ôîðìå.
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7. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L  çàâèñèò îò mm qq &,

è, âîçìîæíî, îò t , à ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàâèñèò îò mm pq ,  è, âîç-

ìîæíî, îò t . Ñ ó÷¸òîì âûøåñêàçàííîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèé

mq  è mq&  ïðè íåèçìåííîì t , èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî èí-

äåêñó m  ìû ìîæåì íàïèñàòü

( ) m
m

m
m

mmmmmm q
q

L
q

q

L
qppqLpqH &

&
&&& δ

∂
∂−δ

∂
∂−δ+δ=−δ=δ .   (Ï3.53)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
m

m q

L
p

&∂
∂= , ïåðåïèøåì (Ï3.53) â âèäå

m
m

mm q
q

L
pqH δ

∂
∂−δ=δ & . (Ï3.54)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû
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H
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H
H δ

∂
∂+δ

∂
∂=δ . (Ï3.55)

Ñðàâíèâàÿ (Ï3.54) è (Ï3.55), ïîëó÷èì

m
m p
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q
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∂=& ,
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. (Ï3.56)

Èç óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ mp&  (ñì., òàêæå,

(5.1.10))
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& , (Ï3.57)

è îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì
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m
m q

H
p

∂
∂−=& ,

m
m p

H
q

∂
∂=& . (Ï3.58)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, ïðåäñòàâëÿ-

þùèå ñîáîé ñèñòåìó n2  äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, â îòëè÷èå îò n  óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óñòàíîâèì ñâÿçü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöè-
ïîì. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

( ){ }∫ −=
1

0

,
t

t

mmmm dtpqHqpB & . (Ï3.59)

Åãî âàðèàöèÿ åñòü
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Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

m
m q

H
p

∂
∂−=& ,

m
m p

H
q

∂
∂=& (Ï3.58)

ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñòàöèîíàðíîñòè B  äëÿ âñåõ âàðèàöèé mm pq δδ , ,

òàêèõ, ÷òî 0=δ mq ïðè 10,tt , åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî mp  è mq  èçìåíÿ-

þòñÿ íåçàâèñèìî. Êîãäà óðàâíåíèÿ (Ï3.58) óäîâëåòâîðåíû, à ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ èçìåíÿþòñÿ, ìîæíî çàïèñàòü

( )[ ] [ ]1

0

1

0

t

tmm
t

tmmmm tHqpqptHqpB ∆−∆=δ+∆−=δ & , (Ï3.61)

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ S∆ .
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8. Òåîðåìà ßêîáè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

( ) 12121 ,...,,;;,...,, +α+ααα= nnn tqqqfS (Ï3.62)

åñòü ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Îáû÷íî êîíñòàí-

òû nααα ,...,, 21  ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëü-

íîìó ìîìåíòó âðåìåíè 0t . ßêîáè îòêàçûâàåòñÿ îò ýòîãî è âìåñòî

0
0

m
m
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q

S −=
∂
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 ïîëàãàåò

r
r

S β−=
α∂

∂
, (Ï3.63)

m
m

p
q

S =
∂
∂

, (Ï3.64)

ãäå rβ - íîâûå êîíñòàíòû. Òåîðåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ýòè óðàâíå-

íèÿ âñ¸ åù¸ ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ mq  è mp , òî

ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå mq  è mp  áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

Ãàìèëüòîíà è ïîýòîìó áóäóò îïèñûâàòü äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê.

Èç  (Ï3.63) ñëåäóåò
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Òàê êàê  rα  âõîäÿò â H  òîëüêî èç-çà òîãî, ÷òî mp  â ñîîòâåòñòâèè

ñ (3.64) çàâèñÿò îò  rα , òî èç (Ï3.58) ñëåäóåò, ÷òî
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0=
α∂

∂






∂
∂−=

α∂
∂

+
α∂

∂
∂
∂−

r

m

m
m

r

m
m

r

m

m

p

p

H
q

p
q

p

p

H
&& (Ï3.66)

äëÿ nr ,...,2,1= . Ðàâåíñòâà (Ï3.66) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ åñëè

m
m p

H
q

∂
∂=& , nm ,...2,1= , (Ï3.67)

èëè

( )
( ) 0

,...,,
,...,,

21

21 =
ααα∂

∂

n

nppp
. (3.68)

Åñëè áû áûëî ñïðàâåäëèâî (Ï3.68), òî ñóùåñòâîâàëè áû ôóíêöèî-

íàëüíûå ñâÿçè ìåæäó mp è íà÷àëüíûå èìïóëüñû íå ìîãëè áû èçìåíÿòüñÿ

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, è ìû â êà÷åñòâå âåðíîé âåðñèè âûáåðåì óñëî-
âèå (Ï3.67). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè ðàâåíñòâî (Ï3.64)

αα






∂
∂







∂
∂+





∂
∂−=

∂
∂







∂
∂+

∂
∂=

m

l

qlmml
l

m

q

p

p

H

q

H

q

S

q
q

tdt

dp
& . (Ï3.69)

 Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

αα






∂
∂







∂
∂+





∂
∂=





∂
∂

m

l

qlpmm q

p

p

H

q

H

q

H
, (Ï3.70)

ïîëó÷èì

pm

m

q

H

dt

dp






∂
∂−= . (Ï3.71)

Èíäåêñû p,q,α  â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèÿìè ïðèíÿòûìè â òåð-

ìîäèíàìèêå îçíà÷àþò, ÷òî ïðè âçÿòèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåí-
íûå, îáîçíà÷åííûå èíäåêñîì, ñîõðàíÿþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî mq  è mp , íàéäåííûå èç (Ï3.63)

è (Ï3.64), óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà.



291

Ïðèëîæåíèå IV
Äâèæåíèå ïî çàêîíàì Êåïëåðà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå Çåìëè (ðèñ. Ï1) âîêðóã Ñîëíöà ïî ýëëèïòè-

÷åñêîé îðáèòå. Ïóñòü Ñîëíöå íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ ýëëèïñà S .

Öåíòð ýëëèïñà O  ñîâìåñòèì ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, áîëüøóþ ïîëóîñü

aOP =  ñîâìåñòèì ñ îñüþ Ox , ìàëàÿ ïîëóîñü bOB =  ñîâïàä¸ò ñ îñüþ

Oy .

Óðàâíåíèå ýëëèïñà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

12

2

2

2

=+
b

y

a

x
(Ï4.1)

çàìåíèì ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Èç òî÷êè ( )yxM , , èçîáðà-

æàþùåé ïîëîæåíèå ïëàíåòû, îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð MN  íà îñü àáñ-

öèññ. Ïðîäîëæèâ ïåðïåíäèêóëÿð MN  äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ,

îïèñàííîé íà áîëüøîé îñè ýëëèïñà AP  êàê íà äèàìåòðå, ïîëó÷èì íå-

êîòîðóþ òî÷êó M ′ . Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó òî÷êàìè M  è M ′  ñóùåñòâó-

åò îäíîçíà÷íàÿ çàâèñèìîñòü. Ïîëîæåíèå òî÷êè M ′  îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ (ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèåé) óãëîì E , îòñ÷èòûâàåìûì îò áîëü-

øîé ïîëóîñè OP  äî ðàäèóñà  MO ′  â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïëàíåòû.
Òåïåðü óðàâíåíèå (4.1) ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîì

ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

Eax cos= , Eby sin= . (Ï4.2)

OP

OS
e =  - ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà, õàðàêòåðèçóþùèé åãî ôîðìó.

Î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

aeOS= , 21 eaOB −= . (Ï4.3)

Ââåä¸ì äîïîëíèòåëüíóþ ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíûõ îðáèòàëüíûõ

êîîðäèíàò ξηS , îñè êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñÿì ñèñòåìû êîîðäèíàò
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Oxy, à íà÷àëî íàõîäèòñÿ â ôîêóñå S . Òîãäà







−=η

−=ξ

.sin1

,cos
2 Eea

aeEa
(Ï4.4)

×åðåç r  è v  îáîçíà÷èì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ξ  è η . Óãîë v , îòñ÷èòûâàåìûé îò ðàäèóñ-âåêòîðà SP, íàïðàâëåííîãî

â ïåðèãåëèé P , íàçûâàåòñÿ èñòèííîé àíîìàëèåé ïëàíåòû. Â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñäåëàííûìè îïðåäåëåíèÿìè ìîæíî çàïèñàòü

vr cos=ξ , vr sin=η . (Ï4.5)

Ñðàâíèâàÿ (Ï4.5) ñ (Ï4.4), ïîëó÷èì ôîðìóëû

( ) 





−=
−=

,coscos

,sin1sin 2

eEavr

Eeavr
(Ï4.6)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðíûõ îðáèòàëüíûõ êîîðäèíàò ïî çàäàííûì E .

B

y

O N S x

M

P
E v

ξ

η

M ′

Ðèñ. Ï1.
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Âîçâîäÿ (Ï4.6) â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè, ïîëó-
÷èì

( )Eear cos1−= . (Ï4.7)

Âû÷èòàÿ  âòîðóþ ôîðìóëó (Ï4.6) èç (Ï4.7), ïîëó÷èì

( ) ( )( )Eeavr cos11cos1 −+=− , (Ï4.8)

à ñêëàäûâàÿ ýòè æå ñàìûå ôîðìóëû

( ) ( )( )Eeavr cos11cos1 +−=+ . (Ï4.9)

Ôîðìóëû (Ï4.8) è (Ï4.9) íåòðóäíî ïðèâåñòè ê âèäó

( )

( ) 








−=

+=

.
2

cos1
2

cos

,
2

sin1
2

sin

E
ea

v
r

E
ea

v
r

(Ï4.10)

Ïîñêîëüêó óãëû 
2
v

 è 
2
E

 íàõîäÿòñÿ âñåãäà â îäíîì è òîì æå êâàä-

ðàíòå, íåîïðåäåë¸ííîñòü çíàêà ïðè èçâëå÷åíèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ íå
âîçíèêàåò.

Èç ôîðìóë (Ï4.10) ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ óãëà 
2
v

21
1

2
E

tg
e

ev
tg

−
+= . (Ï4.11)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r  è èñòèííîé

àíîìàëèè ïëàíåòû v ïî çàäàííîé ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E ìû
ìîæåì âìåñòî (Ï4.6) èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (Ï4.10) èëè ñîâìåñòíî (Ï4.7)
è (Ï4.11).

Âûðàçèì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (Ï4.6)

e
a

vr
E += cos

cos (Ï4.12)

è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â (Ï4.7), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì
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( )
ve

ea
r

cos1
1 2

+
−= . (Ï4.13)

Ïîëàãàÿ ïàðàìåòð ýëëèïñà ( )21 eap −= , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ve

p
r

cos1+
= . (Ï4.14)

Óðàâíåíèå (Ï4.14) ÿâëÿåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì êîíè÷åñêèõ ñå÷å-

íèé. Ïðè 1=e îíî ïðåäñòàâëÿåò ïàðàáîëó, à ïðè 1>e  - âåòâü ãèïåðáî-

ëû, âîãíóòóþ ïî îòíîøåíèþ ê ôîêóñó S .

Ïðèëîæåíèå V
Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñêîðåíèé â îðòîãîíàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå

ââåä¸ì êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû γβα ,, . Òîãäà êâàäðàò ëèíåéíîãî

ýëåìåíòà ds â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä
222222 γ+β+α= dCdBdAds , (Ï5.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû C,B,A  ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êëàññà 1C  îò ïåðåìåí-

íûõ  γβα ,, . Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû òðè ãëàâíûõ

âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ.  Òàê, äëÿ òî÷êè 000 γβα ,,  ïåð-

âîå ãëàâíîå íàïðàâëåíèå ( α -íàïðàâëåíèå) çàäà¸òñÿ êàñàòåëüíîé ê êðè-

âîé 00 γ=γβ=β , , à α  âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ âîçðàñòàåò.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè åäèíè÷íîé ìàññû â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ γβα ,,

( )222222

2

1 γ+β+α= &&& CBAT . (Ï5.2)
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Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî 
2

2
2

dt

ds
v = .

Ïóñòü íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò ñèëà ñ

ñîñòàâëÿþùèìè Z,Y,X  ïî ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì, òîãäà ðàáîòà ýòîé
ñèëû íà âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè áóäåò

γ+β+α ZCdYBdXAd . (Ï5.3)

Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà äëÿ α -íàïðàâëåíèÿ ïðèìåò âèä

( ) XA
C

C
B

B
A

AA
dt

d =




 γ

α∂
∂+β

α∂
∂+α

α∂
∂−α 2222

&&&& . (Ï5.4)

Ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàñ-
ñû âäîëü α -íàïðàâëåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

( )













 γ

α∂
∂+β

α∂
∂+α

α∂
∂−α= 22221

&&&&
C

C
B

B
A

AA
dt

d

A
X , (Ï5.5)

èëè â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè:

.
C

C
B

B
A

A
A

CBA
AX






 γ

α∂
∂+β

α∂
∂+α

α∂
∂−

−




 γ

α∂
∂+β

α∂
∂+α

α∂
∂α+α=

2221

2

&&&

&&&&&&

              

(Ï5.6)

Ñîñòàâëÿþùèå óñêîðåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì β  è γ  âûðàæàþòñÿ

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Ïðèâåä¸ì âûðàæåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñ-

êèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

1. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû z,,r θ .

Êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä

22222 dzdrdrds +θ+= . (Ï5.7)

Ïîëàãàÿ 1=A , rB = , 1=C , r=α , θ=β , z=γ , ñ ïîìîùüþ
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ðàâåíñòâà (Ï5.6) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèÿ â
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ









θ+θ

θ−

.z

,rr

,rr

&&

&&&&

&&&

2

2

(Ï5.8)

2. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ϕθ,,r .

Êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä

2222222 ϕθ+θ+= dsinrdrdrds . (Ï5.9)

Ïîëàãàÿ 1=A , rB = , θ= sinrC , r=α , θ=β , ϕ=γ  è ó÷è-

òûâàÿ (Ï5.6), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèÿ â ñôå-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

( )

( ) 







ϕθθ+θ+ϕθ

ϕθθ−θ+θ

ϕθ+θ−

.cosrsinrsinr

,cossinrrr

,sinrr

&&&&&

&&&&&

&&&&

2

2 2

222

(5.10)


