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23.1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ E sd
s

=
q

� �
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîé ïîâåðõíîñòè s,

â ëþáîé òî÷êå êîòîðîé âåêòîð E ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå è íà-
ïðàâëåí ê íåé ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì �. Åñëè òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ñóùåñòâóåò è
îíà íàéäåíà, òî âåëè÷èíû Å è cos � ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà è

íàéòè èñêîìóþ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ êàê E �
q

� �scos
.

Òàêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæåì îïðåäåëèòü, åñëè ïîëå îáëàäàåò îäíèì èç òèïîâ ñèì-
ìåòðèè: ñôåðè÷åñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé ëèáî ïëîñêîé. Ïðè ñôåðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè ïîëÿ ïîâåðõíîñòü s ñóòü ñôåðà, è â ýòîì ñëó÷àå èìååì s � 4�r2, cos � � 1.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âåñüìà äëèííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, òàê ÷òî ïîâåðõíîñòüþ s ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ çàìêíóòàÿ
öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, íà ÷àñòè êîòîðîé (áîêîâîé) èìååì Å � const � D,
à íà äðóãîé åå ÷àñòè (òîðöåâîé) — cos � � 0.

Ñïîñîá ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîñòè H ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñíîâå âûðàæåíèÿ
H ld

l

� � i àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó âûøå: ïðè íàëè÷èè êðóãîâîé ñèììåòðèè

ïîëÿ âûáèðàåì òàêîé êðóãîâîé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, íà êîòîðîì èìååì H � const
è â òî÷êàõ êîòîðîãî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè H è dl èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

4. Âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè ìàã-
íèòíûé ïîòîê ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòèðóþùèé, îïðåäåëÿåìûé êàê ñóììà
âíåøíåãî (ñòîðîííåãî) ïîòîêà è ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ñîçäàâàåìîãî èíäóöèðóå-
ìûì ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì.

5. Ïðè äâèæåíèè ïðîâîäÿùåãî òåëà â ìàãíèòíîì ïîëå â íåì âîçíèêàåò ÝÄÑ èí-
äóêöèè. Åñëè, íàïðèìåð, â íåèçìåíÿþùåìñÿ ìàãíèòíîì ïîëå ïîñòîÿííûõ ìàãíè-
òîâ âðàùàòü ðàìêó èç ïðîâîäà, òî â íåé âîçíèêàåò ÝÄÑ.

9. Ïîä èíäóêöèåé B, âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà,
ñëåäóåò ïîíèìàòü ðåçóëüòèðóþùóþ èíäóêöèþ, îáóñëîâëåííóþ äåéñòâèåì ñòî-
ðîííåãî è èíäóöèðîâàííîãî ïîëåé: B � Bñòîð + Bèíä. Èìåííî èçìåíÿþùååñÿ âî
âðåìåíè ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå ñ èíäóêöèåé B ïðèâîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñî âòî-
ðûì óðàâíåíèåì Ìàêñâåëëà ê ïîÿâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîãî
òîêà. Ñîñòàâëÿþùàÿ Bèíä ïîëÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ïðîòåêàíèÿ èíäóöèðîâàí-
íîãî òîêà. Èíäóöèðîâàííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýëåêòðè-
÷åñêèõ òîêîâ. Â èäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ïðîòåêàþò òîêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ



è ïåðåíîñà, ìàãíèòíîå ïîëå êîòîðûõ ñîâìåñòíî ñî ñòîðîííèì ïîëåì îáðàçóþò
ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, èíäóêöèÿ êîòîðîãî âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà. Â ïðîâîäíèêàõ èñòî÷íèêàìè èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ ÿâëÿþò-
ñÿ òîêè ñìåùåíèÿ è ïðîâîäèìîñòè.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ èíäóöèðîâàííûì ïîëåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è íå ïðèíèìàòü âî

âíèìàíèå ñîñòàâëÿþùóþ –
�

�

Bèíä

t
, âõîäÿùóþ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà. Òàêîå äîïóùåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è àíàëèçà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îíî îïðàâäàííî, åñëè Bèíä HH Bñòîð.

10. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé �Ex/�y � �Ex/�z � 0 èìååì rot Å � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, òà-
êîå ïîëå — áåçâèõðåâîå.

16. Ïîëå âåêòîðà D ñîëåíîèäàëüíîå ïðè div D � 0, ò. å. ïðè îòñóòñòâèè â îáëàñòè
ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ. Åñëè ñðåäà îäíîðîäíà, òî � div E � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå
âåêòîðà E òàêæå ñîëåíîèäàëüíîå. Â íåîäíîðîäíîé ñðåäå èìååì div D � div �E �

� � div E + E grad � � 0 è div E � –
1

�
E grad �, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

div E � 0, ò. å. ïîëå âåêòîðà E íå ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì.

18. Âûðàæàÿ âåëè÷èíó div H èç ñîîòíîøåíèÿ div B � div �H � � div H + (grad �)
H � 0: div H � –(1/�) (grad �)H, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â îäíîðîäíîé â
ìàãíèòíîì îòíîøåíèè ñðåäå âûðàæåíèå div H � 0 ñïðàâåäëèâî, òîãäà êàê â íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå, êîãäà grad � � 0, îíî íåâåðíî.

19. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò, òàê êàê
ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ ( J � 0, H � Hx) èç óðàâíåíèÿ rot H � 0 ïîëó÷àåì:
�Hx/�y � 0, �Hx/�z � 0. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå div H � �Hx/�x � 0, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷å-
íèþ, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è H � const.

Ïðè J � 0 èìååì: �Hx/�y � –Jz, �Hx/�z � Jy è òàê êàê div H � �Hx/�x � 0, òî èìååì
H � H(y, z).

20. Âûðàæåíèÿ div div A, grad rot A, grad grad V, rot div A ñìûñëà íå èìåþò, òàê
êàê ôóíêöèÿ div A ñêàëÿðíàÿ, îïåðàöèè div è rot íàä êîòîðîé âûïîëíåíû áûòü
íå ìîãóò, à ôóíêöèè rot A, grad V — âåêòîðíûå, íàä êîòîðûìè íåëüçÿ âûïîëíèòü
îïåðàöèþ ãðàäèåíòà.

Òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ âûðàæåíèÿ rot grad V è div rot A.

21. Ýòè ïîíÿòèÿ òåðÿþò ñìûñë â òî÷êàõ, ãäå îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òîêà ëèáî çàðÿ-
äà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Èíîãäà ïðèíèìàþò äîïóùåíèå î òîì, ÷òî òîê òå-
÷åò ïî ïðîâîäó áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñå÷åíèÿ ëèáî ïî áåñêîíå÷íî òîíêîìó ëèñòó.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû êàê ñîñðåäî-
òî÷åííûå â áåñêîíå÷íî ìàëûõ îáúåìàõ, ðàñïðåäåëåííûå âäîëü áåñêîíå÷íî òîí-
êèõ ïðîâîäîâ ëèáî ðàñïðåäåëåííûå íà áåñêîíå÷íî òîíêèõ ëèñòàõ. Âî âñåõ ýòèõ
ñëó÷àÿõ èñòî÷íèê ðàçìåùåí â áåñêîíå÷íî ìàëîì îáúåìå, ïîýòîìó åãî îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé è ïîíÿòèÿ rot è div â òàêèõ òî÷êàõ íå îïðåäå-
ëåíû.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Èñêîìàÿ ïëîòíîñòü òîêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì J � rot H, â êîòîðîì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû rot H ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò: â âàðèàíòå ã èìååì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò J � k (�aH0 e �ax);

â âàðèàíòå æ èìååì â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò J � k
1

r r

�
�

(rH�) � 0.

2. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå
1
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�
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1

0
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r
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Jz � J0 ear (âàðèàíò å) èìååì H� �
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a
e ar +

J0

2a r
(1 – e ar).

3. Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå rot �H â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
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� � � �� �rot gradH H( ) ,

ïîëó÷àåì: f1 � �(x, y, z), f2 � (grad �)H.

5. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî rot grad V R 0, ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå
H1 � H2 + grad V, ãäå V � V(x, y, z) — íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

7. Âû÷èñëèâ ôóíêöèþ rot E, îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ rot E � 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì. Äëÿ âàðèàíòà æ, â ÷àñòíîñòè, èìååì
rot E � iJ L�� �E zy � – iEm c cos cz � 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå âåêòîðà Å — âèõðåâîå.

8. Ïîìåñòèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñåðåäèíå ïëàñòè-
íû. Ïðè äîïóùåíèè Bèíä HH Bm âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ïðèíèìàåò âèä
�

�

�

�

E

z

E

z
x z� � –Bm! cos! t. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé çàäà÷è èìååì

�

�

E

z
x � 0 (ïëàñòèíà áåñ-

êîíå÷íî äëèííàÿ, ïîëå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z è J Jy zHH (t < d), òàê ÷òî
ïëîòíîñòü òîêà Jz � Bm! , x cos! t èçìåíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïîïåðåê ïëàñòèíû

ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå òîêà i h x dx
hd

B t
d

m� �� J( ) cos
,

0

0 5 2

4

!,
!

ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ðàâíî 0,39 À.

9. Ïðèíèìàÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò B � Bz, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà
1

r r

�
�

(rE�) –
1

r

E r�

��
� –

�

�

B

t
z , ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè ïîëÿ îò óãëîâîé êî-

îðäèíàòû ïîëó÷àåì
1

r r

�
�

(rE�) � �
�
�
B

t
, îòêóäà íàõîäèì ïëîòíîñòü òîêà J(r) � ,E(r) �

� –0,5 ! , rBm cos!t � – 1,57�105 r cos 314 t À/ì2.
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10. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå � � � div E, çàïè-
ñûâàÿ âûðàæåíèå div E â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàí-
òà á ïîëó÷àåì � � � div j e�r � 0.

12. Ïðè ñîâïàäåíèè îñåé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ãëàâíûìè îñÿìè
àíèçîòðîïèè èìååì

J�L

�

�

�

�
xx

yy

zz

0 0

0 0

0 0

è D � i�xxEx + j�yyEy + k�zzEz, òàê ÷òî div D �
�
�x

(�xxEx) +
�
�y

(�yyEy) +
�
�z

(�zzEz) .

Ïðè íåñîâïàäåíèè îñåé êîîðäèíàò ñ ãëàâíûìè îñÿìè àíèçîòðîïèè èìååì

J�L

� � �

� � �

� � �

�
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

, D � i(�xxEx + �xyEy + �xzEz) + j(�yxEx + �yyEy + �yzEz) +

+ k(�zxEx + �zyEy + �zzEz) � iDx + jDy + kDz, div D �
�

�

D

x
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�

D

y

y
+
�
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D

z
z .

14. � � div �E � �0
�

�

E

x
x � �0 aE0.

15. Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå div E � �/�0 â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

è èíòåãðèðóÿ åãî, íàõîäèì
1
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z y�

�

�
��

�

�
�� +

� ��

�
�

�

�
�j

�

�

�

�

E

z

E

x
x z + k

�

�

�

�

E

x

E

y

y x�
�

�
��

�

�
�� .
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17. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ìîæåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé B � B(x, y, z), åñëè

div B � 0. Äëÿ âàðèàíòà â, íàïðèìåð, èìååì div B �
�

�

B

x
x +

�

�

B

z
z � a – c, òàê ÷òî ìàã-

íèòíàÿ èíäóêöèÿ ìîæåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé B � iax – kcz ïðè a � c.

18. Èç âûðàæåíèé div �� � 0, �� � ,E ñëåäóåò: div ,E � , div E + E grad , � 0, îòêóäà

ïîëó÷àåì div E � �
E grad ,

,
. Â îäíîðîäíîé ñðåäå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

div E � 0.

23.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Óðàâíåíèå div �� � 0 âûòåêàåò èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà rot H � �� â
ñèëó òîæäåñòâà div rot H R D. Ïîýòîìó îíî íå âõîäèò â ñèñòåìó óðàâíåíèé ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â ñèëó ýòîãî æå òîæäåñòâà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà rot E � �
�
�
B

t
ñëåäóåò

ðàâåíñòâî div
�
�
B

t
�
�
�t

div B � 0, îçíà÷àþùåå íåèçìåííîñòü âî âðåìåíè âåëè÷èíû

div B. Õîòÿ óðàâíåíèå div B � 0 è ñëåäóåò èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îäíà-
êî åãî íåëüçÿ èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê êàê

ïðè ðàññìîòðåíèè íå èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ïîëåé, êîãäà
�
�
B

t
� 0, èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ïðèíèìàþùåãî â ýòîì ñëó÷àå âèä rot E � 0, óæå íå âûòåêà-
åò óðàâíåíèÿ div B � 0, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íå ñóùåñòâóåò.

3. Òàê êàê âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ div �� � 0, òî â ñèëó
òîæäåñòâà div rot F � 0 åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �� � rot F è ðàññìàòðèâàòü
êàê èñòî÷íèê íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ F, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùåãî ñ ïî-
ëåì âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíå-
íèþ �� � rot H.

4. Â ñèñòåìó óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âõîäèò 16 ñêàëÿðíûõ ïåðåìåí-
íûõ: 5 âåêòîðíûõ, à èìåííî D, E, B, H, ��, è ñêàëÿðíàÿ — ïëîòíîñòü çàðÿäà. Â òî
æå âðåìÿ ÷èñëî ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò 17, òàê êàê ê 5 âåêòîðíûì
óðàâíåíèÿì, îáðàçóþùèì 15 ñêàëÿðíûõ, äîáàâëÿþòñÿ 2 ñêàëÿðíûõ: div B � 0 è
div D � �.

Íåçàâèñèìûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ 16 óðàâíåíèé, òàê êàê óðàâíåíèå div B � 0 â îá-
ùåì ñëó÷àå ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûòåêàåò èç âòîðîãî óðàâíå-
íèÿ Ìàêñâåëëà.
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5. Èç óðàâíåíèÿ rot H � �� ñëåäóåò âûðàæåíèå div �� � 0, êîòîðîå â ñèëó ñîîòíî-

øåíèÿ �� � ,E +
�
�
D

t
+ Jïåð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå –div

�
�
D

t
� div (,E + Jïåð) è, ó÷è-

òûâàÿ óðàâíåíèå div D � �, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå �
��
�t

� div (,E + Jïåð).

Åñëè, âûáðàâ îáúåì V, ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íåìó ôóíêöèè îáåèõ ÷àñòåé íàéäåí-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî � dV

V

� � q è div ïåð( ),E �� J dV
V

�

( ),E s�� J ïåð d
s

, ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå �
dq

dt
� ( ),E s�� J ïåð d

s

, ïîêàçûâàþùåå,

÷òî çàðÿä â îáúåìå ìîæåò óìåíüøàòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ïðîòåêàíèÿ òîêà èç îáúåìà
V ñêâîçü îãðàíè÷èâàþùóþ åãî ïîâåðõíîñòü.

6. Ïðè
�
�
D

t
� 0 è

�
�
B

t
� 0 ïîëó÷àåì rot H � ��, rot E � 0, div B � 0, div D � �, B � �H,

D � �E, �� � ,E + � v.

Åñëè ôóíêöèÿ ��(x, y, z) çàäàíà, òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóï-
ïû, ïåðåìåííûå â êîòîðûõ íå âçàèìîñâÿçàíû: rot H � ��, div B � 0, B � �H è
rot E � 0, div D � �, D � �E. Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé îïèñûâàåò íå èçìåíÿþùèå-
ñÿ âî âðåìåíè ìàãíèòíûå ïîëÿ, âòîðàÿ — íå èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè ýëåêòðè-
÷åñêèå ïîëÿ.

7. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ñëåäóåò ïðèìåíèòü îïåðàöèþ rot ê îáåèì ÷àñòÿì îäíîãî èç óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, ïîäñòàâëÿÿ äàëåå â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äðóãîå óðàâíåíèå Ìàê-
ñâåëëà. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå âàðèàíòà 1) óïðàæíåíèÿ.

Òàê êàê rot
1

�
rot E � –

�
�t

��, òî ïîëó÷àåì: rot
1

�
rot E � – ,

�
�
E

t
. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

rot
1

,
rot H � rot E è rot

1

,
rot H � –�

�
�
H

t
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå roti rot E � gradi div E – div grad Ei, ïîëó÷àåì ïðè � � const,
, � const â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

�

�

�

�

�

�
�,

�

�

2

2

2

2

2

2

E

x

E

y

E

z

E

t
i i i i� � � ,

�

�

�

�

�

�
�,

�

�

2

2

2

2

2

2

H

x

H

y

H

z

H

t
i x y zi i i i� � � �, , , .

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé, â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ñîñòàâëÿþùèõ Ex, Ey, Ez, êàê è äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ Hx, Hy, Hz, â îäíîðîä-
íîé ñðåäå îáðàçóþò ñèñòåìó íåñâÿçàííûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ìîæíî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí
Er, E� (êàê è äëÿ âåëè÷èí Hr, H�) âçàèìîñâÿçàíû.
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23.3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñðåä
ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Â ñèëó óñëîâèÿ Et1 � Et2 ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî E ld
l1

� � E ld
l2

� , ãäå êîíòóðû

l1, l2 èíòåãðèðîâàíèÿ, èìåþùèå îäèíàêîâóþ ôîðìó, âçÿòû íà îáåèõ ñòîðîíàõ ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôîðìà êîíòóðîâ ìîæåò
áûòü ïðèíÿòà ïðîèçâîëüíîé (â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò áûòü ñòÿíóòû â òî÷êó), ìî-

æåì, èñïîëüçóÿ çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè E ld
l

� � �
d

dt

	
, çàïèñàòü óñëî-

âèå Bn1 � Bn2. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Et1 � Et2 è Bn1 � Bn2 íå ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî èç óñëîâèÿ
Ht1 � Ht2 äëÿ ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûòåêàåò ðàâåíñòâî Dn1 � Dn2,
òàê ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

2. Â ñëó÷àå à) îíà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçíèêíîâåíèè òîíêîãî ñëîÿ ñâÿçàííûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä âñëåäñòâèå èõ ðàçëè÷íîé ïîëÿ-
ðèçîâàííîñòè.

Â ñëó÷àå á)ðàçëè÷íàÿ íàìàãíè÷åííîñòü M òåë âåäåò âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè
íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè
ê ñêà÷êó íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê êàê

Hn �
1

0�
(Bn – Mn).

4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïîëÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ñîõðàíÿþò ñâîé âèä è ïðè àíèçîòðîï-
íûõ ñðåäàõ. Îäíàêî óñëîâèÿ, âûðàæàþùèå ñêà÷êè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïîëÿ,
èçìåíÿþòñÿ.

Åñëè òåíçîðû (�1), (� 2 ) çàïèñàòü â âèäå

J�
� �

� �
�

� �

� �
>

>

A

A
1

1

1

2
2

2

) , ( ) ,� �nn nt

tn tt

nn nt

tn tt

òî èç óñëîâèÿ Dn1 � Dn2 ñëåäóåò âûðàæåíèå �nn1 En1 � �nn2 En2 – (�nt1 – �nt2)Et1, êîòî-

ðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà �nt1 � �nt2, ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå
E

E
n

n

nn

nn

1

2

2

1

�
�

�
.

6. Ïðè íàëè÷èè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà âûðàæåíèå
–Dn1
s1 + Dn2
s2 � 0 (ñì. § 24.6) ïðèíèìàåò âèä –Dn1
s1 + Dn2
s2 � 
q, ãäå 
q —
çàðÿä, îõâàòûâàåìûé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
s1 �

� 
s2 � 
s è




q

s
1  , èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì óñëîâèå –Dn1 + Dn2 �  ,

ñâÿçûâàþùåå íîðìàëüíûå ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà
ñìåùåíèÿ ïðè íàëè÷èè íà íåé ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ïëîòíîñòüþ  .
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7. Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå Ht1ab – Ht2cd 1 H ld
abcd

� (ðèñ. Ð23.1) ñëåäóåò ïðèðàâ-

íÿòü ïîëíîìó òîêó i, îõâà÷åííîìó êîíòóðîì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è ïðîòåêàþùåìó â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîì ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Òîãäà Ht1 – Ht2 �
i

ab
� j,

è, ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Ht íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ
íà ïîâåðõíîñòè ñ ðàçìåùåííûì íà íåé ñëîåì òîêà.
Ïðè �2 � . èìååì Ht2 � 0.

8. Â òî÷êàõ íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ñ ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè �1 è �2 óñëî-
âèå Bn1 � Bn2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �0 (Hn1 + Mn1) � �0 (Hn2 + Mn2), îòêóäà âûòå-
êàåò ñîîòíîøåíèå (Hn1 – Hn2) � (–Mn1 + Mn2). Íàìàãíè÷åííîñòü âîçäóõà ðàâíà
íóëþ (Mn1 � 0), òàê ÷òî ïîëó÷àåì: (Hn1 – Hn2) � Mn2, èëè n2 (H1 – H2) � n2 M.

11. Ïîëîæåíèå òî÷åê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà áóäåì îï-
ðåäåëÿòü çíà÷åíèåì óãëà � (ðèñ. Ð23.2). Â òî÷êå À èìå-
åì Eni � Ei sin � � 100 sin �, Eti � E cos � � 100 cos �. Â ñèëó
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â âîçäóõå

ïîëó÷àåì Ene �
�

�
i

e

Eni � 200 sin �, Ete � Eti � 100 cos �,

Dne � 200 �0 sin �, D-e � 100 �D cos �.

Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â âîçäóõå íàïðÿæåí-

íîñòü ïîëÿ Ee � �E Ene
2 2

-e � �10 42 2 2sin cos� � íå îñ-

òàåòñÿ ïîñòîÿííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì âáëèçè öè-
ëèíäðà.

12. Òàê êàê Ht1 � Hy1, Hn1 � Hx1, òî Hy2 � Hy1, Bx2 � Bx1 � �0Hx1. Ïðè ñîâïàäåíèè
ãëàâíûõ îñåé àíèçîòðîïèè ñ îñÿìè x, y èìååì

(�L �
�

�
x

y

0

0
è

B

B

H

H
x

y

x

y

x

y

2

2

2

2

0

0
�
�

�
,

îòêóäà Bx2 � �xHx2, By2 � �yHy2, Hx2 �
1

� x

Bx2 �
�

�
0

x

Hx1, By2 � �yHy1, B1 � i�0Hx1 +

+ j�0Hy1, òàê ÷òî B2 � i �0Hx1 + j �yHy1, H2 � i
�

�
0

x

Hx1 + jHy1.

Ïðè íåñîâïàäåíèè ãëàâíûõ îñåé àíèçîòðîïèè ñðåäû ñ îñÿìè x, y èìååì

J�L �
� �

� �
xx xy

yx yy

è
B

B

H

H
x

y

xx xy

yx yy

x

y

2

2

2

2

�
� �

� �
,

îòêóäà Bx2 � �xx Hx2 + �xy Hy2, By2 � �yx Hx2 + �xy Hy2. Îòñþäà íàõîäèì

292 Îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷

Ðèñ. Ð23.1

Ðèñ. Ð23.2



Hx2 �
1

� xx

Bx2 –
�

�
xy

xx

Hy2 �
�

�
0

xx

Hx1 –
�

�
xy

xx

Hy1, By2 � �yx
�

�
0

xx

Hx1 + �
�

�
�yy

xy

xx

yx�
�

�
��

�

�
��Hy1,

B1 � i �0Hx1 + j�0Hy1, B2 � i�0Hx1 + j �
�

�
�

�

�
�yx

xx

x yy

xy

xx

yx yH H0
1 1� � �

�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
� ,

H2 � i
�

�

�

�
0

1 1

xx

x

xy

xx

yH H�
�

�
��

�

�
�� + jHy1.

24.1. Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Óñëîâíî ïðèíÿòî, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íàïðàâëåíà â ñòîðîíó îò ïîëîæè-
òåëüíî çàðÿæåííûõ òåë, è ÷òî ïîòåíöèàë óáûâàåò â íàïðàâëåíèè ëèíèé íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ. Ýòèì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå E � –grad U.

9. Åñëè ïîëíûé çàðÿä ïðîâîäîâ ëèíèè ðàâåí íóëþ, òî ïîòåíöèàë â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íà áîëüøîì
óäàëåíèè îò ïðîâîäîâ îí ïðîïîðöèîíàëåí ôóíêöèè r –n, ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ïðî-
âîäîâ äî òî÷êè îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà, n — ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè æå ïîë-
íûé çàðÿä ïðîâîäîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ðàâíûì íóëþ ìîæíî ïðèíÿòü ïîòåíöèàë
òîëüêî íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ïðîâîäîâ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïðî-
ïîðöèîíàëåí ôóíêöèè ln r, êîòîðàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè r � ..

10. Åñëè ìûñëåííî óäàëèòü ïðîâîäÿùåå òåëî, ñîõðàíèâ óæå â îäíîðîäíîé ñðåäå
ñ ïðîíèöàåìîñòüþ � íà ïîâåðõíîñòè s òåëà çàðÿä, ðàñïðåäåëåííûé òàê æå, êàê îí
áûë ðàñïðåäåëåí íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåãî òåëà, òî ïîëå êàê âíóòðè s, òàê è
âíå åå ñîõðàíèòñÿ òåì æå. Âíóòðè s ïîëÿ íå áóäåò, à âíå åå îíî ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëèòñÿ çàðÿäîì ïëîòíîñòüþ  . Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå ïîòåíöèàëà ïî ïðèâåäåííîé
ôîðìóëå ñðåäó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíóþ.

11. Åñëè èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿòü òîëüêî ïî ïîâåðõíîñòè çàðÿæåííîãî òåëà,
òî ðåçóëüòàò áóäåò íåâåðíûì. Èíòåãðèðîâàíèå ñëåäóåò âûïîëíèòü òàêæå è ïî ïî-
âåðõíîñòè íåçàðÿæåííîãî òåëà, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî çíàòü ïëîòíîñòü  íàâå-
äåííîãî íà åãî ïîâåðõíîñòè çàðÿäà.

12. Åñëè ïîíèìàòü ïîä âåëè÷èíîé � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîãî çàðÿäà, òî íåëüçÿ, òàê
êàê ñðåäà íåîäíîðîäíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íåîáõîäèìî êðîìå ñâîáîäíî-
ãî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå è ñâÿçàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

3. Ïîëå âåêòîðà E ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

rot E � 0. Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàíòà ä èìååì rotx E �
�

�

E

y
z –

�

�

E

z

y � – b � 0, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîëå â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
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4. Ïîòåíöèàë ñâÿçàí ñ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîîòíîøåíèÿìè
U � �� E dxx + f1(y, z) + C � �� E dyy + f2(x, z) + C � – E dzz� + f3(x, y) + C. Ïðèìåíÿÿ

èõ äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàíòà ä óñëîâèÿ, íàõîäèì U � –E2y + f2(z) + C � –E3z + f3(y) + C,
îòêóäà U(x, y, z) � –E2 y – E3 z + C.

5. Ñîñòàâëÿþùèå Å1, Å2, Å3 íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-

âèÿì rotx E �
�

�

E

y
3 –

�

�

E

z
2 � 0, roty E �

�

�

E

z
1 –

�

�

E

x
3 � 0, rotz E �

�

�

E

x
2 –

�

�

E

y
1 � 0. Äëÿ âàðè-

àíòà â, â ÷àñòíîñòè, èìååì
�

�

E

y
3 � 0,

�

�

E

z
1 –

�

�

E

x
3 � 0,

�

�

E

y
1 � 0.

7. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó U �
1

4 2��
�p

r

cos
, îïðåäåëÿþùóþ ïîòåíöèàë ïîëÿ äèïîëÿ

ïðè r 00 d. Ïîëå çàðÿäîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Ð24.1, à, ýêâèâàëåíòíî íà áîëü-

øèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîëþ äâóõ äèïîëåé UA �
2

4 2

p

r

cos �

��
.

Ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿäîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Ð24.1, á è îáðàçóþùèõ êâàäðó-
ïîëü, ðàâåí

U
p

r r

p

r
r rA � �

�

�
��

�

�
�� F �

4 4
2

2
2

1

1
2 5 1

3
2��

� � �

��

cos cos cos
( 3).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r1 F r –
d

2
sin �, r2 F r +

d

2
sin �, íàõîäèì r r1

3
2
3� F 3r2 d sin �,

UA �
3 2

8 3

p

r

sin �

��
, Er �

9 2

8 4

p

r

sin �

��
, E� � �

3 2

4 4

p

r

cos �

��
.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
äâóõ äèïîëåé (ïðîïîðöèîíàëüíî r –2 èëè r –3) îïðåäåëÿåòñÿ èõ âçàèìíûì ðàñïî-
ëîæåíèåì.
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8. Ïîòåíöèàë íà îñè z (ðèñ. Ð24.2) ðàâåí U �
- �

��

�
R d

z R4 2 2
0

2

�
� �

-

�

R

z R2 2 2�
, à íà-

ïðÿæåííîñòü ïîëÿ Er � 0, E� � 0, Ez � –
�
�
U

z
�

-

�

Rz

z R2 2 2 3 2( )�
.

9. Ïëàñòèíó ðàññìàòðèâàåì êàê ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïîëîñîê

øèðèíîé dx0 êàæäàÿ, ïîòåíöèàë ïîëÿ êîòîðûõ (ðèñ. Ð24.3) ðàâåí dU � � K
 

��

dx 0

2

Kln ( )x x y� �0
2 2 . Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäåëàõ èçìåíåíèÿ õ0 îò

–à äî + à, íàõîäèì

U x y x
x a y

x a y
a x a y( , ) ln

( )

( )
ln{[( ) ][� �

� �

� �
� � �

 
��4

2 2

2 2

2 2 ( ) ]}x a y� � �
X
Y
Z

2 2

� �
� �

6
7
9

4 2
2

2 2 2
a y

ay

y x a
arctg .

10. Îáîçíà÷èâ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîð-
äèíàòû òî÷êè À, â êîòîðîé îïðåäåëÿåì ïîòåíöèàë, êàê
r, �, à êîîðäèíàòû n-é íèòè êàê rn � R, �n � (�/N)K
K(2n � 1) (ðèñ. Ð24.4), ìîæåì íàïèñàòü ïîòåíöèàë
ïîëÿ n-é çàðÿæåííîé íèòè â âèäå

U r R rRn
n

n� � � � �
-

��
� �

4
22 2ln[ cos( )].

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íàëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì â ñëó÷àå îä-
íîèìåííûõ çàðÿäîâ íèòåé

U r R rR n

N

� � � �[-
��

� �
4

22 2ln [ cos( )]

è ïðè ðàçíîèìåííûõ çàðÿäàõ íèòåé
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U r R rRn
n

n

N

� � � � �
�
2-

��
� �

4
1 22 2

1

( ) ln[ cos( )]

èëè

U

r R rR

r R rR

n

n�

� � �

� �
�
[

-
��

� �

4

2

2

2 2

2 4

2 2
ln

[ cos( )]

[ cos(

, ,�

� ��
�
[ n

n

)]
.

, ,1 3 �

Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ èìåþò âèä ïðè îäíîèìåííûõ çà-
ðÿäàõ

E
U

r

r R

r R rR
r

n n n

n
n
� � � �

� �

� � �

�

�

-

��

� �

� �2 22 2

cos( )

cos( )
,

E
U

r

rR

r R rRn

n n n

n

�

�

��

-

��

� �

� �
� � � �

�

� � �2 22 2

sin( )

cos( )
,

E
r R

r R rR
r

n n

nn

N

�
� �

� � ��
2-

��

� �

� �2 22 2
1

cos( )

cos( )
, E

rR

r R rR

n n

nn

N

�

-

��

� �

� �
�

�

� � ��
2

2 22 2
1

sin( )

cos( )

è ïðè ðàçíîèìåííûõ çàðÿäàõ íèòåé.

E
r R

r R rR
r

n n

nn

N

� � �
� �

� � ��
2-

��

� �

� �2
1

22 2
1

( )
cos( )

cos( )
,

E
rR

r R rR

n n

nn

N

�
-
��

� �

� �
� � �

�

� � ��
2

2
1

22 2
1

( )
sin( )

cos( )
.

11. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó U �
dq

r4��
äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, íàõîäèì

U
dz

z r

r l l

r l ll

l

�
�

�
� �

� ��

�

�
-

��

-
��4 4

2 2

2 22 2
2

2 2 2

2 2
ln

( )

( )
,

ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû íèòè äî òî÷êè ðàñ÷åòà ïî-
òåíöèàëà, z — êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñåðåäèíû
íèòè äî îòðåçêà dz (ðèñ. Ð24.5).

Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ðàâíû

Er �
-

��

l

r r l4 22 2� ( )
, E� � 0.

24.2. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Èìåþò ñìûñë âûðàæåíèÿ: div grad U, grad div grad U.

4. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñëåäóåò çàäàòü
êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ è íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü. Åñëè îíè îäíîðîäíûå (U | S � 0),
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òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ U � 0. Â îáùåì ñëó÷àå èìååì
U(x, y, z) � 0.

5. Òàêîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, òàê êàê îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çà-
ðÿäà íà ïîâåðõíîñòè òåëà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è óðàâíåíèå Ïóàññîíà â
ýòèõ òî÷êàõ çàïèñàíî áûòü íå ìîæåò.

6. Ïîòåíöèàë — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëèñü áû
òî÷êè ñ íåîïðåäåëåííîé íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðîèçâîäíûå
ïîòåíöèàëà ìîãóò èìåòü ðàçðûâû, òàê êàê íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåí-

íîñòè ïîëÿ En � �
�
�
U

n
èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì êàê íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñ ðàç-

ëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òàê è íà çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè â îä-
íîðîäíîé ñðåäå.

7. Ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí âíóòðè ïîâåðõíîñòè è â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ âíå åå.

10. Ðàñ÷åò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîäëåæàùåå ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñàíî îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ïî-
òåíöèàëà), à íå âåêòîðíîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åãî ñëåäóåò ðåøàòü äëÿ êàæäîé èç
ïðîåêöèé âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà îñè êîîðäèíàò.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè ÷àñòî çàäàíû ïîòåíöèàëû òåë, ÷òî äàåò âîç-
ìîæíîñòü çàïèñàòü êðàåâûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ òåë â ôîðìå U � const,
óäîáíîé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà.

11. Ôóíêöèÿ
�
�
U

n
ñâÿçàíà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè

ïðîâîäÿùåãî òåëà ñîîòíîøåíèåì  � – �
�
�
U

n
. Ïîýòîìó, åñëè òåëî íå çàðÿæåíî, òî

ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå �
�
�
U

n
ds

s

� � 0, à ïðè q � 0, êîãäà òåëî çàðÿæåíî, — óñëîâèå

–�
�
�
U

n
ds

s

� � q.

12. Ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ ïîòåíöè-

àë ìîæíî ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà U �
1

4��
 ds

r
s

� , ãäå

s — ïîâåðõíîñòü çàðÿæåííûõ ïðîâîäíèêîâ. Ïðè çàäàííûõ ïîòåíöèàëàõ ïðîâîä-
íèêîâ íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ïîýòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå ïðîùå.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. Ïðèìåì óêàçàííîå íà ðèñ. Ð24.6 íàïðàâëåíèå îñåé êî-
îðäèíàò. Ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âäîëü êîîðäèíà-

òû ó, òàê ÷òî óðàâíåíèå Ëàïëàñà ïðèíèìàåò âèä
d U

dy

2

2
� 0.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì U(y) � C1y + C2. Ïîñòî-
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ÿííûå Ñ1, Ñ2 îïðåäåëÿåì èç óñëîâèé: U � –U0 ïðè y � 0, U � U0 ïðè y � d: –U0 � C2,
U0 � C1d – U0.

Òàêèì îáðàçîì, U(y) � d–1 2U0 y – U0.

Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó îáêëàäêàìè öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà ïîòåíöèàë

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
1

r

d

dr
r

dU

dr

�

�
�

�

�
� � 0, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä U(r) �

� C1 ln r + C2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ U � –U0 ïðè r � R è U � U0 ïðè r � R + d, çàïèñû-
âàåì óðàâíåíèÿ –U0 � C1 ln R + C2, U0 � C1 ln (R + d) + C2, ðåøàÿ êîòîðûå, íàõî-
äèì ïîñòîÿííûå Ñ1, Ñ2:

C U
R d

R
C U

R d R

R d R
1 0

1
2 02�

�
� �

� �
� �

�ln ,
ln( ) ln

ln( ) ln
.

Èñêîìûé ïîòåíöèàë

U r
U

R d R
r U

R d R

R d R
( )

ln( ) ln
ln

ln( ) ln

ln( ) ln
.�

� �
�

� �
� �

2 0
0

2. Ïîòåíöèàë ìåæäó ýëåêòðîäàìè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
d U

dy

2

2
0

� �
�
�

,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ U(y) � �
�
�2

y2 + C1y + C2. Èñ-

ïîëüçóÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

C2 � 0, C1 �
1

d
(U0 +

�
�2 0

d2), U(y) � �
�
�2 0

y2 +
1

d
(U0 +

�
�2 0

d2)y.

3. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êàòîäîì è àíîäîì ðàçáèâàåì íà äâå îáëàñòè: â ïåðâîé èç
íèõ, ãäå Rê B r B R0, èìååì � � 0, âî âòîðîé, ãäå R0 B r B Ra, èìååì � � 0. Â ýòèõ îá-
ëàñòÿõ ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

1 1
01

0
1 2

r

d

dr
r

dU

dr r

d

dr
r

dU

dr

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� ��� �, ,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì

U1(r) � –(4�0)
–1�r2 + C1 ln r + C2, U2(r) � D1 ln r + D2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ C1, C2, D1, D2 èñïîëüçóåì êðàåâûå óñëîâèÿ U1 � 0

ïðè r � Rê, U2 � U0 ïðè r � Ra, à òàêæå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ U1 � U2 è
�

�

�

�

U

r

U

r
1 2�

ïðè r � R0 :

–(4�0)
–1� + C1 ln Rê + C2 � 0, D1 ln Ra + D2 � U0,

–(4�0)
–1� + C1 ln R0 + C2 � D1 ln R0 + D2, –(2�0)

–1�R0 + C1 � D1.
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5. Â îáëàñòè 1, ãäå 0 < x < d, ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
d U

dx

2

2
�

� –� �0
1� , à â îáëàñòè 2, ãäå d < x < 2d, — óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

d U

dx

2

2
� 0. Ïðè èõ èí-

òåãðèðîâàíèè ðåøåíèå â êàæäîé èç îáëàñòåé ñîäåðæèò ïî äâå ïîñòîÿííûå:

U1(x) � f(x) + C1 x + C2, U2(x) � C3 x + C4.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè õ � 0 ïîòåíöèàë U1(0) � 0, ïîëó÷àåì C2 � 0.
Ïðè îïðåäåëåíèè ïîñòîÿííûõ C1, C3, C4 íà÷àëî êîîðäèíàò
äëÿ îáëàñòè 2 öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü íà ãðàíèöå îáëàñòåé
(ðèñ. Ð24.7), ò. å. â òî÷êå 02, à äëÿ îáëàñòè 1 — â òî÷êå 01.

Óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîñòîÿííûå, çàïèñûâàåì, èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è åãî ïðîèçâîäíîé
â òî÷êàõ ãðàíèöû îáëàñòåé ïðè x1 � d, x2 � 0, à òàêæå êðàå-
âîå óñëîâèå U2 � 0 ïðè x2 � d: C3 d + C4 � 0, f(d) + C1 d � C4,
'�fx d + C1 � C3.

Ðåøàÿ èõ, íàõîäèì:

C1 � –0,5 d–1[f(d) + d 'f (d)], C3 � 0,5 d�1 [d 'f (d) – f(d)], C4 � –C3 d.

Äëÿ çàïèñè âûðàæåíèé U1(x) è U2(x) ñëåäóåò ðàññ÷èòàòü ôóíêöèè

' � � � �f x x dx( ) ( )� �0
1 , f(x) � ����( )x dx dx,

èõ çíà÷åíèÿ ïðè õ � d, ïîñòîÿííûå C1, C3, C4. Íàïðèìåð, ïðè �(x) � �0ax ïîëó÷àåì

'f (x) � –(2�D)
–1�0 ax 2, f(x) � –(6�0)

–1�0 ax 3,

'f (d) � –(2�0)
–1�0 ad 2, f(d) � –(6�0)

–1�0 ad 3.

6. Ïëîòíîñòü çàðÿäà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ � � – 2�0 div grad U.
Ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, äëÿ âàðèàíòà â � � –4a�0.

9. Òàê êàê íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
U � Um sin k�, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå îí ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå U(r, �) � U(r) sin k�, ò. å. îí ïåðèîäè÷åí ïî óãëó �. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ U(r, �) â óðàâíåíèå Ëàïëàñà
1 1

2

2

2r r
r

U

r r

U�
�

�
�

�

��

�

�
�

�

�
� �

�

�
��

�

�
�� � 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû U(r):
1

r

d

d r
r

dU r

d r

( )�

�
�

�

�
� –

k

r

2

2
U(r) � 0, êîòîðîå èìååò ðåøå-

íèåì ôóíêöèþ U(r) � C1 r k + C2 r –k, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ åãî íåïîñðåäñòâåííîé
ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå.

Íà îñè z (r � 0) ïîòåíöèàë èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, îäíàêî ðåøå-
íèå U(r) ïðè ëþáîì íå ðàâíîì íóëþ çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C2 îáðàùàåòñÿ â áåñ-
êîíå÷íîñòü, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî C2 � 0, è, òàêèì îáðàçîì, âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ïîëó÷àåì Ui(r, �) � C1r

k sin k�. Ïîñòîÿííóþ C1 îïðåäå-
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ëÿåì ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ U(R, �) � Um sin k�: C1 � UmR�k. Ïîýòîìó èñêîìîå ðåøå-

íèå ïðè r B R çàïèñûâàåì â âèäå Ui (r, �) � Um
r

R

k�

�
�

�

�
� sin k�.

Ïðè r �V. ïîëó÷àåì U � 0, òàê êàê ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè r � R â ñèëó çàäàí-
íîé çàâèñèìîñòè U(R, �) � Um sin k� ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé. Ïî-
ýòîìó âî âíåøíåé îáëàñòè (r N R) ðåøåíèå ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå U1(r, �) �
� C2 r –k sin k�, òàê êàê òîëüêî ïðè C1 � 0 èìååì U(r, �) � 0 ïðè r � .. Ïîñòî-
ÿííóþ C2 îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ U(R, �) � Um sin k� � C2R

–k sin k�: C2 � UmR k.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè r > R ïîëó÷àåì Ue(r, �) � Um
R

r

k�

�
�

�

�
� sin k�.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà ïîëÿ âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè r B R ðàñ-

ñ÷èòàåì E � E Er
2 2� � : Er � �

�
�
U

r
� � �

�
�

�

�
�

�
U

R
k

r

R
m

k 1

sin k�, E� � �
�

�
�

�

�
�

�
U

R
k

r

R
m

k 1

cos k�,

E �
U

R

r

R
k k km

k
�

�
�

�

�
� �

�1
2 2sin cos� � �

U

R

r

R
km

k
�

�
�

�

�
�

�1

.

Ïðè k � 1 ïîëó÷àåì E �
U

R
m è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîëå ïðè

r H R îäíîðîäíî (E Er � �� tg ).

10. Â êàêîé áû ñèñòåìå êîîðäèíàò íè áûëè çàïèñàíû óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èëè
Ïóàññîíà, ïðè èõ èíòåãðèðîâàíèè ïîÿâëÿþòñÿ äâå ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ
ïîñòîÿííûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ è âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà åãî ñëå-
äóåò ïðèðàâíÿòü ê çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà ïîâåðõíîñòÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îá-
ëàñòü ðàñ÷åòà. ×åì ïðîùå óäàåòñÿ çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, òåì ëåã÷å
íàéòè ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáèðàþò òàê, ÷òîáû ãðàíè÷íûå
ïîâåðõíîñòè áûëè êîîðäèíàòíûìè â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â öèëèíä-
ðè÷åñêîì êîíäåíñàòîðå, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ îáêëàäîê èìåþò â ïîëÿðíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò âèä R1 � const, R2 � const, òîãäà êàê â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå îíè
ñëîæíåå: x2 + y2 � R1

2 , x2 + y2 � R2
2 . Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ýòîì ñëó÷àå ëó÷-

øå çàïèñàòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

12. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ïîëîñòè òåëà ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè
U � U0 � const íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òåëà. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ U � U0, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â ïîëîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü.

13. Íàâåäåííûå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà çàðÿäû äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû
ñîçäàâàåìîå èìè ïîëå âíóòðè öèëèíäðà áûëî îäíîðîäíûì è íàïðàâëåííûì íà-
âñòðå÷ó ïîëþ íàïðÿæåííîñòüþ E0. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ðåçóëüòèðóþ-
ùåãî ïîëÿ âíóòðè öèëèíäðà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ òîãî ÷òîáû âíóòðè öèëèíä-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïîëå áûëî îäíîðîäíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîòåíöèàë
íà íåé èçìåíÿëñÿ ïî çàêîíó (ñì. óïð. 9) U(R, �) � Um sin �. Òàê êàê ïðè ýòîì
Ei � R–1Um, òî èç óñëîâèÿ E0 – Ei� E0 – R–1Um � 0 íàõîäèì Um � –E0 R. Íîðìàëüíàÿ
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ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âíå öèëèíäðà ðàâíà Er (R) �
� E0r – R–1Um sin �. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî E0r � E0 sin �, ïîëó÷àåì Er (R) � E0 sin � +
+ E0 sin � � 2E0 sin � è  � �0Er � 2�0 E0 sin � � 1,77�10–9 sin � Êë/ì2.

14. Òàê êàê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
îòñóòñòâóåò, òî â ïðîâîäÿùåé ïëàñòèíå Å � 0, à åå ïîòåíöè-
àë ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå U2. Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
d U

dy

2

2
� 0 â îáëàñòÿõ 1, 3 (ðèñ. Ð24.8)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå U1 (y) � C1 y+C2, U3 (y) � C3 y + C4.

Èñïîëüçóÿ çàäàííûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ U � 0, U � U0, à òàêæå óñëîâèå ïîñòîÿí-
ñòâà ïîòåíöèàëà U2 ïëàñòèíû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ: 0 � C2, U2 � C1 d2 + C2, U2 � C4,
U0 � C3 (d – d1 – d2) + C4. ×èñëî íåèçâåñòíûõ (C1, C2, C3, C4, U2) ïðåâûøàåò ÷èñëî
óðàâíåíèé, â ñâÿçè ñ ÷åì òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü åùå îäíî óñëîâèå, êîòîðûì ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ çàðÿäà ïëàñòèíû, îçíà÷àþùåå â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé Ãàóññà ðàâåíñòâî íóëþ ïîòîêà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ñêâîçü îõâàòûâàþùóþ ïëàñòèíó ïîâåðõíîñòü. Âñëåäñòâèå íåèçìåííîñòè
ïîëÿ ïî îñÿì, ïàðàëëåëüíûì îáêëàäêàì è ïîâåðõíîñòÿì ïëàñòèíû, ýòî óñëîâèå
îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñ îáåèõ ñòîðîí ïëàñòèíû: –C1 � –C3. Ðå-

øàÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì: C1 � C3 �
U

d d
0

1�
, C4 �

U d

d d
0 2

1�
, U1(y) �

U

d d
0

1�
y, E1 � –

U

d d
0

1�
,

U3 (y) �
U

d d
0

1�
y +

U d

d d
0 2

1�
, E3 � –

U

d d
0

1�
, U2 (y) �

U d

d d
0 2

1�
, E2 � 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â îáëàñòÿõ 1, 3 èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå
íåçàâèñèìî îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ ïëàñòèíû.

15. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò ðåøàòü óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

1

r

d

dr
r

dU

dr

�

�
�

�

�
� � 0: U1(r) � C1 ln r + C2, U2 � const, U3(r) � C3 ln r + C4.

Óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ïîñòîÿííûå è ïîòåíöèàë U2, èìåþò âèä:

0 � C1 ln R1 + C2, U2 � C1 ln (R1 + d2) + C2,

U2 � C3 ln (R1 + d1 + d2) + C4, U0 � C3 ln R2 + C4.

Óñëîâèå ðàâåíñòâà âõîäÿùåãî â ïðîâîäÿùèé öèëèíäð è âûõîäÿùåãî èç íåãî ïî-
òîêà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíå-

íèå 2� (R1 + d2)
C

R d
1

1 2�
� 2� (R1 + d1 + d2)

C

R d d
3

1 1 2� �
, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñîîò-

íîøåíèå C1 � C3 . Ðåøèâ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ C1…C4, ïîëó÷àåì
âåëè÷èíû
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U r
U r

R d R R R d d

R

R

1
0

1 2 2 1 1 1 2
1

1

( )
ln

ln{( ) [ ( )] }

ln

ln{

�
� � �

�

�

�

2 1 2 1 1 1 2
1( )[ ( )] }

,
R d R R d d� � � �

E r
U

r R d R R R d d
1

0

1 2 2 1 1 1 2
1

( )
ln{( ) [ ( )] }

.�
�

� � � �

16. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå D � �E, ñïðàâåäëèâîå â äèýëåêòðèêå, ïðîíèöàåìîñòü
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò, çàïèñûâàåì âûðàæåíèå div �E � �, èëè
div � grad U � –�. Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
âèä

�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
x

U

x y

U

y z

U

z

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � � .

Óðàâíåíèå div � gradU � –� èìååò ñìûñë íå ïðè ëþáîé ôóíêöèè �(x, y, z). Åñëè

îíà ðàçðûâíà, òî â òî÷êàõ ðàçðûâà ïðîèçâîäíûå
��
�x

,
��
�y

,
��
�z

íå ñóùåñòâóþò è äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ýòèõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàòüñÿ íå ìîæåò. Ê òàêèì òî÷-
êàì îòíîñÿòñÿ òî÷êè ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà îäíîðîäíûõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè
ñâîéñòâàìè.

24.3. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå

ÂÎÏÐÎÑÛ

6. Óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ôóíêöèè ñîâïàäàþò, åñëè îíè èìåþò
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Îäíàêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïî-
òåíöèàëà è ôóíêöèè ïîòîêà ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ïîâåðõíîñòè çà-
äàíî óñëîâèå U � const, òî â îáùåì ñëó÷àå íà íåé V � const, è íàîáîðîò, åñëè ëè-
íèÿ ãðàíèöû îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ãäå V � const, òî íà
íåé U � const.

7. Íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ îáû÷íî çàäàí ïîòåíöèàë ëèáî åãî íîðìàëüíàÿ
ê íèì ïðîèçâîäíàÿ, à íå ôóíêöèÿ ïîòîêà, êîòîðàÿ ñàìà ïîäëåæèò ðàñ÷åòó. Íà
ãðàíèöàõ îáëàñòè ôóíêöèÿ ïîòîêà, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíà. Êðîìå òîãî, ïîòåí-
öèàë, â îòëè÷èå îò ôóíêöèè ïîòîêà, ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ àíàëèçà íå òîëüêî
äâóõìåðíûõ, íî è òðåõìåðíûõ ïîëåé.

24.4. Ìåòîä êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Ôóíêöèþ ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå ( � : + j#, âûäåëèâ åå äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè. Óðàâíåíèå # � #(x, y) îïðåäåëÿåò ëèíèþ, íà êîòîðîé ïîòåíöèàë
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
ëèíèè, îïðåäåëÿþùåé êîíòóð ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, #(x, y) � const.
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3. Ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ðàâíà  � �0En � ��
�
�0

U

n
. Òàê êàê

íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà En � E(E- � 0), òî  � �0E � �
(

0

d

dz
<

5. Ïîëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, òîãäà êàê
äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî óäîâëåòâîðÿþò åìó, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò îïèñûâàòü
ïîëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

12. Ïðè êîíôîðìíîì (ò. å. ñîõðàíÿþùåì óãëû ìåæäó êðèâûìè) îòîáðàæåíèè
îáëàñòè ïëîñêîñòè z â îáëàñòü ïëîñêîñòè ( ôóíêöèåé ( � f (z) ìîãóò èçìåíÿòüñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåë, íî íå èõ çàðÿäû è ïîòåíöèàëû. Ïîýòîìó åì-
êîñòü òåë ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé.

15. Ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì, òàê êàê çàðÿä ïðîâîäà íå ìåíÿåòñÿ.

16. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè èçìåíÿ-
åòñÿ, òî è ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäîâ, íàéäåííàÿ â îáëàñòè (, áóäåò îòëè÷àòü-
ñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé ñèëû âî ñòîëüêî æå ðàç, âî ñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ íàïðÿ-
æåííîñòè Ez è E( ïîëÿ â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäîâ.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. Â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå âåëè÷èíû Ex, Ey íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò õ,

ó. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè Ex � � �
�
�

�
�

U

x

V

y
, Ey � � � �

�
�

�
�

U

y

V

x
, ìîæåì çà-

ïèñàòü: U � – Ex x – Ey y + U0, V � – Ey x + Ex y + V0, òàê ÷òî êîìïëåêñíûé ïîòåíöè-
àë ïîëÿ ( � V + jU � (–Ey x + Ex y) + j (–Ex x – Ey y) + V0 + jU0.

4. Çàïèñàòü åäèíîå âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà âî âñåé îáëàñòè,
ñîäåðæàùåé íåñêîëüêî îäíîðîäíûõ ñðåä, ñëîæíî ââèäó íåîáõîäèìîñòè íàõîæ-
äåíèÿ òàêîé ôóíêöèè ((z), êîòîðàÿ èìåëà áû íåïðåðûâíóþ ìíèìóþ ÷àñòü è ðàç-
ðûâíóþ åå ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä. Ïîäáîð íå-
ñêîëüêèõ ôóíêöèé ((z), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàëà áû ïîëå â ïîäîáëàñòÿõ,
ñîäåðæàùèõ îäíîðîäíûå ñðåäû, ñëîæåí, òàê êàê ýòè ôóíêöèè äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì âèäà Ui � Ui+1, �i
�
�
U

n i

�

�
�

�

�
� � �i+1

�
�
U

n i

�

�
�

�

�
�
�1

, à íå óñëîâèÿì

âèäà U � f1(x, y) ëèáî V � f2(x, y), ãäå f1(x, y) è f2(x, y) — çàäàííûå ôóíêöèè.

6. Èñêîìûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë çàïèøåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä íàëîæåíèÿ,

â âèäå ( � (1 + (2, ãäå (1 � �
-
��2

j ln z + C — êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë óåäèíåííîãî

çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, à (2 � Az + B — êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë
îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âûáîð âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñ-

íîãî ïîòåíöèàëà ( � �
-
��2

j ln z + Az + C ïîñòîÿííûõ À, Ñ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå

ëèíèé V � 0 è U � 0.
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7. Ðàñïîëîæèì ïðîâîäà íà îñè õ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè 0,5d ïî îáå ñòîðîíû
îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íàëîæåíèÿ, íàõîäèì

a) ((z) � �
-
��2

ln z
d2

2

4
�

�

�
��

�

�
�� + C è á) ((z) � �

-
��2

ln
z d

z d

�
�

0 5

0 5

,

,
+ C.

8. Ïóñòü ïðîâîäà èìåþò êîîðäèíàòû zn � Re
j
N

n
2�

, n � 0, 1, 2, ..., N – 1, N — ÷èñëî
ïðîâîäîâ. Òîãäà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ìîæíî ðàññ÷è-

òàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ ((z) � � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

2-
��

�

2

2

0

1

j z
j
N

n

n

N

ln Re + C.

9. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç ïðîâîäîâ ñ çàðÿäîì, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîãî
- > 0, èìååò êîîðäèíàòó x � R. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë N ïðîâîäîâ ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè çàðÿäàìè ðàâåí (1(z) � � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

2-
��

�

2

2

0

1

j z
j
N

n

n

N

ln Re + C1, à ñ îòðèöàòåëüíû-

ìè çàðÿäàìè — (2(z) �
-
��

� �

2

2

0

1

j z
j

N N
n

n

N

ln �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
��

�

�

2 Re + C2. Â èòîãå ïîëó÷àåì

((z) � �
�

�
�

�

�
�

�

�
���

�

2-
��

�

� �2

2

2
0

1

j
z

z

j
N

n

j
N N

nn

N

ln
Re

Re

+ C.

10. Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ñîãëàñíî âàðèàíòó à êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë
ðàâåí

( � –
-
��2

j ln (z – jh) +
-
��2

j ln (z + jh) + C,

Ex �
-
��2

1 1
2 2 2 2

x
x y h x y h� �

�
� �

�

�
�

�

�
�

( ) ( )
,

Ey �
-
��2 2 2 2 2

y h

x y h

y h

x y h

�

� �
�

�

� �

�

�
�

�

�
�

( ) ( )
.

Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ñîãëàñíî âàðèàíòó á íàõîäèì

( � �
-
��2

j ln (z – d) + +
-
��2

j ln (z + d) + C,

Ex �
-
��2 2 2 2 2

x d

x d y

x d

x d y

�

� �
�

�

� �

�

�
�

�

�
�

( ) ( )
,

Ey �
-
��2

1 1
2 2 2 2

y
x d y x d y( ) ( )� �

�
� �

�

�
�

�

�
� .
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11. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ïðîâîäà â ïëîñêîñòè ! ðàâíî

R R
d

dz z z

!

!
� �

� 0

R
�
�

� �r0
1( ) � .

Ïðè � � � 2 îí, â ÷àñòíîñòè, âîçðàñòàåò â 2r0 ðàç.

Áëèæàéøàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êà ïðîâîäà èìååò â ïëîñêîñòè ! êîîðäèíàòó
( )r R e j

0
0� � � � � �, à íàèáîëåå óäàëåííàÿ ( )r R e j

0
0� � � � � �, òàê ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò íèõ

äî îñè ïðîâîäà ñîñòàâëÿþò r r r R1 0 0� � �� � � �( ) , r2 � � �( )r R r0 0
� � � �.

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ðàâíà


R R r R r r r R1 1 0
1

0 0� � � � � ��
!

� � � � � ��
�

( ) ( ) ,


R R r R r r r R2 2 0
1

0 0� � � � � ��
!

� � � � � ��
�

( ) ( ) .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè � � � 2 îíà ðàâíà |
R1 | � G 
R2 | � R2.

24.5. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

2. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ìåíü-
øåãî ðàäèóñà R1 áóäåò â òî÷êå A1. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà áîëüøåãî ðàäèóñà — â òî÷êå A2. Íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ — â òî÷êàõ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ öèëèíäðîâ. Çà-
ìåíèì öèëèíäðû ëèíåéíûìè ïðîâîäàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ ýëåêòðè÷åñêèìè îñÿ-
ìè öèëèíäðîâ, è äëÿ óñëîâèé ðèñ. Â24.3 èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ (ñì. § 24.12)

E
R h b R h b d

A1

1 1 2 2

1 1
�

� �
�

� � �

�

�
�

�

�
�

-
A�� D ( ) ( )

,

E
R h b R h b d

A2

2 2 1 1

1 1
�

� �
�

� � �

�

�
�

�

�
�

-
A�� D ( ) ( )

.

Ïîäñòàâëÿÿ çàäàííûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì (ðèñ. Â24.3): h
D R R

D
1

2
1
2

2
2

2
�

� �
�

� 2,75 ñì, h
D R R

D
2

2
2
2

1
2

2
�

� �
� 3,25 ñì, b h R� �1

2
1
2 F 2,56 ñì, EA1 � 2640 Â/ì, EA2 �

� 1846 Â/ì.

3. Èñêîìîå íàïðÿæåíèå ìåæäó öèëèíäðàìè (ñì. § 24.12) U k k�
-
��2 0

ln( )max min

ìîæåì íàéòè èç óñëîâèÿ (ñì. ðèñ. Â24.3):

E E
U

k k R h b R h b d
A1

1 1 2 2

1 1
� �

� �
�

� � �

�

�
�

�

�
äîï

ln( ) ( ) ( )max min
� ,
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U E
k

k R h b R h b d
�

�

�
��

�

�
�� � �

�
� � �

�

�
�äîï ln

( ) ( )
max

min

1 1

1 1 2 2

�

�
�

�1

.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì: kmax � 5,3, kmin � 0,3, U F 5,6�10 4 Â.

24.6. Êàðòèíà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàðòèíà ïîëÿ ïîñòðîåíà ïðàâèëüíî òîëüêî â ñëó÷àå à, êîãäà ÿ÷åéêè ñåòêè îá-
ðàçóþò ïîäîáíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè.

4. Â ñèëó ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå ïëîòíîñòü ëèíèé ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì. Â êàæäîé èç
îáëàñòåé, êàê âíóòðåííåé îáëàñòè òåëà, òàê è âíåøíåé, êàðòèíó ïîëÿ ìîæíî ïî-

ñòðîèòü ïðàâèëüíî, îäíàêî â ýòèõ îáëàñòÿõ ÿ÷åéêè ñåòêè íå áóäóò ïîäîáíûìè.

24.7. Ìåòîä èíåòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â
òî÷êàõ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàå-
ìîñòÿìè. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ �i Eni � �e Ene ïðè ïåðåõîäå ê îäíîðîäíîé ñðåäå
íà ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò ðàçìåñòèòü ïðîñòîé ñëîé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ïëîò-
íîñòüþ  âò.

2. Íå ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè âåëè÷èíû Et â îäíîðîäíîé
ñðåäå (Eti � Ete) íåïðåðûâíîé áóäåò è âåëè÷èíà Dt: Dti � �Eti � Dte � �Ete.

3. Ìîæíî, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äâîéíîé ñëîé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ èìååò
ìåñòî ñêà÷îê âåëè÷èíû Et è, ñëåäîâàòåëüíî, Dt. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ äëÿ âåëè÷è-
íû  âò ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìîìåíòà äâîéíîãî ñëîÿ ýëåê-
òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, åñëè çà èñõîäíîå ïðèíÿòü óðàâíåíèå Eti � Ete âìåñòî óðàâíåíèÿ
Dni � Dne. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â îòëè÷èå îò ïëîòíîñòè ïðîñòîãî ñëîÿ çàðÿäîâ
ìîìåíò äâîéíîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé.

4. Ïðè ðàâíîì íóëþ ïîëíîì çàðÿäå q òåëà ÷èñëî âõîäÿùèõ ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ
ðàâíî ÷èñëó âûõîäÿùèõ ëèíèé, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîñëå çàìåíû ñðåäû íà îäíîðîä-

íóþ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå  âò ds
s

� � 0, ãäå s — ïîâåðõíîñòü òåëà.

24.8. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

5. Ïðè íåöåëîì n íå óäàåòñÿ ðàçìåñòèòü ïðîâîäà â îäíîðîäíîé ñðåäå òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû íà ñòîðîíàõ óãëà � ïîòåíöèàë ñîõðàíÿë ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ïðè
� � �/n ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Ôóíêöèÿ ! � z�/�

îòîáðàæàåò âíóòðåííþþ ÷àñòü äâóãðàííîãî óãëà ïëîñêîñòè z â âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü îáëàñòè !.
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7. Ïðè ïåðåõîäå ê îäíîðîäíîé ñðåäå óñëîâèå
�
�
U

n
� 0 íà ïëîñêîñòè ñîõðàíèòñÿ,

åñëè çíàê çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî çàðÿäà áóäåò òåì æå, ÷òî è çíàê èñõîäíîãî
çàðÿäà ïðîâîäà.

8. Çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû â îäíîðîäíîé ñðåäå ïðè
ðàçìåùåíèè çàðÿäà ïëîòíîñòüþ –- âî 2-ì è 3-ì êâàäðàíòàõ, à òàêæå çàðÿäà ïëîò-
íîñòüþ +- â 4-ì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Åñëè ïðèíÿòü ïîòåíöèàë òî÷åê ïîâåðõíîñòè çåìëè ðàâíûì íóëþ, òî ïîëå
çàðÿæåííîãî ïðîâîäà â âîçäóõå áóäåò òàêèì æå, êàê è ïîëå äâóõ ðàçíîèìåííî
çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè
çåìëè.

Òàê êàê ïîòåíöèàë ïðîâîäà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

U �
-
��2

2

1

ln
r

r
, ãäå r2 � b + h – R, r1 � b – h + R (ðèñ. Ð24.9), òî

ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ðàâíà - � 2��U ln
b h R

b h R

� �
� �

�

��
�

��

�1

è íà-

ïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè

Ey(x) � �
� �

� �
�

-

��

-

��2

2
2 2 2 2 2 2

b x

b

b x

b

b x( )
.

Äîïóùåíèå î áåñêîíå÷íî ìàëîì ñå÷åíèè ïðîâîäà îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ

îñü ïðîâîäà ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêîé, òàê ÷òî Ey1(x) � �
�

-

�� J L

h

h x2 2
.

Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ (ïðè õ � 0) ñî-
ñòàâëÿåò

� �
�E E

E

y y

y

1
100% J L� � ��

��
�
��

1 1
2

R h 100%,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè h/R N 7 ïîãðåøíîñòü � B 1%.

Ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè çåìëè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

 � �Ey(x) � �
�

-

�

b

b x( )2 2
èëè  (x) � �

� � � � � �

2
2 2 1

�bU

b x b h R b h R( )ln[( )( ) ]
.

Èíäóöèðîâàííûé íà ïîâåðõíîñòè çåìëè çàðÿä ðàâåí âçÿòîìó ñ îáðàòíûì çíàêîì
çàðÿäó ïðîâîäà, èëè

 ( )x dx
�.

.

� � –
-
�
b dx

b x2 2��.

.

� � – -.

Îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷ 307

Ðèñ. Ð24.9



2. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îòðåçîê ïðîâîäà äëèíîé 1 ì ñ çàðÿäîì ëèíåéíîé ïëîò-

íîñòüþ - ñî ñòîðîíû çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî çàðÿäà ïëîòíîñòüþ -1 � –
� �

� �
i

i

�

�
0

0

-

ðàâíà f � -E � –-2 � �

� � ��
i

i h

�

�
0

0 0

1

4
. Åå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû �

-
��

2

04 h

ïðè �i � . è �i � 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì
f � �1,8�10–8 Í.

24.9. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïðè èçìåíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èçìåíÿþòñÿ êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïðè-
íèìàþùèå çíà÷åíèÿ �n/b, n � 1, 2 ..., òàê è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ñòàíî-
âÿòñÿ ðàâíûìè sh (�nx/b), sin (�ny/b).

2. Ðåøåíèå U(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, òàê êàê ïîòåíöèàë U1(x, y) �
� U(x, y) + C, ãäå Ñ — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãàóññà ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùèé ñêâîçü ãðàíèöó îáëàñòè, ðàâåí âåëè÷èíå q �, ãäå q —

çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè îáëàñòè. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
�
�
U

n
� f äîëæíà óäîâëå-

òâîðÿòü èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ
�
�

-
�

U

n
dl

l

� � . Ïðè îòñóòñòâèè çàðÿäà âíóòðè

îáëàñòè îíî ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå f dl
l

� � 0.

3. Ïðåäñòàâèì èñêîìûé ïîòåíöèàë âíóòðè îáëàñòè â âèäå U(x, y) � U1 + U2, ãäå
U1 — ïîòåíöèàë, ðàññ÷èòûâàåìûé ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ U1 � 0 íà äâóõ ñòîðîíàõ îáëàñòè, íàïðèìåð, ïðè õ � 0 è õ � à è çà-
äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñòîðîíàõ ó � 0 è ó � b, à U2 — ïîòåíöèàë, ðàññ÷è-
òûâàåìûé ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè U2 � 0 íà ñòîðîíàõ îáëàñòè ó � 0 è ó � b è
çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà äâóõ äðóãèõ ñòîðîíàõ.

4. Ïîòåíöèàë U(x, y) âíóòðè îáëàñòè ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû U1 + U2, ãäå ôóíê-
öèþ U1 ðàññ÷èòûâàåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîâîä ðàñïîëîæåí â îäíîðîäíîé

áåçãðàíè÷íîé ñðåäå: U1 �
-
��2

ln
1

r
. Ôóíêöèþ U2 íàõîäèì ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ ïðè íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñòîðîíàõ îáëàñòè, çàäàâàå-
ìûõ â âèäå U2 � �U1 (ñì. óïð. 3).

5. Ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå â âèäå U(r, �) � U1(r)U2(�) � U1(r) sin k� è ïîäñòàâëÿÿ
åãî â óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì óðàâíåíèå

d

dr
r

dU

dr

k

r
U1

2

1 0
�

�
�

�

�
� � � , ðåøåíèå êîòîðîãî áûëî íàéäåíî ðàíåå (ñì. § 23.2, óïð. 9).
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24.10. Ìåòîäû ñåòîê è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

5. Âåëè÷èíà U
U

n
ds

s

�
�
�� ïðîïîðöèîíàëüíà ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäîâ,

ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ  � ��
�
�
U

n
íà ïîâåðõíîñòè s. Ïîýòî-

ìó ïðè çàäàííîé íà ãðàíèöå îáëàñòè ôóíêöèè f �
�
�
U

n
èíòåãðàë U

U

n
ds

s

�
�� ìîæíî

òðàêòîâàòü êàê âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ýíåðãèè ïîëÿ ñîçäàþùèõ åãî èñ-
òî÷íèêîâ.

6. Â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëèíîì âòîðîãî ïîðÿäêà U(x, y) � �0 + �1 x +
+ �2 y � �3 x2 + �4 xy + �5 y2 èìååò øåñòü êîýôôèöèåíòîâ �0 M �5, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîòîðûõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû òðåóãîëüíûé ýëåìåíò ñîäåðæàë øåñòü óçëîâ, êîòî-
ðûå ðàñïîëàãàþò ïî òðè óçëà íà êàæäóþ èç ñòîðîí ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì òðè óçëà
ëåæàò â âåðøèíàõ ýëåìåíòà.

7. Òàê êàê ÷èñëî óçëîâ ýëåìåíòà äîëæíî áûòü ðàâíûì êîëè÷åñòâó êîýôôèöèåí-
òîâ ïîëèíîìà, ïðèíÿòîãî äëÿ îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëà, òî ïðè à) U(x, y, z) � �0 +
+ �1 x + �2 y + �3 z ÷èñëî óçëîâ ñîñòàâëÿåò ÷åòûðå, ïðè÷åì èõ ðàçìåùàþò â âåð-
øèíàõ òåòðàýäðà, à ïðè á) U(x, y) � �0 + �1 x + �2 y � �3 z + �4 x2 + �5 y2 + �6 z2 +
+ �7 xy + �8 xz + �9 yz óçëû, ÷èñëî êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò äåñÿòü, ðàñïîëàãàþò â ÷å-
òûðåõ âåðøèíàõ è íà øåñòè ðåáðàõ òåòðàýäðà.

8. Ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà íà ñòîðîíå, îáùåé äëÿ äâóõ òðå-
óãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó, òàê êàê
ïîòåíöèàëû âåðøèí ýëåìåíòîâ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñîñåäíèõ ýëå-
ìåíòîâ. Îäíàêî âñëåäñòâèå ñêà÷êà íîðìàëüíûõ ê îáùåé ñòîðîíå ýëåìåíòîâ ñî-
ñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðåòåðïåâàåò
ðàçðûâ íà ñòîðîíàõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿ-
öèè ïîòåíöèàë áûë íåïðåðûâíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà îáùåé ñòîðîíå äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ ðàñïîëàãàëîñü ïî òðè óçëà, îáùèõ äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè âû-
ïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé êàñàòåëüíàÿ ê èõ îáùåé ñòîðîíå ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿ-

æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òàêæå íåïðåðûâíà.

9. Â óðàâíåíèå
�
�

�

�
J J

U Uj

n

jn

� �2 ýë 0 âõîäÿò ïðîèçâîäíûå
�

�

J ýë n

jU
ôóíêöèîíàëîâ òåõ

ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþò îáùèì óçåë ñ íîìåðîì j. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà

p-ãî ýëåìåíòà ñ óçëàìè i, j, k
�

�

�

�
�
�

J Jýë ýëp

j

p

jU U

U

U
� ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî-

òåíöèàëà âíóòðè ýëåìåíòà èìååò âèä: Cpi Ui + Cpj Uj + Cpk Uk (çäåñü Cpi, Cpj, Cpk —

ïîñòîÿííûå). Ïîýòîìó óðàâíåíèå
�
�

J

U j

� 0 ñîäåðæèò ñòîëüêî ñëàãàåìûõ, ñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ óçëîâ ïðèíàäëåæèò ýëåìåíòàì, èìåþùèì îáùèì óçåë j, ò. å. m + 1.
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25.1. Åìêîñòü ìåæäó êðóãëûìè öèëèíäðàìè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íàëè÷èå ïîëîñòåé â îáúåìå ïðîâîäÿùåãî òåëà íå èçìåíÿåò íè åìêîñòü òåëà, íè
åìêîñòü ìåæäó òåëàìè.

2. Åìêîñòü óåäèíåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî áåñêîíå÷íî äëèííîãî ïðîâîäÿùåãî öè-
ëèíäðà íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, òàê êàê ïðè çàäàííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè åãî
çàðÿäà ïîòåíöèàë U òî÷åê åãî ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ïðèíÿò ðàâíûì ïðîèç-
âîëüíîìó ÷èñëó. Ïîýòîìó è îòíîøåíèå -/U íå îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì.

3. Ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñîâ ïðîâîäîâ ïîòåíöèàëû òî÷åê èõ ïîâåðõíîñòåé, êàê
è íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè U1 – U2 � (-/2��) ln (D/R) ïðè çàäàííîé ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòè èõ çàðÿäîâ, âîçðàñòàþò è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè R � 0.
Ïîýòîìó äîïóùåíèå î áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè ðàäèóñîâ ïðîâîäîâ ïðè ðàñ÷åòå
åìêîñòè ïðèíÿòü íåëüçÿ è åìêîñòü òàêîé ëèíèè ïåðåäà÷è íå ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåíà.

4. Ïîíÿòèÿ åìêîñòè òåë ëèáî åìêîñòè ìåæäó òåëàìè èìååò ñìûñë ëèøü ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ïðîâîäÿùèõ òåë, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ èìåþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ
âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòåé êàæäîãî èç òåë.

5. Ïðè îäèíàêîâîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà öèëèíäðà, ïîä-
âåøåííîãî íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè, è äâóõ öèëèíäðîâ (ðèñ. Ð25.1) ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ, ðàâíàÿ U1 – 0 â ïåðâîì ñëó÷àå, â äâà ðàçà ìåíüøå ðàçíîñòè ïîòåíöèà-
ëîâ U1 – U2 � 2U1. Ïîýòîìó åìêîñòè ðàçëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà.

Àíàëîãè÷íàÿ ïîäâåøåííîìó íàä çåìëåé öèëèíäðó ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîäåðæèò
îäèí êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ, òîãäà êàê äâóì öèëèíäðàì ñîîòâåòñòâóåò öåïü èç
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòüþ Ñ êàæäûé, òàê ÷òî
âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ åìêîñòü, ðàâíóþ 0,5Ñ.
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7. Îïðåäåëèì ïîòåíöèàëû â òî÷êàõ îñåé ïðîâîäîâ ìåòîäîì íàëîæåíèÿ. Ïðè
-1 � 0, -2 � 0 èìååì äëÿ r � R1: U1 � (-/2��) ln (1/R1) + A è äëÿ r � D:

U2 � (-/2��) ln (1/D) + A, òàê ÷òî U1 – U2 � (-/2��) ln (D/R1). Ïðè -2 � 0, -1 � 0

èìååì U1 – U2 � (-/2��) ln (D/R2) è èñêîìàÿ åìêîñòü C � ��l

D R Rln( )1 2

.

9. Åìêîñòü â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü íåëüçÿ, òàê êàê ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòè íå

èìååò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, à ïîä÷èíåí íà íåé óñëîâèþ
�
�
U

n
� 0, ãäå n — íîðìàëü

ê ïîâåðõíîñòè òåëà.

25.2. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîýôôèöèåíòû
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ÷àñòè÷íûå åìêîñòè
â ñèñòåìå òåë

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Ñîáñòâåííûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò k-ãî òåëà çàâèñèò îò ðàçìåðîâ è
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âñåõ òåë ñèñòåìû, à òàêæå îò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè ñðåäû.

3. Ïîòåíöèàë U1 ïåðâîãî òåëà ñëåäóåò èñêàòü ïðè óñëîâèè, ÷òî âòîðîå òåëî íå çà-
ðÿæåíî è íàõîäèòñÿ â ïîëå çàðÿäà ïåðâîãî òåëà.

4. Ââåäåíèå â ñèñòåìó ïðîâîäÿùèõ òåë äîïîëíèòåëüíî îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
ïðîâîäÿùèõ òåë ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âñåõ ñîáñòâåííûõ è âçàèìíûõ ïîòåíöè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âíåñåíèå â ïîëå k-ãî çàðÿæåííîãî òåëà
äðóãîãî íåçàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî òåëà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîòåíöèàëîâ
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå è â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè k-ãî çàðÿæåííîãî òåëà,
à ñëåäîâàòåëüíî, ê èçìåíåíèþ ñîáñòâåííîãî ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà k-ãî
òåëà.

5. Åñëè ê çàðÿæåííîìó c çàðÿäîì q1 > 0 òåëó ïðèáëèæàòü íåçàðÿæåííîå ïðîâî-
äÿùåå òåëî, òî ïîòåíöèàë U1 òåëà óìåíüøèòñÿ âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ èíäóöèðîâàí-
íûõ íà ïîâåðõíîñòè íåçàðÿæåííîãî òåëà çàðÿäîâ. Ïîýòîìó áóäåò óìåíüøàòüñÿ è
ñîáñòâåííûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò �11. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èçìåíÿ-
åòñÿ è ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò �22.

Òàê êàê ïðè ñáëèæåíèè òåë âîçðàñòàåò ïîòåíöèàë íåçàðÿæåííîãî òåëà, òî è âçà-
èìíûå ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû �12 � �21 òàêæå âîçðàñòàþò.

7. Âñå ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê çíàê ïîòåíöèàëà
çàðÿæåííîãî òåëà, êàê è ïîòåíöèàëà âíîñèìîãî â åãî ïîëå íåçàðÿæåííîãî òåëà,
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì çàðÿäà òåëà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÷åðåç
ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé �� q U�
îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâ: q � ��� 1U è èç óñëîâèÿ �� 

� �1 íàéòè èñêîìûå êîýôôè-
öèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
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Â ñèñòåìå äâóõ òåë èç óðàâíåíèé

� �

� �
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è 
11 �
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, 
12 � –
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, 
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, 
22 �
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.

Â ñèñòåìå òðåõ òåë èç óðàâíåíèé
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q q q U
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� � �
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X

Y
8

Z
8 � q U
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1
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13

1
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� � �

�
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� � � � � 2 31 11 32 11 32 12 21� � � � � � �� �

,

òàê ÷òî 
11 �
� � � �22 33 23 32�



, 
12 �

� � � �13 32 12 33�



è ò. ä. (çäåñü 
 — îïðåäåëè-

òåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé).

3. Âûðàæàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ U1 – U2 òåë ÷åðåç çàðÿä q1 îäíîãî èç íèõ, íà-
õîäèì èç óðàâíåíèé U1 � �11 q1 + �12 q2, U2 � �21 q1 + �22 q2: U1 – U2 �

� (�11 – 2�>A � �AAL q1, C �
q

U U
1

1 2�
�

1

211 12 22� � �� �
.

Òàê êàê �11 �
1




22, �12 � �

1




12, �22 �

1




11, ãäå 
 � 
11 
22 – 
12

2 , òî ïîëó÷àåì

C �

 
 



 
 

11 22 12

2

11 12 222

�

� �
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ 
11 � C11 + C12, 
12 � – C12, 
22 � C21 + C22, íà-

õîäèì C � C12 +
C C

C C
11 22

11 22�
. Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü

åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ òåëàìè â âèäå åìêîñòè ýëåêòðè÷åñêîé öåïè,
ñîäåðæàùåé òðè êîíäåíñàòîðà, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ïà-
ðàëëåëüíî (ðèñ. Ð25.2).

4. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ: C12 � – 
12, C11 � 
11 + 
12,

C22 � 
22 + 
12, à òàêæå óïðàæíåíèÿ 2: 
11 �
� 22



, 
12 � �

� 12



, 
22 �

� 11



, ãäå 
 �

� �11�22 – � 12
2 . Â èòîãå íàõîäèì:

C12 �
�

� � �
12

11 22 12
2�

, C11 �
� ��

� � �
22 12

11 22 12
2�

, C22 �
� ��

� � �
11 12

11 22 12
2�

.
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5. Ïîìåñòèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â âåðøèíå äâóãðàííîãî
óãëà è îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû ïðîâîäîâ x1, y1 è x2, y2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä çåðêàëü-
íûõ èçîáðàæåíèé, çàïèøåì ïîòåíöèàëû ïðîâîäà 1 ïðè q2 � 0 è ïðîâîäà 2 ïðè
q1 � 0:
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà �21 ðàññ÷èòàåì ïîòåíöèàë â
òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäà 2 ïðè q1 � 0, q2 � 0:
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25.3. Åìêîñòü ëèíèé ïåðåäà÷è

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïðè ïðåíåáðåæåíèè
âëèÿíèåì çåìëè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

� �
C C

C
1 2

1

�
� 1

2

4 2 2
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�

�
�
�

�

�
�
�ln

ln

h

R

D

h D

D

R

,

(C1, C2 — åìêîñòè ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ çåìëè è ïðè ïðåíåáðåæåíèè åå âëèÿíèåì).
Ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò
îäíîãî ïðîöåíòà ïðè h N 1,6 ì.

3. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàññ÷èòûâàåì ïî ôîðìóëàì:
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Èñêîìàÿ åìêîñòü ðàâíà
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4. Äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè âîñïîëüçóåìñÿ êîíôîðìíûì îòî-
áðàæåíèåì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëÿ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè ( � f(z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Ïðîâîäà 1, 2 ëèíèè, èìåþùèå
â ïëîñêîñòè z êîîðäèíàòû z1 � x1 + jy1 � r1, z2 � x2 + jy2 � r2, áóäóò èìåòü â ïëîñêî-
ñòè ( êîîðäèíàòû (1 � :1 + j#1, (2 � :2 + j#2, èõ ðàäèóñû ïðèìóò çíà÷åíèÿ R1 F R

f z
z z

' ( )
� 1

, R2 F R f z
z z
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� 2

. Òàê êàê çàðÿäû è ïîòåíöèàëû ïðîâîäîâ ïðè êîíôîðì-
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0

1

1��

#

l R
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�

�
��

�

�
�� , �22 �

1

2

2
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2��

#

l R
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�
��
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�
�� , �12 �

1

2 0

2 1
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2 1
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2 1
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2 1
2��

: : # #

: : # #l
ln

( ) ( )

( ) ( )

� � �

� � �

�

�
�
�

�

�
�
�
.

Ïðè ðàñïîëîæåíèè íà÷àëà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â âåðøèíå îáðà-
çîâàííîãî ïîâåðõíîñòÿìè íóëåâîãî ïîòåíöèàëà ïðÿìîãî óãëà (âàðèàíò à) ôóíê-
öèÿ ( � z2 îòîáðàæàåò âíóòðåííþþ ÷àñòü óãëà â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ( � : + j#.

Ïðîâîäà ëèíèè èìåþò â ïëîñêîñòè ( êîîðäèíàòû (1 � r e j
1
2 2 1� � :1 + j#1, (2 � r e j

2
2 2 2� �

� :2 + j#2, èõ ðàäèóñû ðàâíû R1 � 2R | r1e
j�1 | � 2Rr1, R2 � 2R | r2 e j�2 | � 2Rr2.

Â çàäà÷àõ âàðèàíòîâ á, â, ã ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùèå îòîáðàæåíèå îáëàñòè â

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåìåííîé (, èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä ( � ed
z

�

, ( �

� sin
�
d

z, ( �
1

2 0

0z

R

R

z
�

�

�
��

�

�
�� .

Îòîáðàæåíèå âíóòðåííåé ÷àñòè êðóãà (âàðèàíò ä) â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ( �
az b

cz d

�
�

, êîýôôèöèåíòû êî-

òîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ êîîðäèíàò òðåõ òî÷åê â ïëîñ-
êîñòè z òðåì òî÷êàì â ïëîñêîñòè (.

Åñëè ïðèíÿòü, íàïðèìåð, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíà-
òîé + j ïëîñêîñòè (, à òî÷êè z � R0 è z � – R0 — â òî÷êè ( � + 1 è ( � – 1 ñîîòâåòñò-

âåííî, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ( �
z jR

jz R

�

�
0

0

.

Äëÿ ÷èñëåííûõ äàííûõ âàðèàíòà à ïîëó÷àåì: r1 � 6,4 ì, r2 � 7,2 ì, R1 � 0,256 ì,
R2 � 0,288 ì, :1 � 9, #1 � 40, :2 � 20, #2 � 48, �11 � 1,03�1011/l, �22 �1,04�1011/l, �12 �
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� 3,4�1010/l, C � 0,714�10–11l Ô. Ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè åìêîñòü ëè-
íèè ðàâíà Ñ1 � ��l(ln D/R)–1 � 0,71�10–11l Ô, òàê ÷òî ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè
íå ïðåâûøàåò 1%.

5. Ïðèíèìàÿ q2 � 0, íàõîäèì U2 � �21q1 �
�

�
21

11

U1 è ñ ó÷åòîì âåëè÷èí

�11 �
1

2

2

0�� l

h

R
ln
�

�
�

�

�
� , �12 �

1

2 0

1 2

�� l

r

D
ln '�

�
�

�

�
� ,

ãäå r1'2 � D h2 24� , ïîëó÷àåì

U2 �

ln

ln

r

D

h

R

U

1 2

1
2

'�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

1 5,3 êÂ.

Íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè ðàâíî U12 � U1 – U2 F 4,7 êÂ.

6. Ñîïîñòàâèì åìêîñòè òðåõôàçíûõ ëèíèé ïðè ðàçëè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâî-
äîâ è ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè. Åñëè ïðîâîäà ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñ-
êîñòè (âàðèàíòû à, á ), òî

C1 � 2
23

��l
D

R
ln
�

�
�
�

�

�
�
� .

Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (âàðè-
àíòû â, ã) ïîëó÷àåì:

C2 � 2��l
D

R
ln
�

�
�

�

�
� > C1.

Ñîïîñòàâèì åìêîñòè ëèíèè ïðè ó÷åòå ïðîâîäÿùåé çåìëè. Âûðàæåíèå äëÿ åìêî-
ñòè 'Ñ1 ëèíèè (âàðèàíò à) èçâåñòíî (ñì. § 25.5). Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (âàðèàíò á) ïîëó÷àåì:

' �
�

� �

�

�
�

�

�
�

C
l

D

R

h h D

h D h D

2

3

2

2 2

2 2 3

��

ln
( )

( )( )

.

Cðàâíåíèå çíà÷åíèé 'Ñ1 è 'Ñ2 ïîêàçûâàåò, ÷òî 'Ñ1 > 'Ñ2 .

Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (âàðèàíò â)
èìååì

J L

' �
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�

�

�
�

�

� � �
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D h D D h
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.
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Cðàâíåíèå âûðàæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî 'Ñ2< 'Ñ4 < 'Ñ3 < 'Ñ1,
ò. å. íàèìåíüøóþ åìêîñòü èìååò ëèíèÿ ñ ðàñïîëîæåíèåì ïðîâîäîâ â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè (âàðèàíò á ), à íàèáîëüøóþ — ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â âåð-
øèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñîãëàñíî âàðèàíòó â.

7. Çàðÿäû ïðîâîäîâ íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

� � �
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äëÿ ÷åãî ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòûâàåì ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû:
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q1 � – 3,09�10–7� l Êë/ì, q2 � – 3,78�10–7� l Êë, q3 � 6,67�10–7� l Êë;
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q1 � – 3,7�10–7�l Êë, q2 � – 3,7�10–7� l Êë, q3 � 7,07�10–7�l Êë;

ã) �11 �
1

2

2

0�� l

h

R
ln
�

�
�

�

�
� � 1,37�1011 1 1

l Ô
,

�22 � �33 �
1

2
2

3

20�� l
h D Rln �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
� 1,43�1011 1 1

l Ô
,

�12 � �13 �
1

2
0 5 2

3

20

2

2

�� l
D h D Dln ( , ) � �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
� 2,85�1010 1 1
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�23 �
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�� l
D h D Dln ( )� ��

��
�
��
� 3,17�1010 1 1

l Ô
,

q1 � – 3,6�10–7�l Êë, q2 � – 3,6�10–7�l Êë, q3 � 7,13�10–7�l Êë.

8. Ïðè óñëîâèè à çàäà÷è ñëåäóåò ïðèíÿòü q2 � q3 � 0, òàê êàê âòîðîé è òðåòèé
ïðîâîäà íå çàðÿæåíû, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ U1 � �11 q1, U2 � �21 q1,
U3 � �31 q1, èç êîòîðûõ íàõîäèì q1 �U1 11� , U2 � � �21 11U1, U3 � � �31 11U1.

Íàõîäèì (ðèñ. Ð25.3): q1 � 8,03�10–7�l Êë è à) U2 � 20,5 êÂ, U3 � 11,6 êÂ; á) U2 �
� 23,2 êÂ, U3 � 15,9 êÂ; â) U2 � 20,52 êÂ, U3 � 23,0 êÂ; ã) U2 � 23,0 êÂ, U3 � 23,0 êÂ.

Ïðè óñëîâèè á óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò ïðèíÿòü U2 � 0, q3 � 0, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ,
ñâÿçûâàþùèå çàðÿäû è ïîòåíöèàëû ïðîâîäîâ, ïðèíèìàþò âèä:

U q q
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U q q
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Ðåøàÿ èõ, ïîëó÷àåì
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðè ðåøåíèè óïð. 7 çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ, íàõîäèì:

à) q1 � 8,32�10–7l Êë, q2 � – 1,55�10–7l Êë, U3 � 8,11 êÂ;

á) q1 � 8,38�10–7l Êë, q2 � – 1,7�10–7l Êë, U3 � 10,71 êÂ;

â) q1 � 8,32�10–7l Êë, q2 � – 1,55�10–7l Êë, U3 � 19,29 êÂ;

ã) q1 � 8,38�10–7l Êë, q2 � – 1,7�10–7l Êë, U3 � 18,59 êÂ.

Ïðè óñëîâèè âàðèàíòà â ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ U2 � U3 � 0 íàõîäèì çàðÿäû ïðî-
âîäîâ, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

� � �

� � �

� �

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2

0

q q q U

q q q

q q

� � �

� � �

� � �

X

Y
8

Z
8 � 33 3 0q .

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. Ð25.3): à) q1 � 8,36�10–7l Êë,
q2 � –1,44�10–7l Êë, q3 � –0,62�10–7l Êë è ò. ä.

10. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ( � f(z)
(ñì. ðåøåíèå óïð. 4), îòîáðàæàåì çàäàííóþ îáëàñòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Âû÷èñëèâ ðàäèóñû R1, R2, R3 ïðîâîäîâ, ðàññòîÿíèÿ D12, D13, D23 ìåæäó íèìè è
âåëè÷èíû #>, #A, #I â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé (, ïåðåõîäèì ê ðàñ÷åòó åìêîñòè ïðî-
âîäà òðàíñïîíèðîâàííîé òðåõôàçíîé ëèíèè. Òàê êàê ïðè êîíôîðìíîì îòîáðà-
æåíèè îáëàñòè åìêîñòü íå èçìåíÿåòñÿ, òî äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè ïðîâîäà ñ ó÷åòîì
âëèÿíèÿ ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåì ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ â § 25.5.

Åìêîñòü ïðîâîäà ëèíèè ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè

ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëå C �
2��l
D Rln( )

.

25.4. Ìåòîä ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ïîâåðõíî-
ñòè ïðîâîäÿùåãî òåëà åãî ïîòåíöèàë ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì

U �
1

4��
 ds

r
s

� , ïîñëå ÷åãî íàéòè åìêîñòü Ñ � q/U, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàðÿä òåëà q �  ds
s

� .

Ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çàðÿäà òåëà ïî åãî ïîòåíöèàëó (÷òî çà÷àñòóþ ïðè-
õîäèòñÿ äåëàòü íà ïðàêòèêå) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, òàê êàê ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíî îòûñêèâàòü íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà.

2. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû
ïðîâîäîâ (ïðè h � const), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà âäîëü íèõ â
öåëîì áëèæå ê ðàâíîìåðíîìó, õîòÿ âáëèçè êîíöîâ ïðîâîäîâ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ
îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåé, ÷åì â èõ ñðåäíåé ÷àñòè.

5. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà
íà ïîâåðõíîñòè òåë: ÷åì îíî áëèæå ê ðàâíîìåðíîìó, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü
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ìåòîäà. Ïðè çàäàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó ñôåðàìè ïîãðåøíîñòü âîçðàñòàåò ñ óâå-
ëè÷åíèåì èõ ðàäèóñîâ, òîãäà êàê ïðè çàäàííûõ ðàäèóñàõ ñôåð îíà óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

26.1. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ â äèýëåêòðèêå
è â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Ïîëíûé çàðÿä â îáúåìå 
V, âûäåëåííîì âíóòðè ïðîâîäà ñ ïîñòîÿííûì òîêîì,
ðàâåí íóëþ, òàê êàê îòðèöàòåëüíûé çàðÿä èìåþùèõñÿ â îáúåìå ýëåêòðîíîâ
ðàâåí ïîëîæèòåëüíîìó çàðÿäó íåïîäâèæíûõ èîíîâ. Ïîýòîìó âíóòðè ïðîâîäà ñ
òîêîì èìååì � � 0 è div D � 0. Íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñ òîêîì íàðÿäó ñ êàñà-
òåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îáóñëîâëåííîé
ïðîòåêàþùèì òîêîì, èìååòñÿ òàêæå è íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ En, ïðåòåðïå-
âàþùàÿ ðàçðûâ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà
Jn � ,En � 0. Ïîýòîìó íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñ òîêîì âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä ïëîòíîñòüþ  � �0 En è, ñëåäîâàòåëüíî, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà íåé
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà èñïîëüçóþò ïîíÿòèå
åãî ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè è ïîâåðõíîñòíîé äèâåðãåíöèè âåêòîðà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ñìåùåíèÿ, îáîçíà÷àåìîé êàê Div D è îïðåäåëÿåìîé êàê ðàçíîñòü íîðìàëü-
íûõ ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, âçÿòûõ ïî
îáå åå ñòîðîíû: Div D � Dne – Dni. Ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè Div D è  èìååò âèä
Div D �  .

4. Â ïðîâîäÿùåì òåëå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåò, ïîýòîìó è
ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà âî âñåì îáúåìå òåëà ðàâíà íóëþ. Îäíàêî íà åãî
ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåí èíäóöèðîâàííûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ïîâåðõíîñòíàÿ
ïëîòíîñòü êîòîðîãî Div D � Dne – Dni � Dne �  .

Â äèýëåêòðèêå ñâîáîäíûå çàðÿäû îòñóòñòâóþò è â ëþáîé òî÷êå åãî îáúåìà âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå div D � 0, òîãäà êàê íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñ òîêîì
èìååì óñëîâèå Div D �  (ñì. îòâåò íà âîïðîñ 3).

9. Íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìî-
ñòÿìè ,1 è ,2 â ñèëó óðàâíåíèé div J � 0, J � ,E ïîëó÷àåì
div ,E � , div E + E grad , � D , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî div E � �(grad , ,E) � D. Òàê êàê

âåëè÷èíû grad , è div E îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâî-
âàíèå íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â áåñêîíå÷íî ìàëîì îáúåìå.
Â òî æå âðåìÿ ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ãðàíèöå äâóõ
ñðåä êîíå÷íà. Ïëîòíîñòü çàðÿäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå
 � Dn2 – Dn1 � �0 Jn.

11. Íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà ìîæíî ïðèíÿòü óñëîâèå U � const, ò. å. ñ÷èòàòü åå
ýêâèïîòåíöèàëüíîé.

14. Ïîâåðõíîñòü çàçåìëÿþùåãî ýëåêòðîäà ìîæíî ñ÷èòàòü ýêâèïîòåíöèàëüíîé,
åñëè óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà çàçåìëèòåëÿ çíà÷èòåëüíî
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ïðåâûøàåò óäåëüíóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü çåìëè. Åñëè çàçåìëèòåëü
âûïîëíåí èç ìåäè, òî ïðè ,çåìëè � 10�2 Cì/ì îòíîøåíèå ýòèõ âåëè÷èí ñîñòàâëÿåò
5,7�107/10–2 � 5,7�109 00 1.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë â îäíîðîäíîé ñðåäå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàï-
ëàñà div grad U � 0, à â íåîäíîðîäíîé ñðåäå — óðàâíåíèþ div � grad U � 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäå.

2. Ïàðàìåòðû ëèíèè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñ ðàñïðåäåëåí-
íûìè âäîëü íåå ïàðàìåòðàìè r è g, ñóòü âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè z � r g

è êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ , � r g. Èç óðàâíåíèé (ñì. ò. 2, § 16.3)

Uâûõ � Uâõ ch ,l – Iâõz sh ,l, Iâûõ � Iâõ ch ,l – U zâõ sh ,l äëèííîé ëèíèè íàõîäèì ñ

ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Uâûõ � Iâûõ rí âûðàæåíèå Uâûõ(l ) �
U r

r l z l
âõ í

ích sh, ,�
.

Åñëè ëèíèÿ ðàçîìêíóòà, òî, ïðèíèìàÿ rí � ., ïîëó÷àåì Uâûõ(l) �
U

rg l

âõ

ch ( )
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîâîäèìîñòè g íà åäèíèöó äëèíû ëèíèè âîñïîëüçóåìñÿ àíà-
ëîãèåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íåèäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì
ïîëåì, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè, ïðèâåäåííóþ â § 25.1,

ï. 3, g �
,
�
C

l
�

�,

lnDR �1
.

3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïëàñòèíå îäíîðîäíîå, åå ñîïðîòèâëåíèå

r �
l

s,
�

1

,d
. Òàê êàê îíî íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñòîðîí êâàäðàòíîé ïëàñòèíû, òî è

òîê i �
U U

r
1 2�

òàêæå íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñòîðîí ïëàñòèíû. Òàêèì îáðàçîì,

ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíà îäíîé è òîé æå òîëùèíû è óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé
ïðîâîäèìîñòè åå ìàòåðèàëà èìååò îäíî è òî æå ñîïðîòèâëåíèå ïîñòîÿííîìó
òîêó.

4. Âî âñåõ òî÷êàõ ïëàñòèíû, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè, ïîòåí-
öèàë îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.

Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè âûðåçà A èìååì Jn � – ,
�
�
U

n
� 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

�
�
U

n
� 0.

Ñ îáåèõ ñòîðîí òðåùèíû ÀÂ òàêæå èìååì óñëîâèå
�
�
U

n
� 0, òàê êàê ñêâîçü òðåùè-

íó òîê ïðîòåêàòü íå ìîæåò. Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè âûðåçà B ïîòåíöèàë óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì ,
�
�
U

ni

� ,ï
�
�
U

ne

, Ui � Ue, ãäå èíäåêñû i, e íîðìàëè n îçíà÷àþò, ÷òî
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ïðîèçâîäíóþ
�
�
U

n
ïîòåíöèàëà ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ñî ñòîðîíû ìàòåðèàëà ñ óäåëü-

íîé ïðîâîäèìîñòüþ , è ,ï ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ñòîðîíàõ 3, 4 ïëàñòèíû âûïîëíåíî óñëîâèå
�
�
U

n
� 0, òàê êàê ïðîâîäèìîñòü îê-

ðóæàþùåãî ïëàñòèíó äèýëåêòðèêà , � 0. Ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà, ïðèëåãàþùåãî
ê ñòîðîíàì 1, 2 ïëàñòèíû ,ý 00 ,ï, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîòåíöèàë U ýëåêòðîäîâ íå èçìå-

íÿåòñÿ è åãî ìîæíî ïðèíÿòü ïîñòîÿííûì.

Òàê êàê íà ãðàíèöå «õîðîøî ïðîâîäÿùåå âåùåñòâî — ïëàñòèíà» ïîòåíöèàë ñêà÷-
êîì íå èçìåíÿåòñÿ, òî ïîòåíöèàë â òî÷êàõ ñòîðîí 1, 2 ïëàñòèíû, ïðèìûêàþùèõ
ê ýëåêòðîäàì, ïîñòîÿíåí: U � U1 íà ñòîðîíå 1 è U � U2 � U1 íà ñòîðîíå 2.

5. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè äèýëåêòðèêàì ñ ïðî-
íèöàåìîñòÿìè �1, �2, � ñëåäóåò ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïðîâîäíèêè ñ óäåëüíû-

ìè ïðîâîäèìîñòÿìè ,1, ,2 �
�

�
2

1

,1, , �
�
�1

,1. Ïëàñòèíàì 1, 2, êàê è âêðàïëåíèþ ñ

óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ ,D* ñîîòâåòñòâóåò âåùåñòâî, óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êî-
òîðîãî ,â 00 ,1, ,2, ,.

Óñòðîéñòâî, àíàëîãè÷íîå èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. Ð26.1, ïîêàçàíî íà ðèñ. Ð26.2.

6. Ïðîâîäèìîñòü óòå÷êè ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû G �
,
�

C. Çäåñü Ñ —

åìêîñòü ìåæäó íåñîîñíûìè îõâàòûâàþùèìè äðóã äðóãà öèëèíäðàìè, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ïî ïðèâåäåííîìó â § 25.1, ï. 4 âûðàæåíèþ. Ïðè D� 0 èìååì h1 �., h2 �.,

è ïðîâîäèìîñòü G � 2�,l ln
R

R
2

1

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðè D� R2 – R1

ïîëó÷àåì G � .. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ G F 9,9�10–9 Ñì.

7. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñëîÿõ êàáåëÿ E1 �
i

r l2 1� ,
, E2 �

i

r l2 2� ,
.

Íàïðÿæåíèå ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé

U � E dr
R

R

1

3

� � �
�

�
��

�

�
��

i

l

R

R

R

R2

1 1

1

2

1 2

3

2� , ,
ln ln .

Òîê óòå÷êè íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ 2�10–3 ïðè íàïðÿæåíèè U B 80,2 Â.
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8. Àìïëèòóäû òîêà ïðîâîäèìîñòè è ñìåùåíèÿ ðàâíû Iïð max � GUmax � C
,
�

Umax

è Iñì max � !CUmax.

Ïðè ÷àñòîòå ! � ,/� òîê ñìåùåíèÿ ðàâåí òîêó ïðîâîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì ! F 570 1/ñ.

27.1. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íûì, åñëè ïóòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îõâàòûâàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê.
Îí áóäåò îäíîçíà÷íûì, åñëè èñêëþ÷èòü òàêèå ïóòè, ò. å. åñëè ââåñòè «íåïðîíè-
öàåìûå», èëè çàïðåòíûå äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåãîðîäêè, êîòîðûå êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïåðåñåêàòü íå ìîæåò.

5. Êàê è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë âñþ-
äó íåïðåðûâåí, òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîíå÷íà âî âñåõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà. Â òî æå âðåìÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì, ò. å. ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ, íàïðèìåð ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç ñëîé òîêà.

6. Óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñ÷åò âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé Hâ ïîëÿ,
óäîâëåòâîðÿþùåé åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ rot Hâ � J, çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì
ðàñ÷åò èñêîìîãî ïîëÿ H, òàê êàê ïðè ýòîì ìîæíî íå ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ ïðè íàõîæäåíèè èñêîìîãî ïîëÿ íàïðÿæåííî-
ñòüþ Í ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ div � grad Uì � div �Hâ, òîãäà
êàê â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íå ñêàëÿðíîå, à âåêòîðíîå óðàâíåíèå,
÷òî çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

7. Ìàãíèòíûé çàðÿä m ìîæåì ââåñòè ïî àíàëîãèè ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì q,
îïðåäåëÿþùèì ïîòîê âåêòîðà çëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ: m � �H sâ d

s
� . Ìàãíèò-

íûé çàðÿä èìååò, êàê âèäíî, ðàçìåðíîñòü Âá, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü åãî
îáúåìíîé, ïîâåðõíîñòíîé è ëèíåéíîé ïëîòíîñòåé Âá/ì3, Âá/ì2, Âá/ì.

11. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé áåçãðàíè÷íîé ñðåäû èìååì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå óñëî-
âèå div Hâ � 0, îçíà÷àþùåå, ÷òî ìàãíèòíûå çàðÿäû îòñóòñòâóþò è, ñëåäîâàòåëüíî,
Hâ � H. Îäíàêî â íåîäíîðîäíîé ñðåäå âåëè÷èíà �ì � – div �Hâ îòëè÷íà îò íóëÿ,
òàê êàê �ì � –� div Hâ – grad � Hâ � 0 â òî÷êàõ, ãäå grad � � 0.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Îïèñûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëå âñåãäà áåçâèõðåâîå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå òîæäåñòâó rot grad Uì R 0. Åñëè rot grad Uì � 0, òî ïîëå íå ÿâëÿåòñÿ ïî-
òåíöèàëüíûì è íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé Uì(x, y, z). Íàïðèìåð äëÿ âàðè-
àíòà à èìååì: grad Uì � f � 2aUxi + 2bUyj, rot f � 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíûé
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé Uì � ax2 + by2.
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2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå div B �
1

r r

�
�

(rBr) +
�

�

B

z
z � 0, íàõîäèì:

1

r r

�
�

(rBr) � –
B a0

2
sin az,

îòêóäà ïîëó÷àåì Br � –
B a0

4
r sin az. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå íå åäèíñò-

âåííîå.

3. Äîïóñòèì, ÷òî ñóììà ýêâèâàëåíòíûõ òîêó ôèêòèâíûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ,
ðàñïîëîæåííûõ â êîíå÷íîì îáúåìå V, íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà èíòåãðàë � grad ìU d

s

s�
ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáúåì V, îòëè÷åí îò íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðèíöèïó íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà B s H sd d

s s
� �� �� â 0.

4. Ñîîòíîøåíèå rot Hâ � J çàïèøåì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
�

�

H

x

yâ
–

�
�

�

H

y
xâ � Jz, îòêóäà ñ ó÷åòîì äîïóùåíèÿ Hâx � 0 íàõîäèì Hây � J z dx� + f(y, z).

5. Ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì óïð. 4, çàïèøåì Hây â âèäå

H x y dx

x

i

ah
x x a y h

i

h
ay z

x

â

ïðè

ïðè

ïðè( , )

,

, ,

� �

H

B B B B

� J

0

0 0

0 0

B B � B B

� � B B B B

0

X

Y

8
8

x D a y h

i

ah
D x D a x D y h

x D

, ,

( ) , ,

.

0

0

0

ïðè

ïðè

8
88

Z

8
8
8
8
8

Òàê êàê
�

�

H

y

yâ � 0 âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ëèíèé y � 0,

0 < x < D è y � h, 0 < x < D, ãäå ôóíêöèÿ Hây èçìåíÿåòñÿ
ñêà÷êîì, òî div �0 Hâ � –�ì R 0. Íà óêàçàííûõ ëèíèÿõ
èìååì �ì � = ., îäíàêî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàã-
íèòíûõ çàðÿäîâ  ì � = �0Hây � . (ðèñ. Ð27.1).

27.2. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ Ax, Ay, Az âåêòîðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè Jx � 0, Jy � 0 ïîëó÷àåì Ax � 0, Ay � 0, òàê ÷òî
ïðè J � kJz îí èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ A � kAz. Ìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì è îáå ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè Bx, By ìîæ-

íî íàéòè, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì B � rot A: Bx �
�

�

A

y
z , By �

�

�

A

x
z .
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Ïðè íàëè÷èè âáëèçè ïðîâîäà òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìî-
ñòüþ � � �0 ìàãíèòíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì, òàê êàê âîçíèêàåò ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ Âz ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Åñëè áû â ýòèõ óñëîâèÿõ âåêòîðíûé ìàãíèò-
íûé ïîòåíöèàë ñîõðàíèë åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ Az, òî ïîëó÷èëè áû

âíîâü ñîîòíîøåíèå Bz �
�

�

�

�

A

x

A

y

y x� � 0, ÷òî íåâåðíî. Ïîýòîìó ÷èñëî ñîñòàâëÿþ-

ùèõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà íå ìîæåò áûòü ìåíåå äâóõ.

3. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ A� � 0,
åñëè ïîëå ïëîñêîìåðèäèàííîå. Ïðè ýòîì Br � 0, B� � 0, Bz � 0. Ìàãíèòíîå ïîëå îñ-
òàåòñÿ òàêæå ïëîñêîìåðèäèàííûì, êîãäà òåëî ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �,
âíîñèìîå â ïîëå, ÿâëÿåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z. Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå
ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì, òåðÿÿ ñâîéñòâî ïëîñêîìåðèäèàííîñòè, ÷òî ïðîèñõîäèò,
íàïðèìåð, êîãäà òåëî ñ ïðîíèöàåìîñòüþ � íå ÿâëÿåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ, òî âîç-
íèêàåò ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè B� è ïîëå íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ
åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé A� ïîòåíöèàëà.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîòåíöèàë èìååò âñå òðè íåíóëåâûå ñîñòàâëÿþùèå Ar, A�, Az,
õîòÿ ïëîòíîñòü òîêà ìîæåò èìåòü ïðè ýòîì åäèíñòâåííóþ îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñî-
ñòàâëÿþùóþ J�.

7. Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå B � rot A â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ðàññ÷è-
òûâàÿ ñîñòàâëÿþùèå Bx, By, Bz ìàãíèòíîé èíäóêöèè, íàõîäèì Bx � 0, By � 0,
Bz � const < 0 ïðè y > 0 è Bz � const > 0 ïðè y < 0, ò. å. ìàãíèòíîå ïîëå îäíîðîäíî
ïðè y > 0 è ïðè y < 0. Òàêîå ïîëå ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì, ðàñ-
ïðåäåëåííûì íà ïëîñêîñòè y � 0 ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ j � –ijx � const.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

3. Ïîòåíöèàë ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëåí
ôóíêöèè ln r, ãäå r — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ïîëÿ äî òî÷-
êè îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà. Ó÷èòûâàÿ àíàëîãèþ óðàâíåíèé Ïóàññîíà

1 1
2

2

2r r
r

U

r r

U�
�

�
�

�

��

�
�

�

�
�

�

�
� � � � ,

1 1
2

2

2r r
r

A

r r

A�
�

�
�

�

��
�

�

�
�

�

�
� � � � J

(óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), îïèñûâàþùèõ ïîòåíöèà-
ëû U è A, ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî A R ln r.

4. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò âíóòðè è âíå ïðîâîäà óðàâ-

íåíèÿì
1

r

d

dr
r

dA

dr

�

�
�

�

�
�� – �0

i

R� 2
, 0 B r B R;

1

r

d

dr
r

dA

dr

�

�
�

�

�
�� 0, r N R, èìåþùèì ðåøåíèÿ:

A(r) � �
�

�
0

24

i

R
r2 + C1 ln r + C2, B(r) � �

dA

dr
�

�

�
0

22

i

R
r –

C

r
1 , ïðè 0 B r B R è

A(r) � C3 ln r + C4, B(r) � �
C

r
3 ïðè r N R.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ âõîäÿùèõ â ðåøåíèÿ ïîñòîÿííûõ Ñ1, Ñ2, Ñ3, Ñ4 èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ. Òàê êàê ïðè r � 0 èìååì B � 0, òî C1 � 0. Ïðè r � R ìàãíèò-

íàÿ èíäóêöèÿ íå ìîæåò èìåòü ðàçðûâà, ÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ
�

�
0

2

i

R
� �

C

R
3 , îò-

êóäà ïîëó÷àåì C3 � –
�

�
0

2

i
. Ïîòåíöèàë À ïðè r � R òàêæå íåïðåðûâåí: �

�

�
0

4

i
+ C2 �

� �
�

�
0

2

i
ln R + C4. Îäíà èç ïîñòîÿííûõ (Ñ2 èëè Ñ4) ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå êî-

íå÷íîå çíà÷åíèå, òàê êàê èçìåíåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà íà ïî-
ñòîÿííóþ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ. Ïðèíèìàÿ Ñ4 � 0, ïî-

ëó÷àåì C2 � –
�

�
0

2

i
(ln R – 0,5) è îêîí÷àòåëüíî ìîæåì íàïèñàòü A(r) � –

�

�
0

24

i

R
r2 –

–
�

�
0

2

i
(ln R – 0,5), B(r) �

�

�
0

22

ir

R
ïðè 0 B r B R; A(r) � –

�

�
0

2

i
ln r, B �

�

�
0

2

i

r
ïðè r N R.

5. Ïîìåñòèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â

òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 0,5d îò îñåé ïðîâîäîâ (ðèñ. Ð27.2).

Ïîòåíöèàë âíå ïðîâîäîâ â òî÷êàõ îñè x ðàâåí

A
i

x d
i

x d Ñe � � � � � �
�

�

�

�
0 0

2
0 5

2
0 5ln , ln , .

Ïîñòîÿííóþ C ïðèíèìàåì ðàâíîé íóëþ, òàê êàê ïðè x � 0 èìååì A � 0.

6. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
d A

dy

2

2
� – �0 J(y),

ãäå J( )
, , ,

, , .

y

i

dh
y h

i

dh
h y h

�
H H

� H H

X

Y
8

Z
8

2
0 0 5

2
0 5

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì Bx(y) �
dA

dy
� –

2 0� i

dh
y + C1 ïðè 0 B y B 0,5h è

Bx(y) �
2 0� i

dh
(y – 0,5h) + C2 ïðè 0,5h B y B h.

Ïîñòîÿííûå Ñ1, Ñ2 èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ Âõ � 0 ïðè ó � 0 è óñ-

ëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âåëè÷èíû Âõ ïðè ó � 0,5h: Ñ1 � 0, C2 � –
� 0 i

d
.

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè Bx(y) �
dA

dy
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì A(y) � –

� 0 i

dh
y2 + C

ïðè 0 B y B 0,5h è A(y) �
� 0 i

dh
(y – 0,5h)2 –

� 0 i

d
y + C3 ïðè 0,5h B y B h.
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Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ìàãíèòíî-
ãî ïîòåíöèàëà ïðè ó � 0,5h ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü:

C3 � C +
� 0

4

ih

d
.

Êðèâûå çàâèñèìîñòåé Âõ(ó), À(ó) (ïðèíÿòî Ñ � 0)
ïîêàçàíû íà ðèñ. Ð27.3.

7. Ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè òîêîâ +i è –i

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x � 0 ìàãíèòíîå ïîëå
òàêæå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêî-
ñòè, òàê ÷òî îñü ó ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ëèíèé
ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Òàê êàê íà ïëîñêîñòè

õ � 0 èìååì Bx �
�
�
A

y
� 0, òî âåêòîðíûé ìàãíèò-

íûé ïîòåíöèàë íà íåé ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå,
ðàâíîå íóëþ çíà÷åíèå.

Ïðè îäíîíàïðàâëåííûõ òîêàõ ïðîâîäîâ ïîëó-

÷àåì By � 0 ïðè x � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
�
�
A

x
� 0,

ò. å. âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò íà îñè ó ýêñòðåìàëüíîå çíà÷å-

íèå. Òàê êàê íà ïëîñêîñòè õ � 0 èìååì Bx �
�
�
A

y
� 0, òî À � À(ó) � const.

8. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà â òî÷êàõ

æèëû è îáîëî÷êè ïðè 0 B r B R1, R2 B r B R3 è óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
1

r

d

dr
r

dA

dr

�

�
�

�

�
� � 0

â òî÷êàõ âíå òîêîâ ïðè R1 B r B R2, r N R3. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé â êàæ-
äîé èç îáëàñòåé ñëåäóåò îïðåäåëèòü ïî 2 ïîñòîÿííûõ, òàê ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ 8
ïîñòîÿííûõ (âñåãî èìååì 4 îáëàñòè) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü 8 óñëîâèé. Èí-
òåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì:

îáëàñòü 1: 0 B r B R1, A1 � – 0,25 �0 J1r
2 + C1 ln r + C2,

îáëàñòü 2: R1 B r B R2, A2 � C3 ln r + C4,

îáëàñòü 3: R2 B r B R3, A3 � – 0,25 �0 J3r
2 + C5 ln r + C6,

îáëàñòü 4: r N R3, A4 � C7 ln r + C8 .

Â ñèëó ðàâåíñòâà òîêîâ æèëû è îáîëî÷êè è ïðîòèâîïîëîæíîãî èõ íàïðàâëåíèÿ
èìååì Â � 0 ïðè r N R3 è, ñëåäîâàòåëüíî, C7 � 0. Ïîñòîÿííóþ C1 íàõîäèì èç óñëî-

âèÿ B� � �
�
�
A

r
� . ïðè r � 0:

�

�

A

r
1 � – 0,5� J1r + C1r

–1, C1 � 0. Ïîñòîÿííûå C2, C3, C4,

C5, C6, C8 ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà (òðè óñëî-
âèÿ) è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (òðè óñëîâèÿ) â òî÷êàõ íà ãðàíèöàõ îáëàñ-
òåé 1 è 2, 2 è 3, 3 è 4:

A A A A A A
r R r R r R r R r R r R1 2 2 3 3 4

1 1 2 2 3 3� � � � � �
� � �, , ,
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

r

A

r

A

r

A

r

A

rr R r R r R r R r R

1 2 2 3 3

1 1 2 2 3� � � � �

� � �, ,
�

�

A

r r R

4

3�

.

Òàê êàê â êàæäîå èç âûðàæåíèé A1(r), A2(r), A3(r), A4(r) âõîäÿò íå âñå ïîñòîÿí-
íûå, ïîëó÷àåìàÿ ïðè íàõîæäåíèè ïîñòîÿííûõ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé èìååò ðåäêî çàïîëíåííóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî îáëåã÷àåò ðåøåíèå.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çàäàííûõ â óñëîâèè çàäà÷è ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé è ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ìîæåì íàéòè çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà âî âñåõ

îáëàñòÿõ è ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ B � �
�
�
A

r
.

10. Äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîòîêà âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì 	 � A ld
l

� �

� � A dl
l

cos� . Â òî÷êàõ èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Â27.3 êîíòóðîâ âåêòîð A ïàðàëëå-

ëåí âåêòîðó ïëîòíîñòè òîêà J, òîãäà êàê âåêòîð dl îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé êîí-
òóðà è íàïðàâëåíèåì åãî îáõîäà. Â îáîèõ âàðèàíòàõ à, á çàäà÷è ñîñòîÿùèé èç
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ êîíòóð ñëåäóåò ðàçáèòü íà ó÷àñòêè, çàïèñûâàÿ èí-
òåãðàë A ld

l

� êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêàì. Äëÿ âàðèàíòà à èìååì:	 �

� � A dl12 1 1

1

2

cos� + A dl23 2 2

2

3

cos�� + A dl34 3 3

3

4

cos�� + A dl41 4 4

4

1

cos�� � l (A12 – A34).

Îòìåòèì, ÷òî �1 � 0, �4 � �, �2 � –�3 � – 0,5�. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî A12 �

�
�

�
0

2

i
ln

1

a
+ C, A31 �

�

�
0

2

i
ln

1

b
+ C, ïîëó÷àåì 	 �

�

�
0

2

li
ln

b

a
F 1,1�10–7 Âá.

Â óñëîâèÿõ âàðèàíòà á ìîæåì çàïèñàòü:

	 � A12 l �
�

� �
� A r

l

l b aa

b

23
2 2

( )
( )

b a

l b a
dr

�

� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�

2 2

1

( )
,

òàê êàê�1 �0, cos �1 �1, cos
( )

� 2
2 2

�
�

� �

l

l b a
,�

�
3

2
� , cos�3 �0, dl

l b a

b a
2

2 2

�
� �

�

( )
dr.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A12 �
�

�
0

2

i
ln

1

a
+ C, A23(r) � –

�

�
0

2

i
ln r + C, íàõîäèì

	 �
�

�
0

2

li

b a
b

b

a
b a

( )
( ln )

�
� � F 0,62�10–7 Âá.

11. Òàê êàê êîíòóðû ðàñïîëîæåíû âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ, òî
â òî÷êàõ êîíòóðà íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ dl è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìî-
ãî òîêîì äðóãîãî ïðîâîäà, îðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó 4ì � 0.

12. Òàê êàê M �
T 21

1i
�

1

1i
d

l

A l� , ïîëó÷àåì: M �
l

i1
(A2 – A2') �

� �

� �

�

�
0 2

2
1
2

2 1
2 22

l h d h d

d h d h
ln

( )

( )
.
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14. Ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè â âîçäóõå ïîäõîäÿò ïîä ïðÿìûì óãëîì ê ïîâåðõíî-
ñòè òåëà ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ïîýòîìó ñêàëÿðíûé
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìååò íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ÷òî ñëåäóåò

èç óñëîâèÿ
�

�

U

t
ì � 0. Èç óñëîâèÿ Ât � 0 íà ïîâåðõíîñòè òåëà âûòåêàåò, ÷òî

�
�
A

n
� 0.

Íà ïîâåðõíîñòè òåëà, âåùåñòâî êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèÿìè � � 0, , � .,
èìååì Bn � 0, Bt � 0, ÷òî ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ H � –grad Uì , B � rot A,

çàïèñàòü âûðàæåíèÿ
�

�

U

n
ì � 0, A � const.

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ è èõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïîâåðõíî-
ñòè òåë ñ èäåàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñâåäåíû â òàáëèöó:

Ñâîéñòâà âåùåñòâà Uì A
�
�
U

n
ì �

�
A

n

� � .*V, � 0

� � 0, , � .

const

f(x,y)

f(x,y)

const

f(x,y)

0

0

f(x,y)

27.3. Êîìïëåêñíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

ÂÎÏÐÎÑÛ

19. Äåéñòâèòåëüíî, íà äâèæóùèåñÿ â ïðîâîäíèêå ýëåêòðîíû äåéñòâóåò ñèëà ñî
ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîñåäíèõ òîêîâ, òàê ÷òî òîê äîëæåí ïîä äåéñòâèåì
ýòîé ñèëû â îáùåì ñëó÷àå ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ. Èçìåíåíèþ ïëîòíîñòè òîêà ïðå-
ïÿòñòâóþò ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè, â ñâÿçè ñ ÷åì â ïðîâîäíè-
êàõ ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

21. Òàê êàê ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïàðàëëåëüíû îñè y, òî ìî-
æåì íàïèñàòü H � jHy, ïðè÷åì ïðè ñãóùåíèè ëèíèé â íàïðàâëåíèè îñè x ïîëó÷à-
åì H � jHy(x). Âû÷èñëÿÿ ïðîåêöèè âåêòîðà rot H íà îñè x, y, z, íàõîäèì rotx H � 0,

roty H � 0, rotz H �
�

�

H

x

y � 0, íà îñíîâàíèè ÷åãî äåëàåì çàêëþ÷åíèå, ÷òî ñãóùåíèå

ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íàïðàâëåíèè îñè õ âîçìîæíî ëèøü â
îáëàñòè ñ òîêîì, ïëîòíîñòü êîòîðîãî J � Jz � 0.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Èç âûðàæåíèÿ 	 � A ld
l

� ñëåäóåò, ÷òî â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå

ìàãíèòíûé ïîòîê ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå 	 � (À2 – À1)l, ãäå À2, À1 — âåê-
òîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íà ñòîðîíàõ êîíòóðà. Òàê êàê À � �Vì + C, òî ïîëó-
÷àåì 	 � �Dl(Vì2 – Vì1) � 4��10–6 Âá.

2. Ñîâìåñòèì ïëîñêîñòü õ � 0 ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ìàã-
íèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè: � � �1 ïðè õ < 0 è � � �2 ïðè õ > 0. Ãðàíè÷íûå óñëî-
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âèÿ íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ Ht1 �Ht2 çàïèøåì â âèäå jHy1 + kHz1 � jHy2 + kHz2 è, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

H
A

z

A

x
y

x z
1

1

1 11
� ��

�
�

�

�
�

�

�

�

�

�
, H

A

x

A

y
z

y x
1

1

1 11
� �

�

�
��

�

�
���

�

�

�

�
,

ïîëó÷èì

1 1

1

1 1

2

2 2

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

A

z

A

x

A

z

A

x
x z x z��

�
�

�

�
� � ��

�
�

�

�
� ,

1 1

1

1 1

2

2 2

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

A

x

A

y

A

x

A

y

y x y x�
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
�� .

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå Bn1 � Bn2 çàïèñûâàåì â âèäå Bx1 � Bx2, èëè

�

�

�

�

�

�

�

�

A

y

A

z

A

y

A

z
z y z y1 1 2 2� � � .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Ht1 �Ht2, Bn1 � Bn2 ÷åðåç ñêàëÿðíûé
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, ó÷òåì ñîîòíîøåíèå H � –grad Uì è ïîëó÷èì:

�

�

�

�

U

y

U

y
ì1 ì2� ,

�

�

�

�

U

z

U

z
ì1 ì2� , �

�

�
�

�

�1 2

U

x

U

x
ì1 ì2� .

Èç ïåðâûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà ïî êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä, ñëå-
äóåò, ÷òî Uì1 � Uì2, ò. å. ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè.

Ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, êàê è åãî êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ñðåä ïðîèçâîäíàÿ, íåïðåðûâåí íå òîëüêî â ñëó÷àå ïëîñêèõ, íî è íåïëîñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé.

3. Ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ñå÷åíèå òðóáêè, ëåæàùåé âíå ïðîâîäà è îãðàíè÷åí-

íîé ëèíèÿìè ðàäèóñîâ rk+1, rk, ðàâåí 
	k � (Ak+1 – Ak) l � �
�
�
il

2
ln

r

r
k

k

�1 . Âåëè÷èíà 
	k

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïðè ëþáîì k, åñëè
r

r
k

k

�1 � const. Ìàãíèòíûé ïîòîê

ñêâîçü ñå÷åíèå ëþáîé òðóáêè âíóòðè ïðîâîäà 
	k � (Ak+1 – Ak)l � � ��

�

�

il

R
r rk k

4 2 1
2 2( )

ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, åñëè åå ðàäèóñû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
r rk k� �1

2 2 � const.

4. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàëîæåíèÿ, íàõîäèì

( � �
i

2�
ln (z – b) +

i

2�
ln (z + b) + C �V� �

i

2�
ln

z b

z b

�
�

+ C.
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Äëÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿþùèõ Íõ, Íy íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàõîäèì

âåëè÷èíó
d

dz

V

x
j

U

x
H jHy x

( �

�

�

�
� � � � �ì ì è ïîëó÷àåì â òî÷êàõ îñè õ: Íx � 0, Hy �

�
�

F
�

i b

x b x� 2 2 2

48

0 02

,

,

A

ì
è â òî÷êàõ îñè y:

Hy � �
�

F �
�

i b

y b y� 2 2 2

48

0 02

,

,

A

ì
, Íx � 0.

5. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ðàâíà

d

dz

d

dx

V

x
j

U

x
H jHy x

( ( �

�

�

�
� � � � � �ì ì .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû Hx + jHy îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò óì-

íîæèòü íà j è íàéòè ñîïðÿæåííóþ êîìïëåêñíóþ âåëè÷èíó: j
d

dz

(*�

�
�

�

�
� � Hx + jHy.

6. Â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ïëîùàäêó
äëèíîé l ìîæíî îïðåäåëèòü ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïîòîêà êàê 	 � �0 
Vìl �
� �(V2ì – V1ì)l, ãäå V2ì, V1ì — ôóíêöèÿ ïîòîêà íà ñòîðîíàõ 2 è 1 ïëîùàäêè. Ðàñ-

ñ÷èòàâ ôóíêöèþ ïîòîêà èç âûðàæåíèÿV r Cì � � �
1

2�
ln , íàõîäèì	 � ��

�0
2

12

i l r

r
ln .

Ïîëó÷àåì ïðè óñëîâèÿõ: à) r2 � r1 è	 � 0, á) r1 � 1, r2 � 2 è	 � �2,77�10–5l Âá, â) r1 � 2,
r2 � 2 2 è 	 � �1,39�10–5 l Âá.

7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ra, Rc ñîïðîòèâëåíèÿ íà åäèíèöó äëèíû àëþìèíèåâîé îáî-
ëî÷êè è ñòàëüíîé ñåðäöåâèíû ïðîâîäà. Òàê êàê òîê ïðîâîäà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæ-
äó îáîëî÷êîé è ñåðäöåâèíîé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ñîïðîòèâëåíèÿì, òî

èç ñîîòíîøåíèé icRc � iaRa, ic + ia � i íàõîäèì ià �
iR

R R
c

c a�
, iñ �

iR

R R
a

c a�
.

Äëÿ ÷èñëåííûõ óñëîâèé çàäà÷è ïîëó÷àåì: Rc/Ra � 10,5, ia � 18,26 A, ic � 1,74 A.

Ìàãíèòíîå ïîëå âíå ïðîâîäà òàêîå æå, êàê è ïîëå ëèíåéíîãî òîêà, ïðîòåêàþùåãî

âäîëü îñè ïðîâîäà. Ïîýòîìó êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ((z) � �
i

2�
ln z + C.

Âíóòðè ïðîâîäà ôóíêöèþ Vì � �� H r dr
r

( )
0

íàõîäèì, çàïèñûâàÿ íàïðÿæåííîñòü ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ H r
i r

r
( ) � c

c2 2�
ïðè 0 B r B rc è H r

i

r

r r

r
( )

( )
� �

�c à c

2 2

2 2

�

�

�

J
ïðè rc B r B ra,

ãäå J à à c� �i r rà ( ( ))� 2 2 :

Vì � �
i r

r

c

c

2

24�
+ C ïðè 0 B r B rc,

Vì � � � �
�

�
�

�
��

�

�
�� �

i i r

r

r r
r

r

r
Cc c

c

à c
c

c4 2 2 2

2 2
2

� �
ln ln

J
ïðè rc B r B ra.

330 Îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷



8. Èç âûðàæåíèÿ Vì � �i
r

R

0
2

24�
+ C1 (ñì. § 27.11) ñëåäóåò, ÷òî Vì1 � C1 ïðè r0 � 0 è

Vì2 � �
i

4�
+ C1 ïðè r0 � R, ò. å. íà êîíòóðå ñå÷åíèÿ ïðîâîäà. Ìàãíèòíûé ïîòîê

âíóòðè ïðîâîäà íà åäèíèöó äëèíû ñîñòàâëÿåò 	 �
�
�
i

4
Âá.

Âíóòðåííåå ïîòîêîñöåïëåíèå ïðîâîäà íà åäèíèöó äëèíû, â òî æå âðåìÿ, ðàâíî

4O �
�
�
i

8
(ñì. ò. 1, § 3.5).

Âåëè÷èíû 	 è 4O íå ñîâïàäàþò, òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêà íå ó÷èòûâàåòñÿ
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè âíóòðè ïðîâîäà îõâàòûâàþò
ðàçëè÷íûå òîêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ ïîòîêà è ïîòîêîñöåïëåíèÿ ðàçëè÷íû,
õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíè ñîâïàäàþò.

9. Èçîáðàçèì íà ðèñ. Ð27.4 ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ è îò-
ðåçîê ÀÂ. Îáîçíà÷èâ ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðîâ ñå÷å-
íèé ïðîâîäîâ äî òî÷åê À, Â ÷åðåç r1, r2, 'r1, 'r2 , ìîæåì
çàïèñàòü
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i r
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27.4. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

5. Ïðè îïðåäåëåíèè êîíôèãóðàöèè èçîáðàæåííûõ ïðîâîäîâ ñ òîêàìè, à òàêæå
íàïðàâëåíèé òîêîâ ñëåäóåò èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî â îäíîðîäíîé ñðåäå íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, êîòîðûå ÿâëÿëèñü ïîâåðõíîñòÿìè íàìàãíè÷åííûõ òåë, äîëæíà ñîõðà-
íèòüñÿ òîé æå ôóíêöèÿ Uì(x, y, z).

Ïîýòîìó äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ Uì � const íà ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåííûé òîê
äîëæåí ïðîòåêàòü òàêæå ïî èçîãíóòîìó ïîä óãëîì 90 ãðàäóñîâ ïðîâîäó, ïðè÷åì
íàïðàâëåíèå òîêà â íåì äîëæíî áûòü òàêèì æå, êàê è äåéñòâèòåëüíîãî òîêà.
Åñëè îäíà èç ñòîðîí èçîãíóòîãî ïðîâîäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïîâåðõíîñòè òåëà,
òî îäíà èç ñòîðîí èçîáðàæåííîãî ïðîâîäà òàêæå äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Åñëè â îáùåì ñëó÷àå êîíòóð ñ òîêîì, ðàñïîëîæåííûé íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ
íàìàãíè÷åííîãî òåëà, èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, òî êîíòóð èçîáðàæåííîãî
òîêà äîëæåí áûòü çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì çàäàííîãî êîíòóðà.

6. Ìàãíèòíîå ïîëå êðóãîâîãî êîíòóðà ñ òîêîì, îõâàòûâàþùèì ñîîñíûé ñ íèì
ìàãíèòíûé öèëèíäð, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîìåðèäèàííûì, ïðè÷åì ëèíèè ìàãíèòíîé
èíäóêöèè ïîäõîäÿò ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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ïîñëå óñòðàíåíèÿ öèëèíäðà ïîëå äîëæíî ñîõðàíèòüñÿ ïëîñêîìåðèäèàííûì, èçî-
áðàæåííûé òîê òàêæå äîëæåí èìåòü ôîðìó êîëüöà, ñîîñíîãî ñ öèëèíäðîì. Ìàã-
íèòíàÿ èíäóêöèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà êðóãîâîé êîíòóð èçîáðàæåííîãî òîêà èìååò ðàäèóñ, ìåíüøèé ðàäèóñà öè-
ëèíäðà. Èñêîìûå âåëè÷èíû — ðàäèóñ èçîáðàæåííîãî òîêà è åãî çíà÷åíèå — ñëå-
äóåò îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèíèìàåì â òî÷êå ïîâåðõíîñòè òåëà, áëèæàéøåé ê ïðîâî-
äó, è îòñ÷èòûâàåì êîîðäèíàòó õ âïðàâî îò íà÷àëà êîîðäèíàò âäîëü ïîâåðõíîñòè.

Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ òîêà âìåñòå ñ åãî çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì ðà-

âåí ( � �
i

2�
[ln (z – jh) + ln (z + jh)] + C.

Òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè òåëà èìååì Hx � 0, Í � Íy, òî ïîëó÷àåì Í �
d

dz

(
�

�
�

i x

x h� 2 2
. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ Í F 7,1 À/ì äîñòèãàþòñÿ ïðè x � +h è x � –h.

Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäà ñ òåëîì ðàâíà ' � �f
f

l

i

h

�

�
0

2

4
� 8,9�10–4 Í/ì.

2. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ( � �
i

2�
[ln (z – jh) – ln (z + jh)] + C,

íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà H � Hx � �
�

d

dz

i h

x h

(
� 2 2

.

Åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå Í �
i

h�
F 14,1 À/ì äîñòèãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà ïðè

õ � 0. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäà ñ òåëîì ðàâíà òîé æå âåëè÷èíå
�

�
0

2

4

i

h
, îäíàêî

â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ.

3. Íà ðàçìåùåííûé âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà ïðîâîä ñ òîêîì
(ðèñ. Ð27.5) äåéñòâóåò ñèëà f1 � –ifx1 ñî ñòîðîíû òîêà i1, ñèëà f2 �
� –jfy2 ñî ñòîðîíû òîêà i2 è ñèëà f3 � –ifx3 – jfy3 ñî ñòîðîíû i3. Èõ
çíà÷åíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì:

fx1 �
�

�
0

2

14

i

d
l, fy2 �

�

�
0

2

24

i

d
l,

fx3 �
�

�
0 1
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1
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2
22 2

d i l

d d[( ) ( ) ]�
, fy3 �

�

�
0 2
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1
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2
22 2

d i l

d d[( ) ( ) ]�
.

Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ïðîâîäà ê ñòîðîíàì óãëà ñîñòàâëÿåò:

ê âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå fx � fx1 + fx3 �
�

�
0

2

1

1

1
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2
24

1i l

d

d

d d
�

�

�

�
�

�

�
� � 4,5�10–4 l Í,

ê ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíå fy � fy1 + fy3 �
�

�
0

2

2

2

1
2

2
24

1i l

d

d

d d
�

�

�

�
�

�

�
� � 4,1�10–4 l Í.
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Åñëè âåùåñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ èäåàëüíûìè äèàìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, òî
çíàêè èçîáðàæåííûõ òîêîâ èçìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ÷òî ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ çíàêà äåéñòâóþùåé íà ïðîâîä ñèëû.

4. Òàê êàê çåðêàëüíî èçîáðàæåííûé â îäíîé èç ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé òîê äîë-
æåí áûòü èçîáðàæåí, â ñâîþ î÷åðåäü, è â äðóãîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, òî ïîëíîå
÷èñëî òîêîâ, ïðè êîòîðîì ïîòåíöèàëû íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ áóäóò ïîñòîÿííû-
ìè, îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

Íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z � x + j 0 ðàâíà (ïðîâîä ñ òîêîì èìååò êîîðäèíàòó z � j0,5d)

H x
ix

x d x n d x n
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N
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( , ) [( , ) ] [(

�
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� �
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��

2
2
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2 2 2 2
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�
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�
2

0 5 2
1 , ) ]

.
dn

N

Ïðè N � 1 ó÷èòûâàþòñÿ äâà èçîáðàæåííûõ òîêà, ïðè N � 2 — ÷åòûðå òîêà, ïðè
N � 3 — øåñòü òîêîâ è ò. ä.

Ïðè ó÷åòå âñåõ èçîáðàæåííûõ òîêîâ èìååì Hy(x) �
i

d

e

e

i

d
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d

d x

d x2
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�
th .

Ïðè ó÷åòå ÷åòûðåõ èçîáðàæåííûõ òîêîâ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà âåëè÷èíû Hy (ïðè
x � d) ñîñòàâëÿåò 15,4%, à ïðè ó÷åòå øåñòè òîêîâ — 7,7%.

5. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà ïðîâîäà è íàìàãíè÷åííîãî òåëà ðàâíà ñèëå âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ òîêîâ: çàäàííîãî è çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî, ðàâíîãî

i i i f Bl i
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h
l' �
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� �

� �
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, .

Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè f l F� ( )� � 0 ïðèâåäåíà íà ðèñ. Ð27.6.

Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè

äîïóùåíèè � � .: fmax �
�

�
0

2

4

i

h
l.

Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñèëû ïðè äîïóùåíèè � � . ìîæ-

íî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû � �
f f

f
max � 100%. Ïî-

ãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû � ïðè äîïóùåíèè
� � ., åñëè ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà òåëà
áîëüøå âåëè÷èíû � � ( )1 200� � �0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

� � 5% èìååì � � E>�0.

Òàêèì îáðàçîì, óæå ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì çíà÷åíèè ìàãíèòíîé ïðîíè-
öàåìîñòè ìîæíî áåç çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèíÿòü ïðè ðàñ÷åòå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé ñèëû äîïóùåíèå � � .. Òàêîå äîïóùåíèå óïðîùàåò ðàñ÷åò, ïîçâîëÿÿ
îöåíèòü çíà÷åíèå ñèëû áåç âûïîëíåíèÿ ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé.
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28.1. Èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ, êàòóøåê è òîêîïðîâîäîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäà êîíòóðà ïðè-
âîäèò â îáùåì ñëó÷àå ê èçìåíåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå òîëüêî âíóòðè ïðîâîäà,
íî è â îêðóæàþùåì êîíòóð ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó êàê âíóòðåííÿÿ, òàê è âíåø-
íÿÿ èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà çàâèñÿò îò çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà ïî
ñå÷åíèþ ïðîâîäà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû ïðîòåêàþùåãî ïî êîíòó-
ðó òîêà è âûòåñíåíèè òîêà íà ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà åãî âíóòðåííèé ïîòîê óìåíü-
øàåòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî óìåíüøàåòñÿ è âíóòðåííÿÿ èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà.

2. Ïîíÿòèå èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà èç áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðîâîäà òåðÿåò ñìûñë,
òàê êàê âñëåäñòâèå íåîãðàíè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè âáëèçè
ïðîâîäà ñöåïëåííûé ñ êîíòóðîì ìàãíèòíûé ïîòîê ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øèì, õîòÿ òîê ïðîâîäà è îñòàåòñÿ êîíå÷íûì. Ïîýòîìó èíäóêòèâíîñòü òàêîãî
êîíòóðà íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà.

Â òî æå âðåìÿ âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü äâóõ êîíòóðîâ èç áåñêîíå÷íî òîíêèõ
ïðîâîäîâ êîíå÷íà, åñëè êîíòóðû íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ïîòîêîñöåïëåíèå âçà-
èìíîé èíäóêöèè â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íî, òàê êàê ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, ñîçäàííàÿ
êîíòóðîì 1 íà íàòÿíóòîé íà êîíòóð 2 ïîâåðõíîñòè, íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü íè â îäíîé òî÷êå.

4. Òàê êàê ïîòîêîñöåïëåíèå âçàèìíîé èíäóêöèè çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè, íî òàêæå è îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà, òî ïî-
òîêîñöåïëåíèå, êàê è âçàèìíóþ èíäóêòèâíîñòü, ìîæíî ðàññ÷èòàòü, òîëüêî åñëè
ôóíêöèÿ J(x, y, z) çàäàíà â îáúåìàõ ïðîâîäîâ îáîèõ êîíòóðîâ.

5. Â ïðèâåäåííîì äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà âûðàæåíèè ïîä âåëè-
÷èíîé À ñëåäóåò ïîíèìàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ òîêà êîíòóðà, òàê êàê èí-

òåãðàë
1

2
JAdV

V

� îïðåäåëÿåò â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêà, ïðîòå-

êàþùåãî â êîíòóðå.

7. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èíäóêòèâíîñòü âèòêà èìååò, êîãäà óãîë ìåæäó ïîëó-
êîëüöàìè ñîñòàâëÿåò 180 ãðàäóñîâ (ïëîñêèé êîíòóð), à íàèìåíüøåå — ïðè ñî-
âìåùåíèè ïîëóêîëåö (óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ïîëóêîëåö ðàâåí 0 ãðàäóñîâ).

8. Èíäóêòèâíîñòü äâóõ ñîåäèíåííûõ èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ âèòêîâ ðàâíà Lýêâ �
� L1 + L2 + 2M , òàê ÷òî ïðè ÷èñëå âèòêîâ êàòóøêè, ðàâíîì N, åå ýêâèâàëåíòíàÿ

èíäóêòèâíîñòü Lýêâ � L Mk

k

N

kp

k

N

p

N

� ��
2 22�

1 11

(â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì k � p). Ïîýòîìó

èíäóêòèâíîñòü ìíîãîâèòêîâîé êàòóøêè ïðåâûøàåò íà âåëè÷èíó M kp

k

N

p

N

��
22

11

ñóì-

ìó èíäóêòèâíîñòåé åå âèòêîâ.

9. Ïðè ïðîòåêàþùèõ ïî êîíòóðàì òîêàõ i1, i2 ýëåêòðîìàãíèòíóþ ñèëó f, ñòðå-
ìÿùóþñÿ èçìåíèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîíòóðîâ, ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ïîëü-
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çóÿñü âûðàæåíèåì f � i1i2
�
�
M

g
(g — îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà). Ïðîèçâîäíàÿ

�
�
M

g

îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü M äîñòèãàåò ñâîåãî ýêñòðå-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ÷òî èìååò ìåñòî, êîãäà êîíòóðû ðàñïîëîæåíû ñîîñíî â îäíîé
ïëîñêîñòè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîâîäå ðàäèóñîì ñå÷åíèÿ R ðàññ÷èòàåì ïî ôîðìó-

ëå Wì � '�W dV
V

ì � 0,5�l H r dr d
R

2

00

2

�
�

�� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè J � const èìååì H(r) �
J r

2
,

íàõîäèì: Wì �
�

�
l i2

16
è Lâíóòð �

2
2

W

i

ì �
�
�
l

8
.

3. Òàê êàê L
l

âíóòð �
�
�4
, L

l D

R
âíåøí � �

� 0 ln , òî
L

L

D

R
âíåøí

âíóòð

� F
4

92
�

�

�

�
D Dln , .

5. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå h 00 d, D, ìîæíî îïðåäåëèòü âèä ëèíèé íàïðÿæåííî-

ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå øèíû. Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó øèíàìè ìàãíèò-
íîå ïîëå ðàññìàòðèâàåì êàê îäíîðîäíîå, è åãî ëèíèè ïàðàëëåëüíû äëèííûì ñòî-
ðîíàì øèí, òîãäà êàê â îáëàñòè âíå øèí ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò è H � 0.
Âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåæäó øèíàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
êîíîì ïîëíîãî òîêà ðàâíà H � i/h è íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà
ïî òîëùèíå øèí.

Èíäóêòèâíîñòü ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå L �
2

2

W

i

ì . Â ñëó÷àå à ïîëó÷àåì

Wâíóòð �
� 0

2 3

3

h dJ
l, à â ñëó÷àå á: Wâíóòð �

� 0 0
2 3

20

h dJ
l. Òàê êàê Wâíåøí �

� 0 2

2

Dl

h
i , òî:

à) L
h

d
D l� ��

�
�

�

�
�

� 0 2

3
, á) L

h
D l� �

� 0 0 4( , ) .

6. Èíäóêòèâíîñòü òîêîïðîâîäà èç äâóõ øèí òîëùèíîé 2d êàæäàÿ ðàññ÷èòàåì ïî
ôîðìóëå

L
W

i i
lhH x dx

d

h
l

d

0 2 2 0
2

0

5 2

02 4 1

2

7

3
� � ��ì �

�
( ) .

Ïðè ðàñ÷åòå èíäóêòèâíîñòè òîêîïðîâîäà ñ «ðàñùåïëåííûìè øèíàìè» ó÷òåì,
÷òî âíóòðè øèí íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, à âíå èõ
ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå:

L
W

i i
lhH x dx

d

h
l

d

1 2 2 0
2

0

7 2

02 4 1

2

17

6
� � ��ì �

�
( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñùåïëåíèè øèíû òîêîïðîâîäà íà äâå åãî èíäóêòèâíîñòü
âîçðàñòàåò â L1/L F 1,2 ðàçà.
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7. Èíäóêòèâíîñòü òîêîïðîâîäà íàõîäèì ïî ôîðìóëå L �
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Ïîëó÷àåì èíäóêòèâíîñòü L �
5

6
0�
d l

h
. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ñîåäèíåíèÿ øèí òîêî-

ïðîâîäà åãî èíäóêòèâíîñòü óìåíüøàåòñÿ â 2,8 ðàçà â ñðàâíåíèè ñ èíäóêòèâíî-
ñòüþ L0 (ñì. óïð. 6) «íåðàñùåïëåííîãî» òîêîïðîâîäà è â 3,4 ðàçà â ñðàâíåíèè
ñ èíäóêòèâíîñòüþ «ðàñùåïëåííîãî» òîêîïðîâîäà ñ òîêàìè îäèíàêîâîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ â ñîñåäíèõ øèíàõ.

8. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ íàéäåì
èç óñëîâèÿ, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ñâÿçè k, îïðåäåëÿåìîå âû-
ðàæåíèåì k � M L L1 2 , ðàâíî 1. Ïîýòîìó Mmax � L L1 2 .

10. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâíîñòè ïðè ïðåíåáðåæåíèè âíóòðåííåé
èíäóêòèâíîñòüþ Lâíóòð ðàâíà
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100% F 89%,

ò. å. âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòüþ ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ. Ïðè � � �0 ïîëó÷àåì

�
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8
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100 7 5
R

R
R

a

R
ln

% , %,

÷òî òàêæå ïðåâûøàåò çàäàííîå çíà÷åíèå.

11. Èíäóöèðóåìàÿ â êîíòóðå ÝÄÑ ðàâíà e F 8,9�10–4 sin 314 t Â. Àêòèâíîå ñîïðî-

òèâëåíèå r �
l

s,
F 1,05�10–3 Îì, èíäóêòèâíîñòü L � �0R ln ,

8
175

R

a
��

�
�

�

�
� F 1,4�10–7 Ãí,

èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå !L F 4,4�10–5 Îì.

Ìîùíîñòü ïîòåðü P �
E r

r L

2

2 2� ( )!
F 3,8�10–4 Âò.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå (!L � 4,4�10–5 Îì) êîíòóðà çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå àêòèâíîãî (r � 1,05�10–3 Îì), äîïóùåíèå î ìàëîñòè ìàãíèòíîãî
ïîòîêà, îáóñëîâëåííîãî èíäóöèðîâàííûì òîêîì êîíòóðà, ìîæíî ñ÷èòàòü îïðàâ-
äàííûì.

12. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíäóêòèâíîñòü âèòêà è åãî ñîïðîòèâëåíèå ïîñòîÿííîìó òîêó

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè L � �0R ln ,
8

175
R

a
��

�
�

�

�
� , r

R

a

R

a
� �

2 2
2 2

�

,� ,
, èñêîìîå ñîîò-

íîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïîñòîÿííóþ âðåìåíè âèòêà, èìååò âèä:
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175ln , .

Åñëè ìàòåðèàëîì ïðîâîäà âèòêà ÿâëÿåòñÿ ñòàëü, òî ïîëó÷àåì
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a
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�� .

Êðèâàÿ - � f(a) äëÿ âèòêà ñòàëè èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð28.1.

28.2. Ìåòîä ó÷àñòêîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Â ìåòîäå ó÷àñòêîâ èíòåãðàëû ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ñóììû èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêàì ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Óñëîâíûì ÿâëÿåòñÿ òîëêî-
âàíèå èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêàì êàê èíäóêòèâíîñòåé ýòèõ ó÷àñòêîâ ëèáî êàê âçà-
èìíûõ èíäóêòèâíîñòåé ìåæäó íèìè, òàê êàê ýëåêòðè÷åñêèé òîê âñåãäà çàìêíóò
è íå ìîæåò ïðåðûâàòüñÿ íà êîíöàõ ó÷àñòêîâ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ìàãíèò-
íûé ïîòîê, ñöåïëåííûé ñ êîíòóðîì, íî íå ñ ó÷àñòêîì êîíòóðà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

6. Ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð ðàçìåðîì aK2a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ðÿäîì
ðàñïîëîæåííûõ êâàäðàòíûõ êîíòóðîâ 1 è 2 ðàçìåðàìè aKa (ðèñ. Ð28.2). Èíäóê-
òèâíîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà îòëè÷àåòñÿ îò âåëè÷èíû 2Lê, òàê êàê M12 � 0.

7. Âíåøíèå èíäóêòèâíîñòè êâàäðàòíîãî è êðóãëîãî âèòêîâ ðàâíû ñîîòâåòñò-
âåííî:
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28.3. Èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü ìåæäó äâóìÿ ëèíèÿìè îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè òàêîì
èõ ðàñïîëîæåíèè, êîãäà ïîòîê âçàèìíîé èíäóêöèè ðàâåí íóëþ: åñëè ïðîâîäà îä-
íîé èç ëèíèé ðàçìåùåíû â ïëîñêîñòè y � 0 íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ïëîñêî-
ñòè x � 0 (èõ êîîðäèíàòû ñóòü z � a + j0 è z � – a + j0), òî ïðîâîäà âòîðîé ëèíèè
äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ïëîñêîñòè x � 0 (íàïðèìåð, êîîðäèíàòû ïðîâîäîâ âòî-
ðîé ëèíèè ðàâíû z � 0 + jb è z � 0 – jb).

2. Ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ïëîòíîñòü òîêà â ëþáîé òî÷êå ñå÷åíèÿ ïðîâîäà èìååò
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, òîãäà êàê ïðè ïåðåìåííîì òîêå îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàò òî÷êè. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èþ íå òîëüêî âíóòðåííèõ èíäóêòèâíî-
ñòåé ïðîâîäîâ, íî òàêæå è âíåøíèõ.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

4. Ïðèíèìàÿ äëèíó b ðàìêè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàùåé ïðè a � const, r0 � const,
íàõîäèì âåëè÷èíó L/b èç âûðàæåíèÿ äëÿ èíäóêòèâíîñòè ïðÿìîóãîëüíîé ðàìêè
(ñì. § 28.6):
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Òàêèì îáðàçîì, èíäóêòèâíîñòü íà åäèíèöó äëèíû áåñêîíå÷íî äëèííîé ðàìêè
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ln , ÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíî-

ñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïðè a � D, r0 � R (ñì. § 28.8).

5. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä çåðêàëüíûõ îòðàæåíèé, çàïèøåì èíäóêòèâíîñòü äâóõïðî-
âîäíîé ëèíèè, îáðàçîâàííîé çàäàííûì ïðîâîäîì è åãî çåðêàëüíûì èçîáðàæåíè-

åì: L
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ln . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîòîêîñöåïëåíèå äâóõïðîâîäíîé ëèíèè â

äâà ðàçà ïðåâûøàåò ïîòîêîñöåïëåíèå ïîäâåøåííîãî íàä ïîâåðõíîñòüþ òåëà ïðî-

âîäà, ïîëó÷àåì èñêîìóþ èíäóêòèâíîñòü L
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Êàê âèäíî, èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà, ïîäâåøåííîãî íà âûñîòå h íàä ïëîñêîé ïî-
âåðõíîñòüþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî òåëà, â äâà ðàçà ìåíüøå èíäóêòèâíîñòè äâóõ-
ïðîâîäíîé ëèíèè, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäàìè êîòîðîé ðàâíî 2h.

6. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ó÷àñòêîâ è çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé (ðèñ. Ð28.3), ìîæåì
çàïèñàòü âûðàæåíèå: L � L1 + M12 + M12' + M1'2 + M1'2', ãäå L1 — èíäóêòèâíîñòü
äâóõïðîâîäíîé ëèíèè áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ çåìëè, M12, M12', M1'2, M1'2' — âçàèìíûå
èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ïðîâîäàìè ëèíèè è èõ çåðêàëüíûìè èçîáðàæåíèÿìè, ðàâíûå
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Ïðè çàäàííûõ ðàññòîÿíèÿõ è ðàäèóñàõ ïðîâîäîâ íàõîäèì:
L1 � 1,18�10–5l Ãí. Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè ïðè
ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè íå ïðåâûøàåò 1%.

7. Äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè îòîáðàçèì ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèè ( � f(z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî çàäàííóþ îáëàñòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü. Âûáîð îòîáðàæàþùåé ôóíêöèè, íàõîæäåíèå êîîðäèíàò îñåé ïðîâîäîâ
â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî ( âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó â § 25.3,
óïð. 4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè òîêè è ïîòîêîñöåïëåíèÿ íå
ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèé è èìåþò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è â ïëîñêîñòè ïåðåìåííî-
ãî z, ìîæåì ðàññ÷èòàòü èíäóêòèâíîñòü ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé ïðè ðåøåíèè
ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R0, D0, h10, h20, ïîëó-
÷àåìûå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé (. Ðàäèóñû ïðîâîäîâ ïðèìóò ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ R | f'(z)| ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè | f'(z) | íà îñè ïðîâîäîâ. Îáîçíà÷èâ êîîð-
äèíàòû îñåé ïðîâîäîâ â ïëîñêîñòè ( ÷åðåç (1 � v1 + ju1, (2 � v2 + ju2, ïîëó÷èì:

D v v u u0 1 2
2

1 2
2� � � �( ) ( ) , h10 � u1, h20 � u2. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, ïî-

êàçàííîé íà ðèñ. Â28.1, á, è èñïîëüçîâàíèè îòîáðàæàþùåé ôóíêöèè (
�

� ed
z

èìååì

R R d10 � � , R R d e d h
20

4� ( )� � , z1 � jh1, z2 � h4 + jh2, (1 � cos �h1/d + j sin �h1/d, (2 �

ed
h

�
4

(cos �h2/d + j sin �h2/d), òàê ÷òî

D
h

d
e

h

d

h

d
e

hd h d h
0

1 2

2

1 24 4� ��

�
�

�

�
� � �cos cos sin sin

� � � �� �

d

�

�
�

�

�
�

2

.

Îòîáðàæàþùèå ôóíêöèè äëÿ äðóãèõ êîíôèãóðàöèé îáëàñòåé ïðèâåäåíû ïðè ðå-
øåíèè óïð. 4, § 25.3.

8. Òàê êàê ïðè íåìàãíèòíîì ìàòåðèàëå ïðîâîäîâ ëèíèè âûðàæåíèå L � � �0 l K

K ��

�
�

�

�
�ln

D

R

1

4
äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå èíäóêòèâíîñòè, òî íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóë f1 � B l i, f2 �
1

2
2i
dL

dg
âûðàæåíèÿ f1 �

�

A�
0

2l i

D
, f2 �

1

2

1

4
2 0i

d

dD

l D

R

�

�
ln ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� ñîâïà-

äàþò.
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Åñëè ïðîâîäà âûïîëíåíû èç ôåððîìàãíèòíîãî âåùåñòâà, òî äîïóùåíèå î òîì,
÷òî òîêè ñîñðåäîòî÷åíû íà îñÿõ, ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì, ñïðàâåäëèâûì ëèøü
ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ D 00 R.

28.4. Èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íàëè÷èå âáëèçè ïðîâîäîâ ëèíèé ïåðåäà÷è íåìàãíèòíûõ ïðîâîäÿùèõ òåë ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ èíäóêòèâíîñòåé ïðîâîäîâ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ öåëåñîîáðàç-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü çåìëè, ìåòî-
äîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé è ðàññ÷èòàòü âåëè÷èíû L è M ñ ó÷åòîì çåðêàëüíî
ðàñïîëîæåííûõ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè çåìëè òîêîâ. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
äàæå ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ, êîãäà D12 � D23 � D31, ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ïðîâîäàìè è èõ çåðêàëüíûìè èçîáðàæåíèÿìè r1'2, r1'3, r2'3 íå ìîãóò
áûòü ðàâíûìè.

Òàê êàê èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäîâ 1, 2, 3 ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ çåìëè ðàâíû Lk �

� �
�

�
��

�

�
��

l h

R
k

k2

2

4
0�

�
�

ln , k � 1, 2, 3 (ñì. § 28.3, ðåøåíèå óïð. 5), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå

èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäà L �
1

3
(L1 + L2 + L3) ñóòü L �

�

�
0

2

2l h

R
ln +

�
�
l

8
, ãäå h � h h h1 2 3

3 ,

R � R R R1 2 3
3 .

Âçàèìíûå èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ïðîâîäàìè ðàññ÷èòûâàåì ïî ôîðìóëàì

M12 � M120 + M1'A �
�

�
0 1 2

122

l r

D
ln ' , M13 � M130 + M1'I �

�

�
0 1 3

132

l r

D
ln ' ,

M23 � M230 + M2'I �
�

�
0 2 3

232

l r

D
ln ' .

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà âçàèìíîé èíäóêöèè ìåæäó ïðîâîäàìè ðàâíî

M �
�

�
0

2

l r

D
ln , ãäå ïîä âåëè÷èíàìè r, D ñëåäóåò ïîíèìàòü èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ,

ðàâíûå r � r r r1 2 1 3 2 3
3

' ' ' , D � D D D12 13 23 .

Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíàÿ èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà òðåõôàçíîé ëèíèè ïðè
ó÷åòå âëèÿíèÿ ïðîâîäÿùåé çåìëè è íàëè÷èÿ òðàíñïîçèöèè ïðîâîäîâ ðàâíà L' �

� L – M �
l hD

Rr2

2

4
0�

�
�

ln �
�

�
�

�

�
� .

2. Ýêâèâàëåíòíàÿ èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà òðåõôàçíîé ëèíèè ïðè óêàçàííîì

ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ðàâíà L' �
�

�
0

3

2

2 1

4

l D

R
ln �
�

�
�
�

�

�
�
� 1 1,3�10–6 l Ãí � 1,3�10–2 Ãí,

òîãäà êàê èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, îáðàçîâàííîé ïðîâîäàìè

à) 1 è 2: L12 1 2,5�10–6�l Ãí � 2,5�10–6 Ãí.
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á) 2 è 3: L23 � L12 1 2,5�10–6�l Ãí � 2,5�10–2 Ãí,

â) 1 è 3: L13 1 2,77�10–6�l Ãí � 2,77�10–2 Ãí.

3. Ýêâèâàëåíòíûå èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäîâ ëèíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

'L a( ) �
l D

R2

1

4
0�

� ln ��

�
�

�

�
� , 'L á( ) �

l D

R2

2 1

4
0

3

�
� ln .�
�

�
�
�

�

�
�
� Òàê êàê 23 > 1, òî 'L á( ) > 'L a( ) .

Çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ D(a), ïðè êîòîðîì 'L a( )� 'L á( ) , îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ

ln
( )D

R

a � ln
D

R

23

, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî D(a) � D 23 F 1,26 D.

4. Ìîùíîñòü, ïåðåíîñèìóþ â êðàéíèå ôàçû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 2D

äðóã îò äðóãà, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå P1âí � P3âí � ! I 2 Im (a2M12 + aM13),
òîãäà êàê ìîùíîñòü, ïåðåíîñèìóþ âî âòîðóþ ôàçó, — ïî ôîðìóëå

P2âí � ! I 2 Im (a2M23 + aM21).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòû âçàèìíîé èíäóêöèè

M12 �M23 �
�

�
0

2

2
1

l l

D
ln ��

�
�

�

�
� , M13 �

�

�
0

2
1

l l

D
ln ��

�
�

�

�
� , ïîëó÷àåì P1âí F 2700 Âò, P2âí � 0.

Åñëè ïðèíÿòü äîïóùåíèå î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâî-
äîâ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàäèóñàõ ïðoâîäîâ è íèçêèõ

÷àñòîòàõ òîíà, òî r � l/,s è
P

P

P

I r

1 1

23
âí âí� 1 0,32.

5. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñ÷åòà ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî (( )z îáëàcòü ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèè îòîáðàæàåòñÿ íà âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü. Êîîðäèíàòû îñåé ïðîâîäîâ, èõ ðàäèóñû, à òàêæå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íèìè ñëåäóåò ðàññ÷èòàòü òàê æå, êàê ýòî âûïîëíåíî ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõïðî-
âîäíîé ëèíèè (ñì. ðåøåíèå óïð. 7, § 28.3). Íà âòîðîì ýòàïå ýêâèâàëåíòíóþ èíäóê-

òèâíîñòü ïðîâîäà âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå L' �
l hD

Rr2

2

4
0�

�
�

ln �
�

�
�

�

�
� , ó÷èòûâàÿ, ÷òî

îïðåäåëÿåìûå êàê ñðåäíèå âåëè÷èíû h, D, R, r (ñì. ðåøåíèå óïð. 1) ñëåäóåò ðàñ-
ñ÷èòàòü â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî ( � f(z). Äëÿ ðàñ÷åòà ýêâèâàëåíòíîé èíäóêòèâíî-
ñòè ïðîâîäà ïðè äîïóùåíèè îäíîðîäíîñòè ñðåäû ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå

L' �
l D

R2 4
0�

�
�

ln ,��

�
�

�

�
� ãäå D, R — ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðîâîäàìè

è èõ ðàäèóñû, ðàññ÷èòàííûå â èñõîäíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî z � x + jy.

29.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â äèýëåêòðèêå

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Îáðàòíàÿ âîëíà âîçíèêàåò ïðè îòðàæåíèè ïðÿìîé âîëíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ îò ñðåäû, ýëåêòðîìàãíèòíûå ñâîéñòâà êîòîðîé îòëè÷íû îò ñâîéñòâ äèýëåê-
òðèêà, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà.
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4. Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, èìåþùåå ñâîèì àðãóìåíòîì ôóíêöèè z – vt
è z + vt, ìîæåò â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñîäåðæàòü ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ñ àðãóìåíòà-
ìè kz, kvt. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèþ E kz kvtm sin sin ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
1 2 E k z vt k z vtm [cos ( ) cos ( )]� � � . Â äëèííîé ëèíèè áåç ïîòåðü (ñì. ò. 2, § 17.8),
ïðîöåññû â êîòîðîé òàêæå îïèñûâàþòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì, ïðè íàëîæåíèè
íåçàòóõàþùèõ áåãóùèõ âîëí âîçíèêàþò ñòîÿ÷èå âîëíû, êîòîðûå îïèñûâàþò
ôóíêöèÿìè ñ àðãóìåíòàìè 
x, !t. Àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî è ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äèýëåêòðèêå.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

5. Ïðè äâèæåíèè íàáëþäàòåëÿ âäîëü îñè z ñî ñêîðîñòüþ v � �
10

30

2

t F –3,3t, êîãäà

êîîðäèíàòà z èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó z � z0 – 3,3t, ôóíêöèÿ E(z, t) ïðèíèìàåò ïîñòî-
ÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 10 cos 30z0. Ïîýòîìó âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ v F 3,3t â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì íàïðàâëåíèþ îñè z.

Èç óñëîâèÿ H � � �E ïîëó÷àåì H � i 10 � � cos (100t + 30z).

6. Ïðè k > 0 ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z

è ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíû Hx � –Ey � � e j(!t – kz),

Hy � Ex � � e j(!t – kz), H � (–iEy + jEx) � � e j(!t – kz).

8. Èñêîìûå çíà÷åíèÿ íàõîäèì èç óñëîâèÿ
� �E H2 2

2 2
� : Hmax �

�

�
0

0

Eäîï 1 8�103À/ì,

Bmax 1 10–2 Òë. Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ïðè òàêèõ çíà÷å-
íèÿõ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ W' � � DE

2 1 80 Äæ/ì3.

9. Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà 'W ýì �
�H 2

2
+
�E 2

2
�

� �H 2 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò âîëíà ëèøü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàê

êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ïîëíîãî òîêà H �
i

r2�
�

I

r
m

2�
sin ( )!

!
t

v
z� , òî â îáú-

åìå äèýëåêòðèêà êàáåëÿ äëèíîé " ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé

Wýì �
�

�

!
�

�"
I

r v
z dr d dzm

R

R 2

2

2

0

2

0 4
1

2

sin ( )���� �
� "

�

I R

R
m
2

2

14
ln .

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîãëîùàåìàÿ â íàãðóçêå, ðàâíà Wýì � UI T �

�
� "

�

I R

R
m
2

2

14
ln , ÷òî ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì âûðàæåíèåì

T � �" � � , E
I

r

m�
�
� �2 2

, U
I R

R
m�

2 2

2

1�
� � ln .

10. Èíäóêòèâíîñòü è åìêîñòü êàáåëÿ åäèíè÷íîé äëèíû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ-

ìè L �
�
�2

2

1

ln
R

R
, C �

2

2 1

��
lnR R

, ãäå R1, R2 — ðàäèóñû æèëû è îáîëî÷êè (ñì. § 3.4, ò. 1).
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Òàê êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ðàâíà v � 1 ��, òî,

èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ � �
2

2 1

�L

R Rln
, � �

C R Rln 2 1

2�
, ïîëó÷àåì: v �

1

LC
.

Ïðè çàäàííûõ âåëè÷èíàõ �, � èìååì v � 1 4 2� �D D � c .

29.2. Âåêòîð Ïîéíòèíãà

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïðè îòñóòñòâèè ïîòåðü â êàáåëå âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ íå èìååò ñîñòàâëÿþùèõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè z êàáåëÿ, òàê ÷òî E � Er
-
��2 r

�

�
u

r R Rln 2 1

, H � H� �
i

r2�
, R1, R2 — ðàäèóñû æèëû è îáîëî÷êè.

Âåêòîð Ïîéíòèíãà, èìåþùèé åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè

êàáåëÿ, ðàâåí S � Er H� �
ui

r R R2 2
2 1� ln

.

2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà èìååò ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåí-
íîñòåé Ex è Hy ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Òîê ñêâîçü îãðàíè÷åííóþ
êîíòóðîì ïîâåðõíîñòü èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, åñëè âåêòîð ds, íîðìàëüíûé
ê ïîâåðõíîñòè, ñîâïàäàåò ñ îðòîì i îñè x, ò. å. åñëè êîíòóð ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñ-
êîñòè x � ñonst. Ïðèíèìàÿ ðàçìåð êîíòóðà âäîëü îñè y ðàâíûì a è âäîëü îñè z
ðàâíûì b, èñêîìûé òîê ìîæåì çàïèñàòü â âèäå:

i � �
�
�t

E dsx

s

� � aHym sin
kb

2
cos !t kz

kb
� ��

�
�

�

�
�

2
, çäåñü k

v
�
!

.

Òàêîå æå âûðàæåíèå ïîëó÷àåì, ðàññ÷èòûâàÿ òîê ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ i � H ld� :

i � �aHym sin [!t – k(z + b)] + aHym [sin (!t – kz)] � aHym sin
kb

2
cos !t kz

kb
� ��

�
�

�

�
�

2
.

4. Âûäåëèì âíóòðè êîíäåíñàòîðà ìåæäó åãî îáêëàäêàìè öèëèíäð ðàäèóñîì R è
âûñîòîé d, ðàâíîé ðàññòîÿíèþ ìåæäó îáêëàäêàìè. Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè âû-
äåëåííîãî öèëèíäðà íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò åäèíñòâåííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ, ðàâíóþ E � u t d( ) . Ïðèìåì, ÷òî âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ èìååò íà íåé òàêæå åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ðàâíóþ H � i rñì 2� �

�
C

r

du

dt2�
(çäåñü Ñ — åìêîñòü âûäåëåííîé ÷àñòè êîíäåíñàòîðà). Ïåðåäàâàåìàÿ ñêâîçü

áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ

Wýì � EH dt ds
C

rd
u t

du

dt
dt ds

s

t

s

t

�� ���
0 0

2�
( ) � C u t

du

dt
dt

t

( )
0

� .

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì: Wýì �
C u t u[ ( ) ( )]2 2 0

2

�
� Wýì(t) – Wýì(0).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âûäåëåííîãî öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñëîÿ äèýëåêòðèêà êîíäåíñàòîðà, òî ïåðåäàâàåìàÿ ñêâîçü ïî-
âåðõíîñòü äèýëåêòðèêà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ïðèðàùåíèþ ýíåðãèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà.

5. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ïåðåäàâàåìîé â ñëîÿõ ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè E H ds
s

1 1 1

1

� �

� E H ds
s

2 2 2

2

� çàïèøåì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ E � � �H, H � i r2� , ds � 2�r dr,

â âèäå � �1 1 1

1

r dr
R

R

� � � �2 2 1
2

r dr
R

R

� , êîòîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå � �1 1 1lnR R � � �2 2 2lnR R.

Ïðè
�

�
1

1

�
�

�
2

2

èìååì R � R R1 2 . Â îáùåì ñëó÷àå, îáîçíà÷èâ � �
� �

� �
1 2

2 1

, íàõîäèì

ln ( )R R1
� � ln R R2 , îòêóäà R � R R1 2

1 ��� .

6. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ðàâíû E(t) �

�
u t

d

( )
�

U

d
m sin !t, H(r, t) � � �

i

r r
r

dE

dt

U

d
m

2

1

2 2
2

� �
� �

� !
r cos !t, òî ñðåäíåå çà ïåðèîä

çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà S r t E t H r t( , ) ( ) ( , )� îáðàùàåòñÿ â íóëü (çäåñü d —
ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè).

8. Äîïóñòèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex � Exm J Lsin ! !t z v� .

Ïðè âû÷èñëåíèè ÝÄÑ ñïîñîáîì à ïî ôîðìóëå e � E ld
l

� ïîä âåëè÷èíîé Å ñëå-

äóåò ïîíèìàòü íàïðÿæåííîñòü èíäóöèðîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ðàâíóþ
Åèíä � vB, òàê ÷òî

e � E lèíäd
l

� � a (Åèíä1 – Åèíä2) � av�
�
�

(E1 – E2) � 2aExm sin
!b

v2
cos !

!
t

v
z

b
� ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�2

.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÝÄÑ ñïîñîáîì á ïî ôîðìóëå e � �
�
�
	
t

òàêæå ïîëó÷àåì

e � � ��

�
�

�

�
�

�

�
�
�

� � � !
!

t
a E t

v
z dzxm

z

z b

sin � 2aExm sin
!b

v2
cos !

!
t

v
z

b
� ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�2

.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé íàõîäèì Em F \,] Â.

29.3. Âèõðåâàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âèõðåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü, êîãäà âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Íà-
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ïðèìåð, ïðè ïåðåìåùåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðîâîäÿùåãî òåëà â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë â ëþáîé òî÷êå îáúåìà
òåëà ñîõðàíÿåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Îäíàêî ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â îêðóæàþùåì
òåëî äèýëåêòðèêå. Åå ñóùåñòâîâàíèå îáóñëîâëåíî ïîÿâëåíèåì íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäíèêà èíäóöèðîâàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Çàðÿäû íå ñîçäàþò ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè ïðîâîäíèêà, åñëè òåëî èçîëèðîâàíî è ê íåìó íå ïðèñî-

åäèíåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëîâèå
�
�
A

t
� 0 âî âñåì

ïðîñòðàíñòâå, óñëîâèå grad U � 0 — âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà è grad U � 0 — â îê-
ðóæàþùåì òåëî äèýëåêòðèêå.

Åñëè ê ïðîâîäÿùåìó òåëó ïðèñîåäèíåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, òî ïîä äåéñòâè-
åì èíäóöèðîâàííîé â ïðîâîäíèêå ÝÄÑ â öåïè ìîæåò ïðîòåêàòü ýëåêòðè÷åñêèé
òîê, è òîãäà ïîëó÷àåì óñëîâèå grad U � 0 íå òîëüêî â äèýëåêòðèêå, íî è â îáúåìå
òåëà.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü, êîãäà äåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå
(íàïðèìåð, â ïðîâîäÿùåì òåëå), êîìïåíñèðóåòñÿ, çàðÿäû îäíîãî çíàêà íå îáíà-
æàþòñÿ è èõ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Íàïðèìåð, â ïëîñêîì ïðîâîäÿùåì òîíêîñòåííîì äèñêå, ïîìåùåííîì â íîðìàëü-
íîå ê åãî ïëîñêîñòè îäíîðîäíîå ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íå ñîäåðæèò ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, åñëè äèñê îä-
íîðîäåí â îòíîøåíèè ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âåùåñòâà, èç êîòîðîãî îí èç-
ãîòîâëåí.

2. Ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íåëüçÿ â îáùåì ñëó÷àå îïèñàòü ñ ïîìî-
ùüþ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ, òàê êàê ïðè
ýòîì èìååì E � –grad Uý, H � –grad Uì è, ñëåäîâàòåëüíî, rot E � rot H � 0, ÷òî íå-
âåðíî.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

6. Íàïðÿæåííîñòü èíäóöèðîâàííîãî â êîëüöå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò â
ñèëó ïîñòîÿíñòâà óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âåùåñòâà êîëüöà òîëü-
êî âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ E � – �A/�t, íàïðàâëåííóþ ïî îñè ïðîâîäà êîëüöà.
Ïîýòîìó èíòåãðàëû E ld

l

� , ( )� �A lt d
l

� � �	/�t èìåþò ñìûñë èíäóöèðóåìîé â êîëü-

öå ÝÄÑ. Òàê êàê E + �A/�t � –grad U � 0, òî ïîëó÷àåì ( )E A l�� � �t d
l

� 0, òîãäà êàê

E ld
l

� � – ( )� �A lt d
l

� � ir.

7. Â ñèëó ýëåêòðè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà êîëüöà íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò äâå ñîñòàâëÿþùèå: âèõðåâóþ, ðàâíóþ –�A/�t,
è ïîòåíöèàëüíóþ –grad U. Âîçíèêàþùèå íà îáùèõ ãðàíèöàõ ïîëóêîëåö ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðÿäû ñîçäàþò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Íà îäíîé èç ãðàíèö çíàê ýëåê-
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òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ïîëîæèòåëåí, à íà äðóãîé — îòðèöàòåëåí, â ñâÿçè ñ ÷åì
âåêòîðû grad U â ïîëóêîëüöàõ èìåþò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ïîëóêîëüöàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî E1 � i/s,>, E2 � i/s,A, èç
âûðàæåíèé E1 � –�A�/�t– �U/r ��G1, E2 � –�A�/�t– �U/r ��G2 ïîëó÷àåì: �U/r ��G1 �
� –�A�/�t – i/s,>, �U/r ��G2 � –�A�/�t – i/s,A.

29.4. Ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè âäîëü ïðîâîäîâ ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Âåêòîð Í íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò åäèíñòâåííóþ óãëîâóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ Í�êàê íà ïîâåðõíîñòè æèëû êàáåëÿ, òàê è íà âíóòðåííåé ïîâåðõíî-
ñòè åãî îáîëî÷êè, òîãäà êàê íàïðàâëåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè Å ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Ïðè äîïóùåíèè
áåñêîíå÷íî áîëüøîé óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âåùåñòâà êàáåëÿ è
îáîëî÷êè íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ èìååì Å � År, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð
Ïîéíòèíãà èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ Sz. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ â äèýëåêòðèêå ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé êàáåëÿ.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå êîíå÷íóþ ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà æèëû è îáîëî÷êè,
òî íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ íàðÿäó ñ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîÿâëÿåòñÿ òàêæå è êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Åz, êîòîðàÿ íà-
ïðàâëåíà íà ïîâåðõíîñòÿõ æèëû è îáîëî÷êè â ðàçíûå ñòîðîíû â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
òîê â íèõ òå÷åò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Âñëåäñòâèå ýòîãî âåêòîð Ïîéíòèíãà áóäåò èìåòü íå òîëüêî îñåâóþ, íî òàêæå è
ðàäèàëüíóþ Sr ñîñòàâëÿþùóþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ïîòîêè ýëåêòðîìàã-
íèòíîé ýíåðãèè, íàïðàâëåííûå âíóòðü æèëû è îáîëî÷êè êàáåëÿ. Ýòà ÷àñòü ýëåê-
òðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ðàññåèâàåòñÿ â æèëå è îáîëî÷êå êàáåëÿ â âèäå òåïëà.

2. Ïðè äîïóùåíèè èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòè çåìëè êàñàòåëüíàÿ ê íåé ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî
âåêòîð Ïîéíòèíãà íå ñîäåðæèò íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè çåìëè ñîñòàâëÿþùåé
è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ âäîëü ïîâåðõíî-
ñòè çåìëè, íå ïðîíèêàÿ âíóòðü íåå.

Åñëè ñ÷èòàòü óäåëüíóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü çåìëè êîíå÷íîé, òî íà åå
ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì âåëè÷èíû Åt � 0 è Sn � 0. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíàÿ
âîëíà ïðîíèêàåò â çåìëþ, ÷òî ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîé ïîòåðå ýíåðãèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ.

3. Ñèíóñîèäàëüíûå íàïðÿæåíèå è òîê êîíäåíñàòîðà ñ èäåàëüíûì äèýëåêòðèêîì
ñäâèíóòû íà óãîë 90P. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà ñäâèíóòû íà òàêîé æå óãîë, òî èõ ïðîèçâåäåíèå
S � EH ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé, ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå êîòî-
ðîé ðàâíî íóëþ.

Â îäíó ÷åòâåðòü ïåðèîäà èìååì S > 0 è ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàåò
âíóòðü êîíäåíñàòîðà, òîãäà êàê â ñëåäóþùóþ ÷åòâåðòü ïåðèîäà ïîëó÷àåì S < 0
è ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ èç äèýëåêòðèêà êîíäåíñàòîðà.
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6. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî R HH D, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðè÷å-

ñêèå îñè ïðîâîäîâ ñîâïàäàþò ñ èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿ-
ìè. Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
â òî÷êå A çàïèøåì â âèäå:

E r
r D r r D r

( )
( )

,� �
�

� �
�

�

�
�

�

�
�

-
��

-
��

-
��2 2 2

1 1

H r
i

r

i

D r

i

r D r
( )

( )
,� �

�
� �

�
�

�
�

�

�
�

2 2 2

1 1

� � �

ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà îäíîãî èç ïðîâîäîâ äî òî÷êè A
(ðèñ. Ð29.1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà - �
Cu

l
F

��u
D Rln

, íàõîäèì

E r
u

D R r D r
S r

ui

r D r

D

D R
( )

ln
, ( )

[ ( )] ln
.� �

�
�

�
�

�

�
� �

�2

1 1

4 2

2

�

Íà ðèñ. Ð29.1 ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå âåêòîðà S Ïîéíòèíãà â îäíîé èç òî÷åê ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñè ïðîâîäîâ. Èõ çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

rA ì 0,06 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

S�10–6 Âò/ì2 44,5 16,7 4,65 1,47 0,85 0,65 0,6

7. Äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-
íîãî ïîëåé (ðèñ. Ð29.2) ìîæåì çàïèñàòü âûðàæå-
íèÿ (ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è):

E x t
u x t D

D y D R

H x t
i x t D

D y

( , )
( , )

( ) ln
,

( , )
( , )

(

�
�

�
�

2 4

2 4

2 2

2� 2 )
.

Íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè è òîê â íèõ ðàñïðåäåëåíû âäîëü ëèíèè ïî çàêîíó

(ñì. ò. 2, § 17.3) �U � �U1ch ,x – �I1Z sh ,x, �I � �I1ch ,x –
�U

Z
1 sh ,x, ãäå �U1, �I1 — êîìïëåêñ-

íûå íàïðÿæåíèå è òîê â íà÷àëå ëèíèè.

Òàê êàê ëèíèÿ íàãðóæåíà íà âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå, òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
ìîæåì çàïèñàòü â âèäå �U � �U1(ch ,x – sh ,x), �I � �I1(ch ,x – sh ,x), èëè, ó÷èòûâàÿ

ñîîòíîøåíèÿ , �
2�
"

j, ch
2�
"

jx � cos
2�
"

x, sh jx � j sin
2�
"

x,
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� � cos sin � , � �U U x j x U e I I e
j x j

� ��

�
�

�

�
� � �

� �

1 1

2

1

2
2 2�
"

�
"

�

"

�

"
x

.

Íà ëèíèÿõ a – a
 è b – b
 èìååì xa � "/8, xb � 3"/16, òàê ÷òî �U a� �U e
j

1
4

�
�

, �U b� �U e
j

1

3

8
�

�

è

S
UID

D y D R
t

S
UID

D

a

b

�
�

��

�
�

�

�
�

�

2

2 2 2

2

2

2

2 4 4

2

�
!

�

�

( ) ln
sin ,

( 4

3

82 2

2

�
��

�
�

�

�
�

y D R
t

) ln
sin .!

�

Êàê âèäíî, èìååì S N 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ýíåðãèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ îò èñòî÷íèêà ê íàãðóçêå.

8. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ äëèííîé ëèíèè (ñì. ò. 2, § 17.7) �U � �U 2ch ,x + �I 2Z sh ,x,

�I � �I 2ch ,x +
�U

Z
2 sh ,x âåëè÷èíû

�

�

U

I

2

2

� Z e j � 6 , ch ,x � cos
2�
"

x, sh ,x � j sin
2�
"

x, ïî-

ëó÷èì:

� � cos sin , � � cosU U x e j x I I x ej j� ��

�
�

�

�
� � ��

2
6

2

2 2 2�
"

�
"

�
"

� � �
"

6 2
j xsin .

�

�
�

�

�
�

Ïðè xà �
"
8

èìååì �U a �1,225 �U 2e
j30P, �I a �0,707 �I 2e

j60P, èëè ua �1,225 2 U2 sin (! t+30P),

ia � 0,707 2 I2 sin (! t + 30P). Ïðè xb � "/16 íàõîäèì �U a � �U 2 (1,11 + j 0,33), �I b �

� �I 2 (0,73 + j0,33), ub � 1,16 2 U2 sin (!t + 16P), ib � 0,8 2 I2 sin (!t – 6P),

S
U I D

D y D R
a �

�

0 138

4
2 2

2

2 2 2

,

( ) ln
sin2 (! t + 30P),

S
U I D

D y D R
b �

�

0 148

4
2 2

2

2 2 2

,

( ) ln
sin (! t + 16P) sin (! t – 6P).

Ïðè l � 0,02 " èìååì xa � 0 01, ", xb � 0 005, ", cos
2�
"

xa F 1, sin
2�
"

xa F 0, cos
2�
"

xb F 1,

sin
2�
"

xb F 0, Sa � Sb �
U I D

D y D R

2 2
2

2 2 22 4�( ) ln�
sin !

�
t ��

�
�

�

�
�

6
sin ! t.

Ïîñòðîèâ ôóíêöèþ Sb (t) ïðè l � 0,25", à òàêæå ôóíêöèþ Sa (t) � Sb (t) ïðè l � 0,02",
âèäèì, ÷òî â íåêîòîðûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè îíè îòðèöàòåëüíû, ò. å. â ýòè ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè íàïðàâëåí íå ê ïðèåìíèêó,
à îò íåãî ê ãåíåðàòîðó. Ïðè ðåàêòèâíîì èëè ñìåøàííîì õàðàêòåðå íàãðóçêè ïðî-
èñõîäèò îáìåí ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèåé ìåæäó ïðèåìíèêîì è ëèíèåé, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé íàêîïèòåëü ýíåðãèè, ðàñïðåäåëåííûé âäîëü ëèíèè.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî åñëè ëèíèÿ íàãðóæåíà íà âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå (ñì.
óïð. 7), òî ïðè ëþáîì x èìååì S N 0, òàê êàê íàïðÿæåíèå è òîê ñîâïàäàþò ïî ôàçå.
Â ýòîì ñëó÷àå íå ïðîèñõîäèò îáìåíà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèåé ìåæäó ãåíåðà-
òîðîì è ïðèåìíèêîì, à îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî åå ïåðåäà÷à.
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30.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

ÂÎÏÐÎÑÛ

4. Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïëîñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû â èäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ñîâïàäàþò
ïî ôàçå, â ñâÿçè ñ ÷åì îòíîøåíèå èõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿþùåå âîë-
íîâîå ñîïðîòèâëåíèå, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì.

Êàê âèäíî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, âåëè÷èíû
E(t), H(t) ñäâèíóòû ïî ôàçå íà óãîë 45P. Ïîýòîìó âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì è íîñèò àêòèâíî-èíäóêòèâíûé õàðàêòåð.

5. Â íåèäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ïðîòåêàþò âèõðåâûå òîêè, ïðåïÿòñòâóþùèå ïðî-
íèêíîâåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ãëóáü ñðåäû, â ñâÿçè ñ ÷åì âîëíà çàòóõà-
åò ïî ìåðå åå óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè äèýëåêòðèêà. Âèõðåâûå òîêè ïðèâîäÿò ê
âûäåëåíèþ òåïëà è íàãðåâó äèýëåêòðèêà.

6. Ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû,
ñïðàâåäëèâî, êîãäà âõîäÿùèå â íåãî âåëè÷èíû �E , �H — íàïðÿæåííîñòè ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû. Â ïëàñòèíå êîíå÷íîé òîëùèíû íàðÿäó ñ ïàäàþ-
ùåé ñóùåñòâóåò òàêæå è îòðàæåííàÿ îò åå ãðàíèö âîëíà. Ïîýòîìó îòíîøåíèå âå-
ëè÷èí �E è �H íå îïðåäåëÿåò â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû.

7. Â ëþáîé òî÷êå áåçãðàíè÷íîé ïðîâîäÿùåé ñðåäû óãîë ñäâèãà ìåæäó âåëè÷èíà-
ìè E(t), H(t) ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì è ðàâíûì 45P.

8. Ñ ðîñòîì ÷àñòîòû óñèëèâàåòñÿ âëèÿíèå èíäóöèðîâàííûõ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
âèõðåâûõ òîêîâ, îñëàáëÿþùèõ ñòîðîííåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ïîýòîìó ñêî-
ðîñòü çàòóõàíèÿ ïîëÿ âäîëü êîîðäèíàòû åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçðàñòàåò è ãëó-
áèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ â ñðåäó óìåíüøàåòñÿ.

9. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè òàêîì ñïîñîáå îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòü íîñèò íàçâàíèå ôàçî-
âîé. Ââåäåííàÿ ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â äèýëåêòðèêå (ñì. § 29.1)
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé, íî îíà îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ è ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå çàâèñèò îò ÷àñòî-
òû èçìåíåíèÿ ïîëÿ. Îíà õàðàêòåðèçóåò ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû â ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäå òîëüêî ïðè ãàðìîíè÷åñêîì çàêîíå èçìåíåíèÿ ïîëÿ âî âðåìåíè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýëåêòðè÷åñêèå öåïè ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, èìåþùèå ñîïðîòèâ-
ëåíèå Z � (1 + j) !� ,2 � r + jx, ñîäåðæàò ðåçèñòîð è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè, ñî-

åäèíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî èëè ïàðàëëåëüíî.

Ïîëó÷àåì r � x � !� ,2 ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì, g � b � , !�2 ïðè ïàðàëëåëü-

íîì ñîåäèíåíèè.

3. Ðàñïîëîæèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñåðåäèíå ñå÷åíèÿ
øèíû è íàïðàâèì îñè, êàê óêàçàíî íà ðèñ. Ð30.1. Èìååì � �E Ex� , � �H Hy� .
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Îïðåäåëèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � �H I h� 2 ïðè z � –d, � �H I h� � 2

ïðè z � d ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â ðåøåíèå �H � A1e
–�z + A2e

�z óðàâíå-

íèÿ
d H

dz

2

2

�
� j!�0, �H , � !� ,2

0� j . Èç óðàâíåíèé A1e
�d + A2e

–�d �
�I

h2
,

A1e
–�d + A2e

�d � � �I h2 íàõîäèì A1 �
�I

h d4 sh�
, A2 � �

�I

h d4 sh�
è èñêîìîå

ðåøåíèå çàïèøåì â âèäå �
�

H
I

h d
� �

2 sh�
sh �z. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

,E � �
dH

dz
îïðåäåëÿåì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîò-

íîñòü òîêà �
�

E
I

h d
�

�
A, �sh

ch �z, �
�

J �
I

h d

�
�2 sh

ch �z.

Ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ñîïðîòèâëåíèå r0 øèíû äëèíîé l ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

r0 �
l

s,
� �

l

hd2,
. Ïðè ïåðåìåííîì òîêå ýíåðãèþ, ïðîíèêàþùóþ ñêâîçü ïîâåðõ-

íîñòü øèíû, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ � ( � )S E H s� �
*

s

d , à âíóòðåí-

íåå ðåàêòèâíîå è àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ øèíû ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

xâíóòð � Im
l

I
d

hl

I

*

s

*

z d2 2

2
( � ) Im( � )E H s E H� � �� , r � ��

2
2

hl

I

*

z dRe( � )E H .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàé-
äåííûå âûøå âåëè÷èíû �E è

*
H , ïîëó÷àåì

r �
l

h2,
Re [� cth �d]

è r/r0 � kd Re [(1 + j) cth (1 + j) kd],

ãäå k � !�, 2. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëü-

çóåì ñîîòíîøåíèå

cth
ch

sh

sh

ch

( )
( )

( )

sin

1
1

1

2 2

2

� �
�
�

�

�
�
�

j kd
j kd

j kd

kd j kd

kd cos
.

2kd

Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè r/r0 � � (f ) ïîêàçàíà íà ðèñ. Ð30.2.

5. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �( ) ( ) cos sinJ z j kz kz kz j kz kzR � � �ch ch sh1 (ñì. ðåøåíèå óïð. 3),

íàõîäèì, ÷òî íà ðàññòîÿíèè 2d ôàçà ïëîòíîñòè òîêà èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó


TJ � arctg (th kz tg kz). Èç ñîîòíîøåíèÿ 
4
J
� 2�n ïîëó÷àåì �n kd� , k

n

d
�
�

è f � �

�
�

�

�
�

�
�,

n

d

2

.
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Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì f F 440 Ãö ïðè n � 1, f F 1750 Ãö
ïðè n � 2.

30.2. Àêòèâíîå è èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðoâîäîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

6. Òàê êàê ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì, òî íàïðÿæå-

íèå uad � E ld
a

d

� çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè ìåæäó òî÷êàìè a, d. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ åãî ñîåäèíèòåëüíûõ ïðîâîäîâ,
ïîäõîäÿùèõ ê òî÷êàì a, d. ×åì áîëüøèé âíåøíèé ìàãíèòíûé ïîòîê, ñîçäàííûé
òîêîì æèëû êàáåëÿ, îõâà÷åí ñîåäèíèòåëüíûìè ïðîâîäàìè, òåì áîëüøèì áóäåò è
ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà. Ïîýòîìó ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ âäîëü ëèíèè ad
(ñì. ðèñ. Â30.1) ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà áóäåò íàèìåíüøèì, â ýòîì ñëó÷àå ïðîâî-
äàìè îõâà÷åí ëèøü âíóòðåííèé ìàãíèòíûé ïîòîê ïðîâîäà. Ïðè ðàñïîëîæåíèè
ïðîâîäîâ âäîëü ëèíèè abcd ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà áóäåò íàèáîëüøèì, òàê êàê íà-
ðÿäó ñ âíóòðåííèì ïîòîêîì èçìåðèòåëüíûå ïðîâîäà îõâàòûâàþò òàêæå ïîëíî-
ñòüþ è âíåøíèé ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðèõîäÿùèéñÿ íà äëèíó l æèëû.

8. Ðåáðà è óãëû òåë â äåéñòâèòåëüíîñòè âñåãäà èìåþò êîíå÷íûé ðàäèóñ çàêðóãëå-
íèÿ, òàê ÷òî èõ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñîîòâåòñòâåííî öèëèíäðîì è ñôåðîé
ðàäèóñîì R. Ñîîòíîøåíèå ðàäèóñà çàêðóãëåíèÿ è äëèíû " ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû â ôåððîìàãíèòíîì òåëå îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåä-
íåé êàê ïëîñêîé: ïðè R 00 " åå ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé.

Â ïëîñêîé âîëíå õàðàêòåðèçóþùèå åå âåêòîðû E, H çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé êî-
îðäèíàòû. Ýòî óñëîâèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííî,
åñëè äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ôåððîìàãíèòíîì òåëå çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå ðàññòîÿíèÿ, îòñ÷èòûâàåìîãî âäîëü åãî ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîì àìïëèòóäà
âåêòîðîâ E, H ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Îáîçíà÷èì øèíû öèôðàìè 1, 2, à èõ äëèííûå ñòîðîíû áóê-
âàìè à, b (ðèñ. Ð30.3). Äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ âíóòðè ëþáîé èç øèí
ïðèíèìàåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ
òîé øèíîé, ïîëå â êîòîðîé ðàññ÷èòûâàåì, è ðàñïîëàãàåì íà-
÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå ñå÷åíèÿ øèíû.

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ëþáîé èç øèí çàïèñûâàåì
â âèäå �H � A1e

–�z + A2e
�z è îïðåäåëÿåì ïîñòîÿííûå A1, A2 èç

óñëîâèé �H � �H a ïðè z � – d è �H � �H b ïðè z � d:

� � ( ) � ( )
.H H

z d

d
H

z d

d
a b� �

�
�

�sh

sh

sh

sh

�
�

�
�2 2

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ �H a1 � 0, �H b1 � � �I h, �H a2 � � �I h,
�H b2 � 0, ïîëó÷àåì:
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sh
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J

h

z d

d

I

h

z d

d

sh

sh

ch

sh

�
�

� �
�

( )
, �

� ( )
.

�
� �

�
2 2

2J

Êðèâûå çàâèñèìîñòåé | �H 1(z) | äëÿ çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé èçîáðàæåíû íà
ðèñ. Ð30.4.

Ñîïðîòèâëåíèå òîêîïðîâîäà ñîäåðæèò àêòèâíóþ è ðåàêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùèå, ïðè-
÷åì ïîñëåäíþþ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå: xi è xe, îáóñëîâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî
âíóòðåííèì è âíåøíèì ìàãíèòíûìè ïîòîêàìè: Z � Zi1 + Zi2 + jxe � Zi + jxe. Âíóò-
ðåííåå ñîïðîòèâëåíèå Zi îäíîé øèíû òîêîïðîâîäà ðàññ÷èòàåì ïî ôîðìóëå

Zi �
l

I
d

*

s

2
[ � ]E H s,� �

�
,h

l cth 2�d*

à âíåøíåå — ïî ôîðìóëå xe � !Le � !�0 l
c

h
, ãäå c — ðàññòîÿíèå ìåæäó øèíàìè, l —

äëèíà øèíû.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì çàâèñèìîñòü ' � 'r r f( ), èçîáðàæåííóþ
íà ðèñ. Ð30.5.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ðåøåíèåì

� � ( ) � ( )
,H H

z d

d
H

z d

d
a b� �

�
�

�sh

sh

sh

sh

�
�

�
�2 2

îïðåäåëÿþùèì ïîëå â ëþáîé èç øèí, çàïèñûâàÿ ïðåäâàðèòåëüíî âåëè÷èíû �H a1 ,
�H b1 , �H a2 , �H b2 , �H a3 , �H b3 :

� , � , � � ,

�

H H
I

h

I

h

I

h

I

h
H H

I

h

H

a b a b1 1
1 2 3 1

2 1
10

2 2 2
� � � � � � � � � �

2
1 2 3

1 2 3 3 2 3
2 2 2

1

2
0b a b b

I

h

I

h

I

h h
I I I H H H� � � � � � � � � �( ), � � , � .

Ïîëó÷àåì:
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h
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h
I I I
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� � �
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� � � �
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� �
J

z d

d

� )
.

sh2�

Çàâèñèìîñòü | � ( )J1 z | èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð30.6.

3. Ïðèìåíÿÿ çàêîí ïîëíîãî òîêà, ìîæåì ïîëó÷èòü âåëè÷èíû:

� � , � �
�

, � �
�

.H H H H
I

h
H H

I

h
a b b a b a1 3 1 2

1
2 3

30� � � � � � �

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí � �H Hb a1 2� âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì
ïðè ðåøåíèè óïð. 1:

� � ( ) � ( )
,H H

z d

d
H

z d

d
a b� �

�
�

�sh

sh

sh

sh

�
�

�
�2 2

à òàêæå âûðàæåíèåì

�
�

� ( ) � ( )
.E

dH

dz
H

z d

d
H

z d

d
a b� � �

�
�

�1

2 2,
�
,

�
�

�
,

�
�

ch

sh

ch

sh

Âûáèðàÿ êîíòóð äëèíîé l, îáðàçîâàííûé ëèíèÿìè, ëåæàùèìè íà ñòîðîíàõ 1b è 2à

øèí, çàïèøåì óðàâíåíèå E ld
l

� � – j! �	 â âèäå � � �E l E l j c l Ha b b2 1 0 1� � � !� è, ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî �
� �

E
I

h d

I

h
a2

3 1

2
� � �

�

, �

�

,sh
cth 2�d, �

�
E

I

h
b1

1�
�

,
cth 2�d, ïîñëå íåñëîæíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì: �
�

( )
I

I

d c d
1

2 2 2
�

�cth sh� � �
. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå

çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì: �I1 � 12 – j 215 À, �I 2 � 988 + j 215 À.

4. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè, ìîæåì íà îñíîâå çàêîíà ïîëíîãî òîêà çàïèñàòü
ñîîòíîøåíèÿ:

� � , � � ( � � ), � � �H H H H
h

I I H H Ha b b a b a b1 4 2 3 1 2 1 2 30
1

� � � � � � � � � � .H a4

Âåëè÷èíó �H b1 íàéäåì, èñïîëüçóÿ çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè �E ld
l

� �–j! �0
�	

è âûáèðàÿ òàêîé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà l è äâå ñòîðîíû
êîòîðîãî ïðîõîäÿò âäîëü ëèíèé 1b è 2a: � � �E l E l j c l Ha b b2 1 0 1� � � !� . Çàïèñûâàÿ âû-
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ðàæåíèÿ äëÿ �E b1 , �E a2 , �H b1 è ïîâòîðÿÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ïîëó-
÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òîêà �I1.

5. Êàê è ïðè ðåøåíèè óïð. 3 è 4, âûðàæàåì âíà÷àëå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà ñòîðîíàõ a è b øèí ÷åðåç èõ òîêè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêîâ øèí çàïèñûâà-
åì óðàâíåíèå � �E ld j

l

� � � !	äëÿ êîíòóðà äëèíîé l, îáðàçîâàííîãî ëèíèÿìè, ëåæà-

ùèìè íà ñòîðîíàõ 1b è 3à øèí. Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæåì çàïèñàòü è äëÿ
êîíòóðà ñ ëèíèÿìè, ëåæàùèìè íà ñòîðîíàõ 2b è 4a øèí.

7. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîê �I1 ïåðâîé ôàçû ïðîòåêàåò ïî ëåâîé øèíå, òîê âòîðîé

ôàçû � �I I2 1� (–0,5 – j 3/2) — ïî ñðåäíåé, à òîê � �I I3 1� (–0,5 + j 3/2) òðåòüåé ôà-

çû — ïî ïðàâîé øèíå. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äëèííûõ ñòîðîíàõ
øèí:

� � , � �
�

, � �
� �

(H H H H
I

h
H H

I

h

I

h
a b a b b a1 3 2 1

1
2 3

3 10
2

� � � � � � � � �1 3� j ).

Àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ øèí ðàññ÷èòûâàåì, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè

r1 � r3 �
l h

I1
2

Re (� �E Hb

*

b1 1 ), r2 �
l h

I 2
2

Re ( � �E H E Ha

*

a b

*

b2 2 2 2� ), ãäå �E b1 � � �H b1

�
,

cth 2�d,

� �E Ha a2 2�
�
,

cth 2�d – �H
d

b2

1

2

�
, �sh

, �E b2 � �H
d

a2

1

2

�
, �sh

– �H b2

�
,

cth 2�d.

Âûïîëíÿÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì: r1 � l h, Re (� cth 2�d),

r2 � l h, Re � (2 cth 2�d –
1

2sh �d
), è ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïî-

ëó÷àåì: r1 � 1,8�10–5�l Îì, r2 � 2,34�10–5�l Îì.

8. Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå òîêè �'I1, �''I1 øèí ïåðâîé ôàçû � � �' � '' �I I I1 1 1, äîïîëíèì

óðàâíåíèåì � �E ld j
l

� � � !	 , çàïèñàííûì äëÿ êîíòóðà, äëèííûå ñòîðîíû êîòîðîãî

(äëèíîé l êàæäàÿ) ïðîõîäÿò âäîëü øèí ïî ñòîðîíàì 1b ïåðâîé øèíû è 2à âòîðîé

øèíû: � � � �E E j cH j c I ha b b2 1 0 1 0 1� � � � '!� !� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �E b1 � � �H b1

�
,

cth 2�d,

� �E Ha a2 2�
�
,
� cth 2�d – �H

d
b2

1

2

�
, �sh

, � �H Ha b2 1� , � �H I hb2 1� � ' , íàõîäèì ïîñëå

ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå ïîëó÷åííîìó ïðè ðåøåíèè

óïð. 3: �
�

( )
' �

�
I

I

d c d
1

1

2 2cth sh2� � �
. Ïðè ðàñ÷åòå òîêîâ �'I 2 , �''I 2 óðàâíåíèå � �E ld j

l

� � � !	

ïðèíèìàåò âèä � � �E E j cHa b b4 3 0 3� � � !� , ãäå

� � � , � � , �
�

,E H d H
d

H H H
I

h
a a b a b b4 4 4 4 3 4

32
2

� � � �
�
,

�
�

, �
cth

sh

� � � , �
�

.E H
d

H d H
I

h
b a b a3 3 3 3

1

2
2� � � �

�
, �

�
,

�
sh

cth

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì âåëè÷èíó �H b3 è äàëåå òîêè �I 2 , �'I 2 .
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9. Ïðèíèìàÿ äîïóùåíèå, ÷òî ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïàçó ïà-
ðàëëåëüíû äíó ïàçà, â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååì � �H k� H z . Ïðè
h < y < h1 èìååì � �H I d� � ñonst â ñèëó óñëîâèÿ � � . âåùåñòâà çóáöîâ è òåëà ðî-

òîðà. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
d H

dy

2

2

�
� j!�0, �H ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

âèäà: �H � 0 ïðè y � 0, � �H I d� ïðè y � h. Îïðåäå-

ëèâ âõîäÿùèå â ðåøåíèå � ( )H y � A1e
–�y + A2e

�y

ïîñòîÿííûå A1, A2, ïîëó÷àåì:

� ( )
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H y
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d
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h
�

sh

sh

�
�

, �( )
� �

J y
dH

dy

I

d
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h
� �

� �
�

ch

sh
.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ïðîâîä
ñêâîçü åãî âåðõíþþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ
ëèíèåé y � h, òàê ÷òî

r
I

d
d

h
s

� ��
1 1
2

Re � Re( )S s
,

� �cth � 2,3�10–4 Îì.

Êðèâûå H(y), J(y) ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. Ð30.7.

10. Çàïèøåì ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
d H

dy

2

2

�
� j H!� ,0

� , îïèñûâàþ-

ùåãî ïîëå â ëþáîì èç ïðîâîäíèêîâ ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè îáùåãî âèäà �H � �H a

ïðè y � 0 è �H � �H b ïðè y � h íà ñòîðîíàõ ïðîâîäíèêà:

� ( ) � ( ) � .H y H
h y

h
H

y

h
a b�

�
�

sh

sh

sh

sh

�
�

�
�

Íà ñòîðîíàõ ïðîâîäíèêà 1 èìååì �H a1 � 0, �H b1 � �I d, òîãäà êàê íà ñòîðîíàõ ïðî-

âîäíèêà 2 — �H a2 � �I d, �H b2 � 2 �I d. Ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ:

� ( )
�

, � ( )
�

[ ( ) ],H y
I

d

y

h
H y

I

d h
h y y1 2 2� � � �

sh

sh sh
sh sh

�
� �

� �

� ( )
�

, � ( )
�

[ ( )J J1 2 2y
I

d

y

h
y

I

d h
h y� � � � �

� �
�

�
�

� �
ch

sh sh
ch ch y].

Àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà 1 ìîæíî
ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé ïðè ðåøå-
íèè óïð. 9, ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà 2 — ïî
ôîðìóëå

r
I

d

ld

I
E h H h E H

s

* *

� �

� �

�
1

0 0

2

2 2 2 2 2

Re

Re[ � ( ) ( ) � ( ) ( )].

S s
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Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè H(y) èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð30.8. Ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ
çíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì r1 F 3,58�10–4 Îì, r2 F 1,67�10–3 Îì.

11. Çàïèøåì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ñòîðîíàõ 1b (ïðè y1 � h)
è 2à (ïðè y2 � 0) ïðîâîäíèêîâ, ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è:

�E b1 �
�I

d h
1�

, �sh
ch �h, �E a2 �

�
, �d hsh

( �I – �I1 ch �h).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêà ïðîâîäíèêà 1 çàïèøåì óðàâíåíèå çàêîíà ýëåêòðîìàãíèò-
íîé èíäóêöèè � �E ld j

l

� � � !	, âûáèðàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñî ñòîðîíàìè, ñîâ-

ïàäàþùèìè ñî ñòîðîíàìè 1b, 2à ïðîâîäíèêîâ: � � �E E j c I db a1 2 0 1� � � !� . Çäåñü c —
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîðîíàìè 1b è 2à ïðîâîäíèêîâ. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå
âåëè÷èíû �E b1 , �E a2 , ïîëó÷àåì ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé

�
�

I
I

h c h
1

2
�

�ch sh� � �
� –6,6 – j9,3 A, �I 2 � �I – �I1 � 106,6 + j9,3 A.

Àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ ðàññ÷èòûâàåì òàê æå, êàê è ïðè ðåøåíèè
óïð. 9 è 10.

12. Ïðèâåäåì ðåøåíèå ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè ïðîâîäíèêîâ. Îáîçíà÷àÿ
ïðîâîäíèêè, íà÷èíàÿ îò äíà ïàçà, öèôðàìè 1, 2, ..., n, à èõ ñòîðîíû êàê 1à, 1b, 2à,
2b è ò. ä., ìîæåì çàïèñàòü íà îñíîâå çàêîíà ïîëíîãî òîêà âåëè÷èíû íàïðÿæåííî-
ñòåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

� , �
�

, � �
�

, �
� �

, ,

�

H H
I

d
H H

I

d
H

I I

d

H

a b a b b1 1
1

2 1
1

2
1 20� � � � �
�

�

na
n

nb
nI I I

d
H

I I I

d
�

� � �
�

� � ��
� � �

, �
� � �

.1 2 1 1 2� �

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè äëÿ êîíòóðà ñî ñòîðîíà-
ìè kb, (k + 1)à èìååì � � �

,E E j cHkb k a kb� � ��1 0!� . Çäåñü c — ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîðî-
íàìè kb è (k + 1)a ïðîâîäíèêîâ.

Êîëè÷åñòâî òàêèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè k � 1, 2, ... n – 1, ðàâíî n – 1.
Âõîäÿùèå â íèõ âåëè÷èíû �E k , �H k âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òîêè �I1, �I 2 ,^, �I n ïðîâîäíè-

êîâ, òàê êàê (ñì. ðåøåíèå óïð. 10)
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E y H
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I I
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d d
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I I

k

k a
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1 1 2
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( � � �
,
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,

�

� ) ( � � � )
.
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, �d
d

I I I

d d
kcth

sh
�

� � � �1 2 1 1�
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ n òîêîâ �I1, �I 2 ,^, �I n ñëåäóåò (n – 1) ñîîòíîøåíèå äîïîëíèòü

óðàâíåíèåì �I1+ �I 2+^+ �I n � �I.

13. Ïðè çàäàííîé ãåîìåòðèè øèí âîçìîæíî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ
(d HH h), ðàçäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà íà âíóòðåííèé, ëèíèè êîòîðîãî ïàðàë-
ëåëüíû äëèííûì ñòîðîíàì øèí è ïðîõîäÿò â òåëå øèí, è âíåøíèé, ëèíèè êîòî-
ðîãî ïðîõîäÿò ïàðàëëåëüíî ýòèì ñòîðîíàì øèí â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó øèíàìè.

Âíóòðåííþþ èíäóêòèâíîñòü øèí ïðè ïåðåìåííîì òîêå íàõîäèì ñ ïîìîùüþ âûðà-

æåíèÿ Li �
x i

!
�

2 1
2

l h

I
E H

*

!
Im ��

�
�

�

�
� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà âíóòðåííèõ (îáðàùåííûõ äðóã

ê äðóãó) ñòîðîíàõ øèí �E �
�
,

�I

h
cth 2�d,

* *
H I h� , ïîëó÷àåì Li �

2l

h!,
Im(� cth 2�d).

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ëåâîé

øèíû ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ðàâíà Hi �
iz

dh2
(ïðè

îòñ÷åòå êîîðäèíàòû z îò ëåâîé ñòîðîíû øèíû).
Ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿ âíóòðè

øèí, ðàâíà Wì �
2

3
0

2l i

h

�
d è L0 �

4

3
0l

h
d

�
. Âíåøíÿÿ

èíäóêòèâíîñòü øèí ðàâíà Le � � 0 lc h. Êðèâàÿ çà-

âèñèìîñòè Li/L0 � f(!�,) èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð30.9.

14. Ïðè ðàñ÷åòå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé øèíû â óñëîâèÿõ ðåçêî âûðà-
æåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïîä âåëè÷èíîé u, âõîäÿùåé â âûðàæåíèå

Z � (1 + j)
l

u

!�
,2

, ñëåäóåò ïîíèìàòü ïåðèìåòð, ðàâíûé u 1 2h. Èñïîëüçóÿ íàéäåí-

íîå ïðè ðåøåíèè óïð. 3, § 30.1 âûðàæåíèå Z1 �
l

h2,
� cth �d è âûäåëÿÿ âåùåñò-

âåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè âåëè÷èí Z è Z1, íàõîäèì ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà àêòèâíîãî

è âíóòðåííåãî ðåàêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèé øèíû.
15. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå E � !� ,H , è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå

P �
!�
,2 2

2

lu
H me ,

íàõîäèì: P �
,
!�2 2

2

lu
E tm (çäåñü u — ñå÷åíèÿ ïðîâîäà, l — åãî äëèíà).

16. Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà

Zâíóòð �
l

R
j x x

2
0 1�,

!�,� J J( ) ( ) , ãäå x � R � j!�, , ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

Zâíóòð �
l

R2 2�
!�
,

(1 – j)
J

J

0

1

( )

( )

x

x
� rðïý(1 – j)

J

J

0

1

( )

( )

x

x
,
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òàê êàê
l

R2 2�
!�
,
� rðïý — àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ïðè ðåçêîì ïðîÿâëå-

íèè ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì Re [rðïý (1 – j)
J

J

0

1

( )

( )

x

x
], ìîæåì çàïèñàòü èñêîìóþ ïî-

ãðåøíîñòü â âèäå:

� �
�

�
��

�
�

�

�
� �

X
Y
8

Z8

6
7
8

9

�
r r

r

j x

x

ðïý
100

1
10

1

1

% Re
( ) ( )

( )

J

J 8
100%.

Äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ èìååì x � R � j!�, � 1,54 � j, � F –13,8%.

17. Àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ìåäíîãî ïðîâîäà rì �
l

R

x x

x2 2

0

1�,
Re

( )

( )

J

J
,

ãäå x � R � j!�, , îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì rì � 2,2�10–4 l Îì.

Òàêîå æå ñîïðîòèâëåíèå èìåþò àëþìèíèåâûé ïðîâîä ðàäèóñîì R � 0,64 ñì
è ñòàëüíîé ïðîâîä ðàäèóñîì R � 2,4 ñì.

18. Ñîïðîòèâëåíèå ìåäíîãî ïðîâîäà äëèíîé l ïðè ïåðåìåííîì òîêå

rì �
l

R2�, ì ì
2

Re
x x

x

J

J

0

1

( )

( )
, òàê ÷òî rì/r0 F 2 (çäåñü x R j� �ì ì!� ,0 ). Ðàäèóñ R ñòàëü-

íîãî ïðîâîäà íàõîäèì, ðåøàÿ óðàâíåíèå Re
( )

( )
R j

R j

R j
�

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

!� ,
!� ,

!� ,
c c

c c c

c c c

J

J

0

1

� 4:

Rñ F 2,2 ñì.

19. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ïðàêòè÷åñêè íå çà-
âèñèò îò ñâîéñòâ âåùåñòâà ñåðäöåâèíû, åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêà-
åò ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà â àëþìèíèé íà ãëóáèíó, ðàâíóþ ýêâèâàëåíòíîé
ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ b � (�f�,àë)

–0,5. Èç óðàâíåíèÿ b � 
 íàõîäèì

f N
1

2� �,
 àë

F 1810 Ãö.

30.3. Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî
ïîòîêà è ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

ÂÎÏÐÎÑÛ

6. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â çàêîíå ïîëíîãî òîêà ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíè-
ìàíèå êàê ñòîðîííèé, òàê è âèõðåâîé òîê, îõâàòûâàåìûå êîíòóðîì èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

7. Ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ýòî âûðàæåíèå ïðèãîäíî äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåííî-
ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñåðäå÷íèêà. Åñëè â îáìîòêå ïðîòåêàåò ïåðåìåííûé
òîê, òî ñëåäóåò ó÷åñòü âèõðåâîé òîê â ñåðäå÷íèêå, ëèíèè êîòîðîãî çàìûêàþòñÿ â
ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ ê îñåâîé ëèíèè ñåðäå÷íèêà: 2�rH � iñòîðw + iâèõð.

358 Îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷



ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Èñêîìîå îòíîøåíèå ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå

n
P d

P d

d kd kd kd kd

d
�

'

'
�

� �â

â

sh ch( )

( )

( sin )( cos )

(
2

1

2 2 2 1 1

1 sh chkd kd kd kd1 1 2 2� �sin )( cos )
.

Äëÿ çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì: à) n � 6,25, á) n � 6,1.

3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàèáîëüøàÿ, íàèìåíüøàÿ è ñðåäíÿÿ âåëè÷èíû ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Bmíá � B kd kd
m0

2
ch � cos , Bmíì � Bm0 , Bmñð � B

kd kd

kd
m0

ch � cos ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ch chkd kd kd kd

kd

� �
�

�cos cos

2 10
1, ðåøåíèå êîòîðîãî kd �

� 1,5 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü: d � 0,96 ìì ïðè f � 50 Ãö è d � 0,15 ìì ïðè f � 2000 Ãö.

4. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà

�
�

( )H
j

R jm
me �

�
�

J
J

0

!�,
!�,1 çàïèøåì ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ � �

( )
J J

J
m m

R j
0

0

�
�

e

1

!�,

(çäåñü �Jm0 , �Jme — êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ïëîòíîñòè òîêà íà îñè ïðîâîäà è íà

åãî ïîâåðõíîñòè) â âèäå �
� ( )

( )
H

j

R j

R j

m
me

e�
�

�

�

J J

J!�,

!�,

!�,
1

0

. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,

÷òî íàèáîëüøàÿ ïëîòíîñòü òîêà èìååò ìåñòî íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà è ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî �
�

H
I

R
m

me �
2�

, íàõîäèì èñêîìûé òîê: �
� ( )

( )
.I

R R j

j R j
�

�

� �

J J

J

äîï 2 1

0

� !�,

!�, !�,
Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì I � �I F 200 A.

5. Çàïèñûâàÿ ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ rot ,–1 rot �H � – j!�0
�H íà îñü z öèëèíäðè÷å-

ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùóþñÿ îñüþ ïðîâîäà, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî � � ( )H H rz� ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
d H

dr r

dH

dr

2

2

1� �
� � j!�0, �H , ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì îòíîñè-

òåëüíî ïëîòíîñòè òîêà â öèëèíäðè÷åñêîì ïðîâîäå êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ �H � A0 J0(x) + B0N0(x), ãäå x r j� � !�, , ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå �H �

� A0 J0 (x) (òàê êàê íà îñè ïðîâîäà ïðè x � 0 èìååì N0(0) � .) è íàéòè èñêîìóþ ïî-
ñòîÿííóþ À0 èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè r � R, êîòîðîå èìååò âèä �H(R) � �H e :

A0 �
�

( )

H

R j

e

J0 � !�,
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

� ( )
�

( )
( ).H r

H

R j
r j�

�
�e

J

J

0

0
!�,

!�,
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Äëÿ ðàñ÷åòà òîêà � �I d
l

� �H l â ïðîâîäå âûáåðåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàñïîëî-

æåííûé â ïëîñêîñòè � � const, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ ïðîâî-
äà, à äðóãàÿ ïðîõîäèò ïàðàëëåëüíî îñè âäîëü ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà. Äâå äðóãèå
ñòîðîíû êîíòóðà ëåæàò íà ðàññòîÿíèè l îäíà îò äðóãîé è ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè.
Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå ðåøåíèå, íàõîäèì

� � [ � ( ) � ( )]
�

( )
[ ( ) ]I I H R H l

H l

R j
R j� � � �

�
� ��

!�,
!�,0 1

0

0
e

J

J

è Im � 4,2�102 À ïðè l � 1 ì.

30.4. Ýôôåêò áëèçîñòè. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ýêðàíèðîâàíèå

ÂÎÏÐÎÑÛ

4. Ïðîâîäÿùàÿ òðóáà, îõâàòûâàþùàÿ äâóõïðîâîäíóþ ëèíèþ ëèáî òðè ïðîâîäà
òðåõôàçíîé ëèíèè, ñóììà òîêîâ ïðîâîäîâ êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, îáëàäàåò ýêðàíè-
ðóþùèìè ñâîéñòâàìè è îñëàáëÿåò ïîëå ëèíèé â òî÷êàõ âíå òðóáû.

Åñëè êàæäûé èç ïðîâîäîâ ëèíèè (îäíîôàçíîé èëè òðåõôàçíîé) îõâàòèòü ïðîâî-
äÿùåé èçîëèðîâàííîé òðóáîé, òî ýêðàíèðóþùåãî ýôôåêòà íå íàáëþäàåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå êàæäîãî èç ïðîâîäîâ â òî÷êàõ âíå òðóáû ñîõðà-
íèòñÿ òåì æå (÷òî è áåç òðóáû), òàê êàê âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà íóëþ âñåãî âèõðå-
âîãî òîêà â ñòåíêàõ êàæäîé òðóáû èíòåãðàë H ld

l

� âäîëü ïóòè, îõâàòûâàþùåãî

òðóáó, ñîõðàíÿåòñÿ ðàâíûì òîêó ïðîâîäà. Ýêðàíèðóþùèé ýôôåêò ïðîâîäÿùèõ
òðóá ïðîÿâëÿåòñÿ, åñëè îíè ýëåêòðè÷åñêè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, êîãäà âèõðå-
âîé òîê êàæäîé èç íèõ îòëè÷åí îò íóëÿ.

5. Ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå ñåò÷àòûõ ïðîâîäÿùèõ ýêðàíîâ (êàê è ñïëîøíûõ ïðî-
âîäÿùèõ ýêðàíîâ) â ïåðåìåííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îñíîâàíî íà ýôôåêòå
îñëàáëåíèÿ ïîëÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ èíäóöèðóåìûõ â òåëå ýêðàíà âèõðåâûõ òîêîâ.
Ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ ñåò÷àòîãî ýêðàíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ðàçìåðîâ ÿ÷ååê ñåòêè è äëèíû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, à òàêæå óäåëüíîé ýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ìàòåðèàëà ýêðàíà. Ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå ñåò÷àòîãî
ýêðàíà îñëàáëÿåòñÿ, êîãäà äëèíà âîëíû ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ðàçìåðà ÿ÷åéêè ñåò-
êè ýêðàíà.

6. Ýêðàí ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû ùåëü, îáðàçóåìàÿ ïðè ñîåäèíåíèè ÷àñ-
òåé ýêðàíà, íå ïðåïÿòñòâîâàëà ïðîòåêàíèþ èíäóöèðóåìûõ â ñòåíêàõ ýêðàíà âèõ-
ðåâûõ òîêîâ. Òàê êàê âèõðåâûå òîêè â ñòåíêàõ ýêðàíà çàìûêàþòñÿ â ïëîñêîñòÿõ,
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè êîëüöà ñ òîêîì, òî äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåãî ýêðà-
íèðóþùåãî ýôôåêòà ùåëü ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü â ïëîñêîñòè êîëüöà.
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