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Ãëàâà III
Òåíçîðíàÿ àëãåáðà íàä êîìïëåêñíûì

     åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì òåíçîðíîé àëãåáðû íàä êîìïëåêñ-
íûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Òåíçîð, êàê èíâàðèàíòíûé îáúåêò, îï-
ðåäåëÿåòñÿ, â îòëè÷èå îò îáùåïðèíÿòûõ ñïîñîáîâ, êàê âåêòîð íåêîòîðî-
ãî êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêîé ïîäõîä ê îïðåäåëå-
íèþ òåíçîðà ïðîäèêòîâàí òðåáîâàíèÿìè ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, êî-
òîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå. Äëÿ áîëåå ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ
ïîíÿòèÿ òåíçîðà ïðèâîäÿòñÿ åãî òèïîâûå îïðåäåëåíèÿ (òåíçîð êàê çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåíçîð êàê ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ). Äàëåå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ (ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, ñâ¸ðòêà) íàä òåí-
çîðàìè, à òàê æå ñèììåòðè÷åñêèå è àíòèñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû, îïåðà-
òîðû ñèììåòðèçàöèè.

§3.1. Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ òåíçîðà

Âîçüì¸ì íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ ðàçìåðíîñòü n . Äàëåå âîçüì¸ì

p  ýêçåìïëÿðîâ 
p

C,...,C,C
21

 ïðîñòðàíñòâà ( )nC  è q  ýêçåìïëÿðîâ

q
C
~

,...,C
~

,C
~

21
 äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ( )nC

~
 è ïîñòðîèì êîìïëåêñíîå åâ-

êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

( )
q

p

C
~

...C
~

C
~

C...CCq,pC ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=
21

21

(3.1.1)

ðàçìåðíîñòè qpn + .

Âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàä ( )nC  âàëåí-
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òíîñòè ( )q,p , èëè, èíà÷å, êîìïëåêñíûì òåíçîðîì íàä ( )nC , p  ðàç êîí-

òðàâàðèàíòíûì è q  ðàç êîâàðèàíòíûì.

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ,

ïðåäñòàâèì òåíçîð ( )q,pT  èç ( )q,pC  â âèäå ôîðìàëüíîãî ïîëèíîìà

( ) ∑ ⊗⊗⊗⊗⊗=
j

q

jj
p

jj xxxxqpT ~...~...,
1

1

, (3.1.2)

ãäå 
i

jx  - âåêòîð èç 
i

C , 
k

jx~ - âåêòîð èç 
k
C
~

, èíäåêñ j  ñëóæèò äëÿ îáîçíà÷å-

íèÿ âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ â j -é ÷ëåí ñóììû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ( )q,pC
(ñì. §2.7), ìû ìîæåì íàïèñàòü:
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
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1

1
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1
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p

k

q

l
l

j

l

i
k

j

k

i x~x~xx
1 1

. (3.1.3)

Çàìå÷àíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âåêòîðíóþ ïðèðîäó òåíçîðîâ. Åäèíñòâåí-

íîå, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû íåêîòîðûå îáúåêòû ìîæíî áûëî
òðàêòîâàòü êàê âåêòîðû, ýòî âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü íàä íèìè äåé-
ñòâèÿ ïî îïðåäåë¸ííûì ïðàâèëàì, ñ ñîáëþäåíèåì îáùèõ àëãåáðàè÷åñ-

êèõ çàêîíîâ ïåðå÷èñëåííûõ â §1.10. Òàê êàê ( )q,pC  åñòü ÷àñòíûé ñëó-

÷àé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ( )pC  è ( )qC , ìû ìîæåì ðàñ-

ñìîòðåòü ôîðìàëüíûå ñóììû (3.1.2) êàê âåêòîðû (ïðè ýòîì íàäî èìåòü â
âèäó, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà íåîäíîçíà÷íî, ñóììû ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå îäèí è òîò æå âåêòîð, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè òèïà (2.9.3)). Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.1.2)
óäîáíî äëÿ èçîáðàæåíèÿ òåíçîðîâ.

Â ëèòåðàòóðå ðåäêî ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ òåíçîðîâ
è ïîýòîìó èñòîëêîâàíèå òåíçîðà êàê âåêòîðà íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî
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åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåñêîëüêî íåîáû÷íûì, òàê
êàê ÷àùå âñåãî ïîíÿòèå òåíçîðà ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàòíîãî
ìåòîäà.

Îïðåäåëåíèå òåíçîðà êàê âåêòîðà êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà íå-
îáõîäèìî íàì äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ìû ÷àñ-
òî áóäåì îòñòóïàòü îò îáùåïðèíÿòûõ îïðåäåëåíèé, ðóêîâîäñòâóÿñü åäèí-
ñòâåííî òðåáîâàíèÿìè ôèçèêè.

Âåêòîðû èç ( )nC  è êîâåêòîðû èç ( )nC
~

 ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûé ñëó-

÷àé òåíçîðîâ. Â ñàìîì äåëå, ( )01,T  èìååò âèä ∑ =
j

j xx
11

, à ( )10,T  âèä

∑ =
j

j x~x~
11

.

Ìîíîì ( ) y~x,T ⊗=11  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð íà

( )nC : äåéñòâèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà âåêòîð z èç ( )nC  îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé

xzy~zy~xTz == . (3.1.4)

Åñòåñòâåííî, ýòî íå ñàìûé îáùèé îïåðàòîð íà  ( )nC ; íî ëþáîé

îïåðàòîð â ( )nC  ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì, òî åñòü

òåíçîðîì òèïà ( ) i
i y~x,T ⊗=11 :

i
i xzy~Tz= , (3.1.5)

òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû â  ( )nC  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåíçîðû âàëåí-

òíîñòè ( )11, .

Ìîíîì ( )
21

20 x~x~,T ⊗=  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèëèíåéíóþ

ôîðìó íà  ( )nC ; å¸ çíà÷åíèÿ íà ïàðå âåêòîðîâ u è v  îïðåäåëÿåòñÿ êàê

( ) vx~ux~v,uT
21

⋅= . (3.1.6)
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Íàèáîëåå îáùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ( )nC  çàäà¸òñÿ òåíçîðîì

( ) ∑ ⊗=
j

jj x~x~,T
21

20 : (3.1.7)

( ) ∑ ⋅=
j

jj vxuxvuT
21

~~, , (3.1.8)

òàêèì îáðàçîì, áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ( )nC  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçî-

ðû âàëåíòíîñòè ( )20, .

§3.2. Çàäàíèå òåíçîðà êîîðäèíàòàìè

Êàê âåêòîð èç ( )nC  òåíçîð ëþáîé âàëåíòíîñòè íàä ( )nC  íå òðåáó-

åò äëÿ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ íèêàêèõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì: ýòî � èíâàðè-

àíòíûé îáúåêò (ñì. (3.1.2)). Íî åñëè â ïðîñòðàíñòâå ( )q,pC , âåêòîðàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òåíçîðû T  âàëåíòíîñòè ( )q,p , ââåä¸í íåêîòîðûé

áàçèñ, òî ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà T  îòíîñèòåëüíî ýòîãî áà-
çèñà.

Âñïîìíèì, êàê ñòðîèòñÿ áàçèñ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ èç áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ-ñîìíîæèòåëåé.

Äëÿ ýòîãî íàäî: 1) çàäàòü  áàçèñ â êàæäîì ñîìíîæèòåëå, â íàøåì

ñëó÷àå ýòî ýêçåìïëÿðû ( )nC  è ( )nC
~

; 2) ôèêñèðóåì áàçèñ ne,...,e1  â ( )nC

è äóàëüíûé áàçèñ ne~,...,e~1  â ( )nC
~

; 3) â ïðîñòðàíñòâå 
i

C - i - îì ýêçåìï-

ëÿðå ( )nC  - âîçüì¸ì â êà÷åñòâå áàçèñà i -é ýêçåìïëÿð áàçèñà ( )nC , ñî-

ñòîÿùèé èç âåêòîðîâ 
i

n

i

e,...,e1 , è àíàëîãè÷íî â 
k
C
~

 - k -é  ýêçåìïëÿð áàçè-

ñà  ( )nC
~

, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ 
k

n

k
e~,...,e~1 . Òîãäà áàçèñíûå âåêòîðû

ïðîñòðàíñòâà ( )q,pC , îáðàçóþùèå â ( )q,pC  îðòîíîðìèðîâàííóþ ñè-

ñòåìó, èìåþò âèä
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q

p
q

p

e~...e~e...e ββ
αα ⊗⊗⊗⊗⊗ 1

1
1

1

, (3.2.1)

ãäå èíäåêñû qp ,...,,,..., ββαα 11  ïðîáåãàþò íåçàâèñèìî çíà÷åíèÿ îò 1

äî n .
Îáîçíà÷èì áàçèñíûé âåêòîð (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, áàçèñíûé òåí-

çîð) (3.2.1) ÷ðåç q

p

...
...

ββ
ααΨ 1

1
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìîíîìà

q

p

x~...x~x~x...xxT ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=
21

21

0 (3.2.2)

èìååì

j

ii
j

i

exx = ,
l

kk
l

k
e~x~x~ = , (3.2.3)

q

p
q

p ...
...

q

p

x~...x~x~x...xxT ββ
αα

β
ββ

ααα Ψ⋅= 1

121

21

21

21

0 . (3.2.4)

Ëþáîé òåíçîð ( )q,pT  èìååò, ïîýòîìó ðàçëîæåíèå âèäà

( ) q

p

p

q

...
...

...
...Tq,pT

ββ
αα

αα
ββ Ψ⋅= 1

1

1

1
. (3.2.5)

×èñëà p

q

...
...T

αα
ββ

1

1
 è åñòü êîîðäèíàòû òåíçîðà ( )q,pT  â âûáðàííîì

áàçèñå (3.2.1).

Äëÿ âåêòîðîâ ( )01,T  è êîâåêòîðîâ ( )10,T  ìû ìîæåì çàïèñàòü èõ

êîîðäèíàòû â ( )nC  è ñîîòâåòñòâåííî â ( )nC
~

:

( ) α
α= eT,T 01 , (3.2.6)

( ) β
β= e~T,T 10 . (3.2.7)

Äëÿ òåíçîðîâ âàëåíòíîñòè ( )11,  èìååì

( ) β
α

α
β

β
α

α
β Ψ=⊗= TeeTT ~1,1 . (3.2.8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.1.5) äåéñòâèå îïåðàòîðà ( )11,T , íà âåêòîð
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i
i ezz =  çàäàäèì ôîðìóëîé

( ) α
βα

βα
βα

β === ezTeze~Tz,Tu 11 , (3.2.9)

èëè
βα

β
α = zTu . (3.2.10)

ìû ïðèøëè ê îáû÷íîé çàïèñè îïåðàòîðà â êîîðäèíàòàõ. Òîæäåñòâåí-

íûé îïåðàòîð çàäà¸òñÿ òåíçîðîì δ , èìåþùèì â ëþáîì áàçèñå êîîðäè-

íàòû α
βδ .

Àíàëîãè÷íî òåíçîð

( ) 21

21
20 ββ

ββ ⊗= e~e~T,T (3.2.11)

îïðåäåëÿåò, ñîãëàñíî (3.1.7), (3.1.8), áèëèíåéíóþ ôîðìó

( ) 21

21

ββ
ββ= vuTv,uT . (3.2.12)

Îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè îäèíàêîâîé âàëåíòíîñòè çàïèñûâàþòñÿ â
êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) p

q

p

q

p

q

...
...

...
...

...
... STST

αα
ββ

αα
ββ

αα
ββ +=+ 1

1

1

1

1

1
, (3.2.13)

( ) p

q

p

q

...
...

...
... TT

αα
ββ

αα
ββ ⋅λ=λ 1

1

1

1
, (3.2.14)

( ) p

q

p

q
STST

αα
ββ

βα

αα
ββ

...
...

,

...
...

1

1

1

1∑= . (3.2.15)

Â ôîðìóëå (3.2.15) ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì èíäåêñàì

( ) ( )q,...,,j,p,...,,i ji 2121 =β=α    .

§3.3. Èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð

Ïóñòü íàì çàäàíû: ïðîñòðàíñòâî ( )nC  ñ äåéñòâóþùèì â í¸ì îïå-

ðàòîðîì L  è äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ( )nC
~

 ñ äåéñòâóþùèì â í¸ì äóàëü-

íûì îïåðàòîðîì L
~

. Âîçüì¸ì â i -ì ýêçåìïëÿðå ( )nC  (òî åñòü â 
i

C ) îïå-



79Òåíçîðíàÿ àëãåáðà íàä êîìïëåêñíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì

ðàòîð 
i

L - i -é ýêçåìïëÿð îïåðàòîðà L , à â k -ì ýêçåìïëÿðå ( )nC
~

 (òî

åñòü â 
k
C
~

) - 
k
L
~

, k -é ýêçåìïëÿð L
~

.

Òîãäà â ( )q,pC  äåéñòâóåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ

q

p

L
~

...L
~

L...LL ⊗⊗⊗⊗⊗=
1

1
)

. (3.3.1)

Îòìåòèì ôîðìàëüíûé ñìûñë òîëüêî ÷òî ïðîâåä¸ííîé îïåðàöèè:

ïî äàííîìó îïåðàòîðó L , äåéñòâóþùåìó íà âåêòîðû x  èç ( )nC , ìû ïî-

ñòðîèëè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïåðàòîð L
)

, äåéñòâóþùèé íà âåêòîðû

( )q,pT  èç ïðîñòðàíñòâà ( )q,pC .

Ýòîò çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ, ïî êîòîðîìó îïåðàòîðó â n - ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå äðóãîé, áî-
ëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, èìååò îñíîâíîå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëåíèé, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì äàëåå.

Îáîçíà÷èì ýòî ñîîòâåòñòâèå ñèìâîëîì Π :

LL Π=
)

. (3.3.2)

L
)

 íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì èíäóöèðîâàííûì îïåðàòîðîì L  â

( )q,pC .

Âûÿñíèì, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð L
)

 íà âåêòîð ( )q,pT . Ó÷èòûâàÿ

ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà L
)

, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, êàê äåéñòâóåò L
)

 íà
áàçèñíûå âåêòîðû (3.2.1). Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

îïåðàòîðîâ (2.9.5) L
)

 äåéñòâóåò «ïî÷ëåííî»:

=




 ⊗⊗⊗⊗⊗ ββ

αα
q

p
q

p

e~...e~e...eL 1
1

1

1
)

( ) 


⊗⊗⊗




⊗⊗





= ββ

αα
q

p
qq

pp

e~L
~

...e~L
~

eL...eL 1
1

11

11

. (3.3.3)

Ó÷èòûâàÿ (2.3.2), çàïèøåì
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γ
γ
αα =

iii

eLeL ,
δβ

δ
β =

kkk
e~Le~L

~
, (3.3.4)

òàê êàê âñå îïåðàòîðû 
i

L  èìåþò îäíó è òó æå ìàòðèöó γ
αL , à âñå îïåðàòî-

ðû 
k
L
~

 - îäíó è òó æå ìàòðèöó β
δL

~
. Ïîýòîìó

( ) q

p

q

q

p

p

q

p

...
...

...
... L...L

~
L
~

L...LLL
δδ
γγ

β
δ

β
δ

β
δ

γ
α

γ
α

γ
α

ββ
αα Ψ=Ψ 1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

1

)

, (3.3.5)

òî åñòü ìû íàøëè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà L
)

 â áàçèñå (3.2.1). Â

ñèëó îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 
ij

i
j xLy = , ìû ìîæåì

çàïèñàòü óðàâíåíèå

TLT
)

=′ (3.3.6)
â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

p

q

q

q

p

p

p

q

...
...

...
... TL

~
...L

~
L...LT

γγ
δδ

δ
β

δ
β

α
γ

α
γ

αα
ββ =′ 1

1

1

1

1

1

1

1
. (3.3.7)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.3.4) ïåðåïèøåì (3.3.7) â âèäå

( ) ( ) p

q

q

q

p

p

p

q

...
...

...
... TL...LL...LT γγ

δδ
δ
β

−δ
β

−α
γ

α
γ

αα
ββ =′ 1

1

1

1

1

1

1

1

11 . (3.3.8)

Åñëè UL = - óíèòàðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ( )nC  (íàèáî-

ëåå èíòåðåñíûé äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé), òî ìîæíî çàïè-

ñàòü  (3.3.8) (ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî  ( ) i
j

j
i

j

i UUU ==
+

−1 , ñì. (1.3.15)) òàê:

( ) ( ) p

q

q

q

p

p

p

q

...
...

...
... TU...UU...UT γγ

δδ
δ
β

−δ
β

−α
γ

α
γ

αα
ββ =′ 1

1

1

1

1

1

1

1

11 , (3.3.9)

∑
δγ

γγ
δδ

β
δ

β
δ

α
γ

α
γ

αα
ββ =′

,

...

...

...

...
p

q

q

q

p

p

p

q
TU...UU...UT 1

1

1

1

1

1

1

1
. (3.3.10)

Ñóììèðîâàíèå â (3.3.10) íå ïî ïðàâèëó Ýéíøòåéíà ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò ìàòðèöû ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¸ííîé ìàòðèöå
íå èìååò èíâàðèàíòíîãî (íå çàâèñÿùåãî îò âûáîðà áàçèñà) ñìûñëà.

Ïîä÷åðêí¸ì åù¸ ðàç, ÷òî ôîðìóëà (3.3.8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çà-

ïèñü â êîîðäèíàòàõ äåéñòâèÿ â ïðîñòðàíñòâå ( )q,pC  îïåðàòîðà L
)

 åñòü

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà qpn + .
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Äîêàæåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâèÿ Π : åñëè îïåðàòîðû

L,L ′′′  äåéñòâóþò â ( )nC , LLL ′′′=  è L,L,L ′′′  èíäóöèðóþò îïåðàòîðû

L,L,L ′′′
)))

, äåéñòâóþùèå â ( )q,pC , òî LLL ′′′=
)))

, èëè

( ) ( ) ( )LLLL ′′Π⋅′Π=′′′Π . (3.3.11)

Ïîêàæåì, ÷òî L
)

 è LL ′′′
))

 îäèíàêîâî äåéñòâóþò íà áàçèñíûå âåêòî-
ðû (3.2.1).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ (2.9.5),

 ( ) =




 ⊗⊗⊗⊗⊗=Ψ ββ

αα
ββ
αα

q

p

q

p q

p
...
... e~...e~e...eLL 1

1

1

1 1

1
))

( ) =


⊗⊗⊗




⊗⊗





= ββ

αα
q

p
qq

pp

e~L
~

...e~L
~

eL...eL 1
1

11

11

( ) =


′′′⊗⊗′′′⊗




′′′⊗⊗





′′′= ββ

αα
q

p
qqq

ppp

e~L
~

L
~

...e~L
~

L
~

eLL...eLL 1
1

111

111

( )q

p

...
...LL

ββ
ααΨ′′′= 1

1

))

. (3.3.12)

Åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó ( )nE  ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íûé îïåðàòîð:

( )( ) ( )qpnEnE +=Π . (3.3.13)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè U - óíèòàðíûé îïåðàòîð â ( )nC , òî è

èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð UU Π=
)

 óíèòàðåí â ( )q,pC .
Äîêàæåì ðàâåíñòâî

( ) ( )STSUTU =
))

(3.3.14)

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà T  è S - áàçèñíûå âåêòîðû (3.2.1) Ñîãëàñíî (3.3.3)

q

p

q

p qq

pp
...
... e~U

~
...e~U

~
eU...eUUTU ββ

αα
ββ
αα ⊗⊗⊗⊗⊗=Ψ= 1

1

1

1 11

11
))

,

à

q

p

q

p qq

pp
...
... e~U

~
...e~U

~
eU...eUUSU ττ

σσ
ττ
σσ ⊗⊗⊗⊗⊗=Ψ= 1

1

1

1 11

11
))

.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ( )q,pC  (ñì. (2.7.8),

(3.1.3))

( ) ( ) ( )( ) ( )qq

pp
e~U

~
e~U

~
...e~U

~
e~U

~
UeUe...UeUeSUTU

τβτβ
σασα= 11

11

))

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîð, äóàëüíûé U , óíèòàðåí â ( )nC
~

, çàïèøåì:

( ) ( )σασα = eeUeUe , ( ) ( )τβτβ = e~e~e~U
~

e~U
~

,

÷òî äîêàçûâàåò (3.3.14).

§3.4. Òåíçîð êàê çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî òåíçîð ( )q,pT  â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå

èìååò êîîðäèíàòû q

p

...
...T

γγ
δδ

1

1
:

( ) p

q

q

p

...
...

...
...Tq,pT

δδ
γγ

γγ
δδ Ψ= 1

1

1

1
. (3.4.1)

Ïîñêîëüêó áàçèñ â ( )q,pC  ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ (ñì. §3.2) ñòàíäàð-

òíîãî ïîñòðîåíèÿ èç çàäàííîãî áàçèñà ne,...,e1  â ( )nC , òî ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ñèñòåìà èç qpn +  ÷èñåë q

p

...
...T

γγ
δδ

1

1
 îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âûá-

ðàííîìó áàçèñó ne,...,e1  â ( )nC .

Âûáåðåì òåïåðü â ( )nC  íîâûé áàçèñ ne,...,e ′′1 , à ïî íåìó ïîñòðîèì

â ( )q,pC  íîâûé áàçèñ

q

p

q

p q

p
...

... e~...e~e...e ββ
αα

ββ
αα ′⊗⊗′⊗′⊗⊗′=Ψ′ 1

1

1

1 1

1

. (3.4.2)

Ðàçëàãàÿ òåíçîð ( )q,pT  (ñì. (3.4.1)) ïî áàçèñó (3.4.2), èìååì

( ) q

p

p

q

...
...

...
...Tq,pT

ββ
αα

αα
ββ Ψ′′= 1

1

1

1
. (3.4.3)

Ïîëó÷èì òåïåðü áàçèñ ne,...,e1  èç áàçèñà ne,...,e ′′1  äåéñòâèåì íåêî-
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òîðîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U  â ( )nC :

ii eeU =′ . (3.4.4)

Òîãäà

j
j

ii eUe ′= . (3.4.5)

Â ñèëó (2.3.2), (2.3.4)

( ) jk

j
k e~Ue~ ′= −1 . (3.4.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.4.5) è (3.4.6) â (3.2.1), ïîëó÷èì:

( ) ( ) q

p

q

q

p

p

q

p

...
...

...
... U...UU...U ββ

αα
δ
β

−δ
β

−α
γ

α
γ

δδ
γγ Ψ′=Ψ 1

1

1

1

1

1

1

1

11 . (3.4.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (3.4.7) â (3.4.1) è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåí-
òû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ íàéä¸ì âûðàæåíèÿ «íîâûõ»

êîîðäèíàò òåíçîðà ( )q,pT  ÷åðåç «ñòàðûå»:

( ) ( ) p

q

q

q

p

p

p

q

...
...

...
... TU...UU...UT γγ

δδ
δ
β

−δ
β

−α
γ

α
γ

αα
ββ =′ 1

1

1

1

1

1

1

1

11 . (3.4.8)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå èìååò ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî ñ (3.3.9), íî
ñìûñë ôîðìóë ñîâåðøåííî ðàçëè÷åí: (3.3.9) âûðàæàåò êîîðäèíàòû òåí-

çîðà T ′  ÷åðåç êîîðäèíàòû â òîì æå áàçèñå äðóãîãî òåíçîðà T , èç êîòî-

ðîãî T ′  ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà U
)

, òîãäà êàê (3.4.8) âûðàæàåò

êîîðäèíàòû òåíçîðà T  â íîâîì áàçèñå ÷åðåç êîîðäèíàòû òîãî æå òåí-

çîðà â ñòàðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà ( )q,pC .

Ïóñòü òåïåðü êàæäîìó áàçèñó â ( )nC  ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå

íåêîòîðàÿ ñèñòåìà èç qpn +  ÷èñåë p

q

...
...T

αα
ββ

1

1
, ïðè÷¸ì çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ

òàêîâ, ÷òî ñèñòåìû ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì áàçèñàì, ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì (3.4.8).

Òîãäà ñóùåñòâóåò îäèí, è òîëüêî îäèí, òåíçîð ( )q,pT  èç ïðîñòðàí-

ñòâà ( )q,pC , èìåþùèé â êàæäîì áàçèñå êîîðäèíàòû, ðàâíûå çàäàííûì

÷èñëàì p

q

...
...T

αα
ββ

1

1
. Ïîýòîìó ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü òåíçîð êàê çàêîí
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ñîîòâåòñòâèÿ p

q

...
...Te αα

ββ→ 1

1
, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì (3.4.8).

Òàêîå îïðåäåëåíèå òåíçîðà, âûäâèãàåò íà ïåðåäíèé ïëàí çàêîí ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Íàì æå â äàëüíåéøåì, íàïðèìåð, ïðè îïðåäå-
ëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ

( )q,pC , íàäî, ïðåæäå âñåãî, ïðåäñòàâëÿòü ñåáå òåíçîð êàê ýëåìåíò âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ( )q,pC .

§3.5. Òåíçîð êàê ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà

Ðàññìîòðèì åù¸ îäèí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà îñíîâàííûé íà
ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè. Ïóñòü íàì çàäàí ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç p  êî-

âåêòîðîâ è q  âåêòîðîâ






=

q

p

yyyy ,...,,~,...,~ 1

1
ξ . (3.5.1)

Ìû ìîæåì äëÿ òåíçîðà ( )qpT ,  (3.2.1) îïðåäåëèòü çíà÷åíèå íà ξ
ïî ôîðìóëå

( ) ∑=
j

q
j

q

j
j

p

p
j yxyxxyxyT ~...~~...~ 1

1

1

1
ξ . (3.5.2)

Åñëè çàêðåïèòü âñå àðãóìåíòû y~ , 
k

y  êðîìå îäíîãî, òî ïîëó÷àåì

ôóíêöèþ ñ êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè îò êîâåêòîðà èëè âåêòîðà, è âñå
òàêèå ôóíêöèè ëèíåéíû.

Ïóñòü íàì çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ

( ) 




=

q

p

yyyyTT ,...,,~,...,~ 1

1
ξ (3.5.2)

îò p  êîâåêòîðîâ è q  âåêòîðîâ, ëèíåéíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó àð-

ãóìåíòó ïðè çàêðåïë¸ííûõ îñòàëüíûõ (òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëè-
ëèíåéíîé). Òîãäà, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ñóùåñòâóåò îäèí, è òîëüêî îäèí,

òåíçîð ( )qpT , , îïðåäåëÿþùèé ( )ξT  ïî ôîðìóëå (3.5.1) è ìîæíî áûëî
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áû îïðåäåëèòü òåíçîð êàê ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ âèäà (3.5.2). Îäíàêî
ïðèíÿòîå â íà÷àëå ýòîé ãëàâû îïðåäåëåíèå èìååò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå íàâûêè ðàáîòû ñ ïðîèçâåäåíè-
ÿìè è ñóììàìè.

Êðîìå òîãî, ôîðìóëû âèäà (3.1.2) ïîçâîëÿþò îñîáåííî íàãëÿäíî
îïèñàòü ïðè¸ì ñîñòàâëåíèÿ ñëîæíûõ ÷àñòèö èç áîëåå ïðîñòûõ.

§3.6. Óìíîæåíèå è ñâ¸ðòûâàíèå òåíçîðîâ

Ðàññìîòðèì îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè, ìåíÿþùèå èõ âàëåíòíîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíû òåíçîðû ( )q,pT  è ( )s,rT :

( )

( )









⊗⊗⊗⊗⊗=

⊗⊗⊗⊗⊗=

∑

∑

,y~...y~y...ys,rT

,x~...x~x...xq,pT

k

k

s

k
k

r

k

j

j

q

j
j

p

j

1

1

1

1

(3.6.1)

ãäå j

i

x  è k

i

y  - âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà ( )nC , à 
j

i
x~  è 

k

i

y~  - êîâåêòîðû äó-

àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ( )nC
~

. Ïîñòàâèì ýòèì òåíçîðàì â ñîîòâåòñòâèå

òåíçîð ( )sq,rpT ++ , íàçûâàåìûé èõ ïðîèçâåäåíèåì:

( ) ( ) ( )=⊗=++ s,rTq,pTsq,rpT

k

s

k

k,j
q

jj
r

kkj

p

j y~...y~x~...x~y...yx...x ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗= ∑
11

11

.

(3.6.2)
Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ òåíçîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà

÷èñëî, êîòîðûå ïðîèçâîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ
äàííîé âàëåíòíîñòè, óìíîæåíèå òåíçîðîâ åñòü îïåðàöèÿ íàä òåíçîðàìè

èç ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâ. ( ) ( )q,pCq,pT ∈ , ( ) ( )s,rCs,rT ∈ , à èõ ïðî-

èçâåäåíèå ( ) ( )sq,rpCsq,rpT ++∈++ . Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ( ) ( )s,rTq,pT ⊗  è ( ) ( )q,pTs,rT ⊗  èìåþò îäè-
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íàêîâóþ âàëåíòíîñòü, îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, òî åñòü óìíîæå-
íèå òåíçîðîâ íå êîììóòàòèâíî, ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ñâîé-
ñòâà àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè:

( ) ( )
( )

( ) ( )





⊗λ=λ⊗=⊗λ
⊗+⊗=+⊗

⊗⊗=⊗⊗

.TTTTTT

,TTTTTTT

,TTTTTT

212121

2121

321321

(3.6.3)

Â ñèëó (3.6.2), ïðîñòðàíñòâî ( )sq,rpC ++  åñòü òåíçîðíîå (êðîíå-

êåðîâî) ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ( )q,pC  è ( )s,rC .

( ) ( ) ( )s,rCq,pCsr,qpC ⊗=++ . (3.6.4)

Ðàçëàãàÿ ñîìíîæèòåëè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñàì (3.2.1), ïîëó-
÷èì âûðàæåíèå êîîðäèíàò ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû ñîìíîæèòå-
ëåé.

Åñëè

TTT ′′⊗′= ,
òî

 r

s

p

q

rp

sq

...
...

...
...

......
...... TTT α′′α ′′

β ′′β ′′
α′α′

β′β′
α ′′α ′′α′α′

β′′β ′′β′β′ ′′⋅′= 1

1

1

1

11

11
. (3.6.5)

Îïðåäåëèì òåïåðü äðóãóþ îïåðàöèþ, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîìó òåíçîðó ( )q,pT  (ñì. (3.6.1)) òåíçîð ( )11 −− q,pT , â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî 11 ≥≥ q,p .

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå íîìåðà k,i , pi ≤≤1 , qk ≤≤1 , è ïîëî-

æèì

( ) ( )==−− q,pTSpq,pT i
k11

∑ ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=
+−

j

j

p

j

i

j

i

jj

i
j

k
x...xx...xxx~

111

j

q

j

k

j

k

j x~...x~x~...x~ ⊗⊗⊗⊗⊗⊗
+− 111

. (3.6.6)

i
kSp  åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ( )q,pC  â ïðîñòðàí-

ñòâî ( )11 −− q,pC , ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî òåíçîðà
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( ) q

p

p

q

...
...

...
...Tq,pT

ββ
αα

αα
ββ Ψ⋅= 1

1

1

1

èìååì

( ) ⊗⊗⊗⊗⊗=−− ααα
αα

ββ pi

p

q

pi
i
k

...
... e...e...eSpTq,pT 1

1

1

1

11

=⊗⊗⊗⊗⊗ βββ qk

qk
e~...e~...e~ 1

1

⊗⊗⊗⊗⊗⊗δ= αα

+

α

−

α
β
α

αα
ββ +− pii

k

i

p

q

pii
...

... e...ee...eT 111

1

1

111

=⊗⊗⊗⊗⊗⊗ ββ

+

β

−

β +− qkk

qkk
e~...e~e~...e~ 111

111

⊗⊗⊗⊗⊗⊗= αα

+

α

−

α
ασααα

βσβββ +−
+−

+− pii

pii

qkk

pii
......

...... e...ee...eT 111

111

111

111

qkk

qkk
e~...e~e~...e~ ββ

+

β

−

β ⊗⊗⊗⊗⊗⊗ +− 111

111
, (3.6.7)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî σ , ñîãëàñíî ïðàâèëó

Ýéíøòåéíà. Îïåðàöèÿ i
kSp  íàçûâàåòñÿ ñâ¸ðòûâàíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû ñâ¸ðíóòîãî òåíçîðà

( )11 −−=′ q,pTT  âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû èñõîäíîãî òåíçîðà

( )q,pT  ïî ôîðìóëå

pii

qkk

p

q

k

i

pii

qkk

......
......

...
...

......
...... TTT

ασααα
βσβββ

αα
ββ

β
α

αααα
ββββ

+−

+−

+−

+−
=δ=′ 111

111

1

1

111

111
. (3.6.8)

§3.7. Ñèììåòðè÷åñêèå è àíòèñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

Ðàññìîòðèì òåíçîð ( )0,pT  âèäà

∑ ⊗⊗⊗
j

j

p

jj x...xx
21

, (3.7.1)
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ãäå j

i

x - âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà ( )nC .

Êàæäîé ïîäñòàíîâêå p  ÷èñåë







=

pi...ii

p...
s

21

21
(3.7.2)

ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ íàä òåíçîðàìè, ñîïîñòàâëÿþùàÿ òåíçîðó ( )0,pT
òåíçîð

( ) ∑ ⊗⊗⊗=
j

j

k

j

k

j

k p

x...xx,psT
21

0 , (3.7.3)

ãäå ik - ÷èñëî, ðàñïîëîæåííîå íàä i  â ïîäñòàíîâêå (3.7.2). Î÷åâèäíî, ÷òî

s  åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå ( )0,pC  è íå çàâèñèò îò ñïî-

ñîáà çàïèñè òåíçîðà.

Óñòàíîâèì ñâÿçü êîîðäèíàò òåíçîðîâ T  è sT , äëÿ ÷åãî ðàçëîæèì

òåíçîð T  ïî áàçèñó (3.2.1) è ïðèìåíèì îïåðàòîð s  ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó-
÷åííîãî ðàâåíñòâà. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò, ââåä¸ì ñëåäóþ-

ùåå îáîçíà÷åíèå: ïóñòü p,...,αα1 - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåê-

ñîâ (èíäåêñû, â îòëè÷èå îò êîîðäèíàò, ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòûìè), ( )is -

÷èñëî, ðàñïîëîæåííîå ïîä i  â ïîäñòàíîâêå (3.7.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

( )p,...,s αα1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ( ) ( ) ( )psss ,...,, ααα
21

. Òàêèì

îáðàçîì, èíäåêñû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, íî èõ ñîñòàâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îñòà¸òñÿ íåèçìåííûì.

Ïðèìåð 3.7.1.
Åñëè

3=p , 




=
132

321
s ,

òî ( ) 121211 ,,,,s = .
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Ìû ðàñïîëîæèëè èíäåêñû 112 â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðàìè íèæíåé
ñòðîêè â s : òî åñòü íà ïåðâîå ìåñòî ïîñòàâèëè âòîðîé èíäåêñ, íà âòîðîå
� òðåòèé, íà òðåòüå � ïåðâûé.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî âûðàçèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà sT  ÷å-

ðåç êîîðäèíàòû òåíçîðà T  ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

( ) ( )pp ...s... TsT
αααα = 11 . (3.7.4)

Áóäåì íàçûâàòü òåíçîð T  ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîä-
ñòàíîâêè s

TsT = . (3.7.5)
Â êîîðäèíàòàõ (3.7.5) âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

( ) pp ......s TT αααα = 11 , (3.7.6)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå êîîðäèíàòû òåíçîðà p...T αα1  çàâèñèò òîëü-

êî îò ñîñòàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ p,...,αα1 , íî íå îò èõ ïî-

ðÿäêà.
Ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû óäîáíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ ÷èñåë çàïîë-

íåíèÿ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p...αα1  ñîäåðæèò 1p  èíäåêñîâ, ðàâ-

íûõ åäèíèöå, 2p  èíäåêñîâ, ðàâíûõ 2, �, np  èíäåêñîâ, ðàâíûõ n , òîãäà

pp...pp n =+++ 21 , ( )ppi ≤≤0 , ( )n,...,i 1= . (3.7.7)

Òåïåðü, îáùåå çíà÷åíèå âñåõ êîîðäèíàò ñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

T , ó êîòîðûõ 1p  èíäåêñîâ, ðàâíûõ åäèíèöå, 2p  èíäåêñîâ, ðàâíûõ 2, �,

np  èíäåêñîâ, ðàâíûõ n , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç np,...,pT 1 :

pn ,...,p,...,p TT αα= 11 . (3.7.8)

×èñëà np,...,pT 1  íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ òåíçîðà T .

Ñ ïîìîùüþ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ëåãêî îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü n,pd

ïðîñòðàíñòâà ( )0,pSymn  âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ âàëåíòíîñòè

( )0,p  íàä ïðîñòðàíñòâîì ( )nC , êîòîðàÿ ðàâíà ÷èñëó ÷èñåë çàïîëíåíèÿ,

íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ òàêîãî òåíçîðà, òàê êàê ýòè ÷èñëà ñëóæàò íå-

çàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâå ( )0,pSymn .
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Íàì íàäî íàéòè ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.7.7).
Ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ðàñïîëîæåíèÿ p

øàðîâ è 1−n  ïåðåãîðîäêè: ÷èñëàì np,...,p,p 21  óäîâëåòâîðÿþùèì

(3.7.7), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðÿä ïðåäìåòîâ, ñîñòîÿùèé èç 1p  øàðîâ

( )01 ≥p , çàòåì îäíîé ïåðåãîðîäêè; 2p  øàðîâ è åù¸ îäíîé ïåðåãîðîäêè

è òàê äàëåå. Íàêîíåö, 1−np  øàðîâ, ïåðåãîðîäêè è np  øàðîâ. Âñåãî ìû

ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëè 1−+ np  ïðåäìåòîâ, è ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.7.7)

ñòîëüêî, ñêîëüêî åñòü ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ïåðåãîðîäêè íà 1−n  ìåñòî

èç 1−+ np  âîçìîæíûõ, òàêèì îáðàçîì,

1
1

−
+−= n

pnn,p Cd , (3.7.9)

â ÷àñòíîñòè, ïðè 2=n

12 += nd ,p . (3.7.10)

Â òàáëèöå (3.7.1) ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ n,pd  äëÿ n  è p  îò 2 äî 6.

Òàáëèöà 3.7.1

2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 7

3 6 01 51 12 82

4 01 02 53 65 48

5 51 53 07 621 012

6 12 65 621 252 264

n
p
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§3.8. Áèñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

Òåíçîð ( )q,pT  íàçûâàåòñÿ áèñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ

ïîäñòàíîâîê







=

pi...ii

p...
s

21

21
, 





=

qj...jj

q...
t

21

21
(3.8.1)

êîîðäèíàòû ( )q,pT  óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

( )
( ) p

q

p

q

...
...

...s
...t TT αα

ββ
αα

ββ = 1

1

1

1
. (3.8.2)

Áèñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû ìîæíî çàäàòü ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ

n

n

p,...,p
q,...,qT 1

1
, (3.8.3)

ãäå 1p - ÷èñëî âåðõíèõ èíäåêñîâ, ðàâíûõ åäèíèöå, �, nq - ÷èñëî íèæíèõ

èíäåêñîâ, ðàâíûõ n .
Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ òåíçîðîâ ðàâíà

1
1

1
1

−
+−

−
+− ⋅=⋅ n

qn
n

pnn,qn,p CCdd . (3.8.4)

Åñëè êîìïîíåíòû òåíçîðà ñèììåòðè÷íû â îäíîì áàçèñå, òî òàêàÿ
æå ñèììåòðèÿ áóäåò èìåòü ìåñòî è â ëþáîì äðóãîì áàçèñå.

§3.9. Àíòèñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

Òåíçîð ( )0,pT  âèäà (3.7.1), íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷åñêèì, åñëè

äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè s

( ) ( )00 ,pTSgns,psT ⋅= , (3.9.1)

ãäå Sgns 1 äëÿ ÷¸òíîé ïîäñòàíîâêè s  è �1 äëÿ íå÷¸òíîé, òî åñòü êîîðäè-

íàòû òåíçîðà ìåíÿþò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ.
Åñëè â íàáîðå èíäåêñîâ íåêîòîðîé êîîðäèíàòû åñòü äâà ðàâíûõ èí-

äåêñà, òî ýòà êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ.

Âñå àíòèñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû òèïà ( )0,pT  íàä ïðîñòðàíñòâîì

( )nC  îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
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( )0,pAsymn . Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà n,pd  ðàâíà ÷èñëó íåçà-

âèñèìûõ êîîðäèíàò, çàäàþùèõ ïðèíàäëåæàùèé åìó òåíçîð. Òàêèå íà-
áîðû íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïîâòîðÿþùèõñÿ ÷èñåë, ïîðÿäîê èíäåêñîâ â
òàêîì íàáîðå ïðè ïîäñ÷¸òå íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò íå ó÷èòûâàåòñÿ:

p
nn,p Cd = , ( )np ≤ . (3.9.2)

Ïðè np >  íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ àíòèñèììåòðè÷åñêèõ òåí-

çîðîâ ( )0,pT  íàä ( )nC .

§3.10. Îïåðàòîðû ñèììåòðèçàöèè

Ïîñòðîåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ è àíòèñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ ìîæ-
íî îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñèììåòðèçàöèè

∑=
s

s
!s

1
S (3.10.1)

è îïåðàòîðà àíòèñèììåòðèçàöèè

( )∑ −=
s

Sgnss
!s

1
1

A , (3.10.2)

ãäå Sgns ðàâíà 1 èëè �1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷¸òíà èëè íå÷¸òíà ïîä-

ñòàíîâêà s , à ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïîäñòàíîâêàì ÷èñåë

( )n,...,,21 .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû s  óíèòàðíû, à îïåðàòîðû S è

A  - ýðìèòîâû, ïðè ýòîì

SS =2 , AA =2 . (3.10.3)

ñîãëàñíî (1.13.12), îïåðàòîðû S è A  ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ïðîåêòèðîâà-

íèÿ, êîòîðûå ïðîåêòèðóþò ïðîñòðàíñòâî ( )0,pC  íà ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ

ñèììåòðè÷åñêèõ (àíòèñèììåòðè÷åñêèõ) òåíçîðîâ. Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷åñ-

êèìè áóäóò òåíçîðû èíâàðèàíòíûå ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàòîðó S
TT =S , (3.10.4)

à àíòèñèììåòðè÷åñêèìè

TT =A . (3.10.5)


