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Ãëàâà V
Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Â ýòîé ãëàâå ìû îáúåäèíèì ïîíÿòèÿ ãðóïïû è âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è ðàññìîòðèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû è ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

§ 5.1. Îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà G  ñîñòî-

èò èç îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå ( )nC , èëè (â ìàòðè÷íîé

ôîðìå) èç n - ðÿäíûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ãðóïïå ìîæíî
ñîïîñòàâèòü ÷èñëî n . Ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëóæèò äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
ñâÿçè ìåæäó ãðóïïàìè îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîé ðàçìåð-
íîñòè è íåîáõîäèìî íàì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñèììåòðèè ôèçè÷åñ-
êèõ ñèñòåì.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàì äàíî k - ðÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

G  (èëè ãîìîìîðôèçì G  â ãðóïïó k - ðÿäíûõ îïåðàòîðîâ), åñëè êàæäîìó

îïåðàòîðó U  èç G  ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé îïåðàòîð

( )UP , äåéñòâóþùèé â ( )kC , ïðè÷¸ì ïðîèçâåäåíèþ îïåðàòîðîâ â ( )nC

ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ â ( )kC  è åäèíè÷íîìó îïåðàòî-

ðó â ( )nC  - åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ( )kC :

( ) ( ) ( )VPUPUVP ⋅= ,  ( )( ) ( )kEnEP = . (5.1.1)

×èñëî k  íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïðåäñòàâëåíèÿ P .

Èç (5.1.1) ÿñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ âèäà ( )UP  åñòü îïå-
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ðàòîð òîãî æå âèäà, à èç óñëîâèÿ ( )( ) ( )kEnEP =  ñëåäóåò, ÷òî òîæäå-

ñòâåííûé îïåðàòîð â ( )kC  òàê æå èìååò âèä ( )UP .

Äàëåå, åñëè 1−= UV , òî

 ( ) ( ) ( )( ) ( )kEnEPUPUP ==−1

èëè

( ) ( )[ ] 11 −− = uPUP . (5.1.2)

Îïåðàòîðû ( )UP , åñëè U ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû G , îáðàçóþò

ãðóïïó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )GP . Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ

óíèòàðíûì, åñëè âñå îïåðàòîðû ( )UP  óíèòàðíû. Ïðåäñòàâëåíèå ( )GP
ìîæíî íàãëÿäíî èñòîëêîâàòü êàê íåêîòîðîå «èçîáðàæåíèå» n - ðÿäíûõ

îïåðàòîðîâ k - ðÿäíûìè: äåéñòâèå îïåðàòîðà U  â ( )nC  «âûçûâàåò» ñâÿ-

çàííîå ñ íèì ïî íåêîòîðîìó çàêîíó äåéñòâèå îïåðàòîðà ( )UP  â ( )kC .

§ 5.2. Ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå L  íåêîòîðûé áàçèñ neee ,...,, 21  è

ïîñòðîèì äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ( )UP  ìàòðèöó (ñì. ãë. I, §1.11) ïî ôîð-

ìóëå

( ) ( ) j
j

ii eUPeUP = . (5.2.1)

Íàáîð ìàòðèö  ( )UP  ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ( )UP j
i  îáðàçóåò

ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû. Ìàòðèöû ( )UP  óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-

íåíèþ (5.1.1) îáû÷íîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

( ) ( ) ( )UVPVPUP =⋅ . (5.2.2)

Ïîêàæåì ýòî:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k
k
j

j
ij

j
ii eUPVPeVPUPeVPUP ⋅==⋅

è
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( ) ( ) ( ) ( ) k
k

iii eUVPeUVPeVPUP ==⋅ ,

òàê ÷òî

( ) ( ) ( )VPUPUVP j
i

k
j

k
i = . (5.2.3)

Íà ïðàêòèêå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, êàê ïðàâèëî, óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ
ñîîòíîøåíèåì

( ) ( )( )ij
j

i eUPeUP = , (5.2.4)

êîòîðîå ïðÿìî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (5.2.1).

§ 5.3. Ïðèìåðû ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï

1. Òîæäåñòâåííîå (ôóíäàìåíòàëüíîå) ïðåäñòàâëåíèå.

Â äàííîì ñëó÷àå nk =  è ( ) UUP =  äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ U  èç

G , òî åñòü êàæäûé îïåðàòîð U  «èçîáðàæàåòñÿ» ñàìèì ñîáîé.

2. Òðèâèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

( )UP  äëÿ âñåõ U  èç G  ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì òîæäåñòâåííîìó îïå-

ðàòîðó ( )kE .

3. Ñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü 1=k  è ( ) UUP det= . Òîãäà êîìïëåêñíûå ÷èñëà  ( )UP  ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ êàê îäíîðÿäíûå ìàòðèöû. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà îïðåäåëèòå-
ëÿ îïåðàòîðà (§1.13), óñëîâèÿ (5.1.1) âûïîëíÿþòñÿ, ïðè ýòîì âñå îïåðàòîðû

âèäà 11 −− VUVU  ïåðåõîäÿò â ( )kE ; åñëè ãðóïïà G  íå êîììóòàòèâíà, òî

ïðÿäîê ïåðåìíîæåíèÿ  â ãðóïïå G  ñóùåñòâåíåí, à â ( )GP  - íåò:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )VUPUPVPVPUPUVP =⋅=⋅= .

Èçîáðàæåíèå n - ðÿäíûõ îïåðàòîðîâ îäíîðÿäíûìè  «îãðóáëÿåò»
èõ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Àáåëåâû ãðóïïû íå èìåþò äðóãèõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
êðîìå òðèâèàëüíîãî è ñêàëÿðíîãî.
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4. Èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Êàæäûé òèï òåíçîðîâ ( )qpT ,  ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü (ñì. §3.3)

îïåðàòîðàì U ,  äåéñòâóþùèì â ( )nC , èíäóöèðîâàííûå îïåðàòîðû

( )UΠ , äåéñòâóþùèå â ( )qpC , . Èç (3.3.11) ñëåäóåò, ÷òî Π  - ïðåäñòàâëå-

íèå ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû ( )CnGL , . Ñòåïåíü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ( )qpC , , òî åñòü qpn + . Åñëè ðàññìàò-

ðèâàòü âìåñòî ( )CnGL ,  íåêîòîðóþ å¸ ïîäãðóïïó G , òî Π  ïðåäñòàâëÿ-

åò qpn + - ðÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G : íàäî ðàññìàòðèâàòü ëèøü òå

( )UΠ , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðàì U  èç G . Â ÷àñòíîñòè, åñëè

â êà÷åñòâå G  âçÿòü ( )nU , òî è îïåðàòîðû ( )UΠ  áóäóò óíèòàðíû (ñì.

§3.3); ïîëó÷àåòñÿ óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ( )nU  îïåðàòîðàìè,

äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâå ( )qpC , .

Ïðåäñòàâëåíèå P  íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè îíî ñòàâèò â ñîîòâåò-

ñòâèå ðàçëè÷íûì îïåðàòîðàì VU ,  èç G  ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû èç ( )GP

(äðóãèìè ñëîâàìè: ãîìîìîðôèçì P  íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èçîìîð-

ôèçìîì ãðóïï G  è ( )GP ).

Òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå, î÷åâèäíî, òî÷íî. Òðèâèàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå íåòî÷íî, åñëè G  ñîñòîèò íå èç îäíîãî îïåðàòîðà ( )nE . Îä-

íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå íåòî÷íî, åñëè G  - íå àáåëåâà ãðóïïà (îáðàòíîå
íåâåðíî!). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, êàê
ïðàâèëî, òî÷íû.

5. Ãðóïïà 3D
Äëÿ âûÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïðåäñòàâëåíèÿ, ðàññìîòðèì

ãðóïïó 3D , (ñì. ãë. IV, §4.5, ï.6) è ïîñòðîèì äëÿ íå¸ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå.

Âûáåðåì áàçèñíûå âåêòîðû xe
r

 è ye
r

 òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñ.5.3.1.,
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à âåêòîð ze
r

 íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà ãðóïïû, íàïðèìåð 1R  (îòîáðà-

æåíèå ïîâîðîòà íà 1200 âîêðóã îñè z).

( )

( )
( )















=′=

−−=′=

+−=′=

.eeeRP

,eeeeRP

,eeeeRP

zzz

yxyy

yxxx

rrr

rrrr

rrrr

1

1
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2
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4

3

4

3

2

1

(5.3.1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.2.4) ìàòðèöà ( )1RP  áóäåò ðàâíà

( )

























−

−−

=

100

0
2
1

4
3

0
4

3

2

1

1RP .

4R
5R

3R

xe′r

ye′r

xe
r

ye
r

Ðèñ. 5.3.1.
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Äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì:

( )

























−−

−

=

100

0
2
1

4
3

0
4

3

2

1

2RP , ( )
















−

−
=

100

010

001

3RP ,

( )

























−

−−

−

=

100

0
2
1

4
3

0
4

3

2

1

4RP ,

( )

























−

−=

100

0
2
1

4
3

0
4

3

2

1

5RP , ( )















=

100

010

001

EP .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ìàòðèöû èìåþò òàáëèöó óìíî-
æåíèÿ, ñîâïàäàþùóþ ñ òàáëèöåé 4.5.6.

Ðàññìàòðèâàÿ îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðà ze
r

, ìû ìîæåì

ïîñòðîèòü ïðîñòîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ( )2P :
( )( ) 11
2 =RP , ( )( ) 12

2 =RP , ( )( ) 13
2 −=RP ,

( )( ) 14
2 −=RP , ( )( ) 15

2 −=RP , ( )( ) 12 =EP .



127Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Îòìåòèì, ÷òî ( )2P  íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì,

êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )( ) 11 =iRP , ñòàâÿùèì â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîìó ýëåìåíòó ãðóïïû +1.

Òàê êàê â òðåòüåé ñòðîêå è òðåòüåì ñòîëáöå ( )iRP  ñòîÿò íóëè, ìàò-

ðèöû 22× , ïîñòðîåííûå èç äâóõ ïåðâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, îáðàçóþò

äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ( )3P  ãðóïïû 3D .

6. Ãðóïïà 2ℜ
Èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâî ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïîñòðîèì ïðåäñòàâ-

ëåíèå íåïðåðûâíîé ãðóïïû 2ℜ  âîêðóã îñè z. Â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñ a

ãðóïïîâûõ ýëåìåíòîâ ( )aR  ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì â èíòåð-

âàëå π≤≤ 20 a .

Ìàòðèöó R  íàéä¸ì èç óðàâíåíèÿ

( ) ( ) i
j

i
j

j
i eeeaReaR ′=⋅= rrrr

,

îòêóäà

acosR =1
1 , asinR −=2

1 , asinR =1
2 , acosR =2

2 ,

òàê ÷òî






 −
=

acosasin

asinacos
R , (5.3.2)

îòêóäà

( )














 −
=

100

0

0

acosasin

asinacos

aP . (5.3.3)

èç (5.3.3) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( ) ( )baPbPaP +=
äëÿ ëþáûõ a  è  b  â ñîãëàñèè ñ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ãðóïïîâûõ ýëåìåí-
òîâ
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( ) ( ) ( )baRbRaR +=⋅ .

7. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Äâà ïåðâûõ ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíèé ïîñòðîåíû â îáû÷íîì ôèçè-
÷åñêîì òð¸õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê äëÿ ãðóïï òèïà 3D  è 2ℜ  ïîñòðîèòü ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé òð¸õ.
Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ðàññìîò-

ðåâ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ïðè ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîãëàñíî
ôîðìóëå:

( ) ( ) ( )rUrUP
rr 1−Ψ=Ψ . (5.3.4)

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ïðîñòðàíñòâî L  ôóíêöèé ( )r
rΨ , ãäå r

r

 - êîîð-

äèíàòû, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-

íàò U , â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ( )r
rΨ  ïðèíàäëåæèò L , òî åìó ïðèíàäëå-

æèò è ( )rU
r1−Ψ  äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ U  ýòîé ãðóïïû.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (5.3.4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.1.1).

Òàê êàê ( ) ( )rUr
rr 1−Ψ=Ψ′ , òî

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=Ψ′=Ψ=Ψ⋅ − rUPrVUPrVPUP
rrr 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )rUVPrUVrUVrU
rrrr Ψ=Ψ=Ψ=Ψ′= −−−− 1111 .

Â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå î÷åíü âàæíî ââåäåíèå íîâîé ôóíêöèè

( ) ( )rUr
rr 1−Ψ=Ψ′ ,

òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå

 ( ) ( ) ( )rVUrVUP
rr 111 −−− Ψ≠Ψ .

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî, åñëè ðàñïðîñòðàíèòü îáùåå âûðàæåíèå

( ) ( ) j
j

ii eUPeUP = (5.2.1)

íà ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, âûáðàâ áàçèñ ( )ri

rΨ :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rUPrrUrUP j
j

iii

rrrr Ψ=Ψ′=Ψ=Ψ −1 , (5.3.6)
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ãäå ( )ri

rΨ  ñëóæàò ïðèìåðîì àáñòðàêòíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ie
r

.

Ðàññìîòðèì øåñòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L  ôóíêöèé âèäà

( ) xyczxcyzczcycxcr 654
2

3
2

2
2

1 +++++=Ψ r

,

çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò z,y,x  ÷àñòèöû, ãäå ôóíêöèÿ ( )r
rΨ  çàäà¸òñÿ

íàáîðîì øåñòè êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ ic .

Â êà÷åñòâå áàçèñà âûáåðåì øåñòü ôóíêöèé
2

1 x=Ψ , 2
2 y=Ψ , 2

3 z=Ψ , yz=Ψ4 , zx=Ψ5 ,  xy=Ψ6 ,

îáîçíà÷èâ èõ ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîð r
r

:

( )2
1 ,rex

rr=Ψ , ( )( )rere zy

rrrr

,,4 =Ψ  è òàê äàëåå.

Ââåä¸ííîå íàìè ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî

âðàùåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ãðóïïû 3D .

Íàïðèìåð,

( ) ( )( )

,
4

3

4

3

4

1

4

3

4

3

4

1

,
4

3

2

1
,

621
22

2

2
111

Ψ−Ψ+Ψ=−+=

=





+−==Ψ

xyyx

reereRPRP yxx

rrrrr

( ) ( )( )( )

( )

.
4

3

2

1

4

3

2

1
,,

2

1

4

3

,,

54

141

Ψ−Ψ−=

=−−=





−−=

==Ψ

xzyzreree

rereRPRP

zyx

zy

rrrrr

rrrr

Ïðîäîëæàÿ âûêëàäêè, ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó
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=
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3

2

1
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000100
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3
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4
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4

3
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4

3

4

1

1RP .

Òàêèì æå îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îñòàëüíûå ïÿòü ìàòðèö, è
îíè áóäóò èìåòü òó æå òàáëèöó óìíîæåíèÿ, ÷òî è ýëåìåíòû ãðóïïû.

Çàìå÷àíèå. Ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèè ( )r
rΨ  íà ëþáóþ ñêàëÿðíóþ

ôóíêöèþ ( )rf , ãäå rr
r= , ïðåäñòàâëåíèå îñòà¸òñÿ íåèçìåííûì è, åñëè

ôóíêöèÿ ( )rf  äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ïðè áîëüøèõ r
r

, îáú¸ì V , â

êîòîðîì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ìîæíî ðàñøèðèòü äî áåñ-

êîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ( )r
rΨ  ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé

âîëíîâóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì
ïîòåíöèàëå âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, êàê ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà.

§ 5.4. Ñóììà ïðåäñòàâëåíèé

Ðàññìîòðèì k - ðÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ; äîïóñòèì, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )kC  ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â îðòîãîíàëü-

íóþ ñóììó

( ) ( ) ( )skCkCkC ⊕⊕= ...1 (5.4.1)
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êîìïëåêñíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîå ïðî-

ñòðàíñòâî ( )jkC  èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþùèõ îïåðàòî-

ðîâ, òî åñòü äëÿ âñåõ U èç G  îïåðàòîð ( )UP  ïåðåâîäèò âåêòîðû ( )jkC

â âåêòîðû òîãî æå ïîäïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîðû ( )UP , ðàññìàòðèâàå-

ìûå òîëüêî íà ( )jkC , îïðåäåëÿþò jk  - ðÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå G , êîòî-

ðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç jP . Ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå P

ðàñïàäàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó ïðåäñòàâëåíèé  jP :

sPPPP ⊕⊕⊕= ...21 . (5.4.2)

Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû êàæäîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ ( )jkC

âìåñòå âçÿòûå, îáðàçóþò áàçèñ â ( )kC , à îïåðàòîðû  ( )UP  áóäóò èçîá-

ðàæàòüñÿ ÿùè÷íûìè ìàòðèöàìè âèäà  (2.5.4) ñ ÿùèêàìè èç skkk ,...,, 21

ðÿäîâ.

§ 5.5. Ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ QP,  îäíîé è òîé æå ãðóïïû G , â ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ ( )kC  è ( )lC . Ïîñòðîèì òåíçîðíîå ïðî-

èçâåäåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ:

( ) ( )lCkC ⊗ (5.5.1)

ðàçìåðíîñòè kl .

Êàæäîìó îïåðàòîðó U  èç ãðóïïû G  ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå îïåðàòîðû ( )UP , ( )UQ , äåéñòâóþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, â ïðîñòðàí-

ñòâàõ  ( )kC  è ( )lC . Ïîñòðîèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îïåðàòî-

ðîâ:

( ) ( )UQUP ⊗ (5.5.2)
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- îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ( ) ( )lCkC ⊗  (ñì. § 2.7).  Èç

îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ âèäíî, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =⊗=⊗ VQUQVPUPUVQUVP

( ) ( )( ) ( ) ( )( )VQVPUQUP ⊗⊗= , (5.5.3)

òàê ÷òî ôîðìóëà (5.5.2) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G  â

ïðîñòðàíñòâå ( ) ( )lCkC ⊗ , íàçûâàåìîå òåíçîðíûì (êðîíåêåðîâûì) ïðî-

èçâåäåíèåì ïðåäñòàâëåíèé  QP, . Ñòðîåíèå ìàòðèö, èçîáðàæàþùèõ îïå-

ðàòîðû (5.5.2), âèäíî èç (2.8.4).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèÿ.

§ 5.6. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé

Ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðàìè xe
r

 è ye
r

 (ïðèìåð 5, §5.3)

ïîðîæäàåò äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû 3D . Åñëè ìû âûáåðåì äðó-

ãèå áàçèñíûå âåêòîðû â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ìû ïîëó÷èì äðóãîé íàáîð
ìàòðèö äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîäîáíîå òðè-
âèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà íå áóäåò èçìåíÿòü íåêèå ñóùåñòâåííûå
ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ - è ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ââåä¸ì ïîíÿòèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ïðåäñòâàëåíèé, êîòîðîå ïðèäàñò ñòðîãóþ ôîðìó íàøåìó
óòâåðæäåíèþ.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ QP,  îäíîé è òîé æå ãðóïïû G  â îä-

íîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå ( )kC .  Ïðåäñòàâëÿþùèå îïåðàòîðû

( )UP , ( )UQ  ïðè ïåðåìåííîì U  èç G , ñîñòàâëÿþò äâà ñåìåéñòâà ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ â ( )kC .  Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ýòè ñåìåéñòâà ïåðå-

õîäÿò äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì ïðåîáðàçîâàíèè W  ïðîñòðàíñòâà

( )kC , òî åñòü

( ) ( ) 1−= WUWPUQ (5.6.1)

ïðè âñåõ U  (îáðàòèìûé îïåðàòîð W  îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ U ).  Â ýòîì
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ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ P  è Q  íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ñìûñë ñîîò-

íîøåíèÿ (5.6.1) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè ( )UP  ïåðåâîäèò âåêòîð

x  â âåêòîð y , òî ( )UQ  ïåðåâîäèò âåêòîð Wx â âåêòîð Wy; èíà÷å ãîâî-

ðÿ, îáðàçû è ïðîîáðàçû âñåõ îïåðàòîðîâ ( )UP  «ïîâîðà÷èâàþòñÿ» ñ

ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå «äâèæåíèÿ» W .

Åñëè îïåðàòîð W  óíèòàðåí, òî ïðåäñòàâëåíèÿ  QP,  íàçûâàþòñÿ

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè. Åñëè ïåðåéòè ê  ìàòðè÷íîìó èçîáðàæåíèþ
ïðåäñòàâëÿþùèõ îïåðàòîðîâ, òî äëÿ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé QP,  ìàòðèöû ( )UP  ïåðåõîäÿò â ( )UQ  ïðè íåêîòîðîé çàìåíå

áàçèñà â ( )kC . Äëÿ ïðîñòîé (íå óíèòàðíîé) ýêâèâàëåíòíîñòè òî æå âåð-

íî, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ îáùèìè, íå îáÿçàòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííûìè
áàçèñàìè.

Ïðåäñòàâëåíèÿ îäèíàêîâîé ñòåïåíè, ðàññìàòðèâàåìûå â ïðîñòðàí-
ñòâàõ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ìû ìîæåì âñåãäà çàìåíèòü ïðåäñòàâëå-
íèÿìè â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê âñå êîìïëåêñíûå åâêëè-
äîâû ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû è ìîãóò áûòü
îòîæäåñòâëåíû.

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âàæíåéøèå ñâîéñòâà ëþáûõ äâóõ ýêâèâàëåíò-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé îäèíàêîâû è ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ëèøü ïî îäíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî óíèòàðíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû Ìàøêå,
ãëàñèò, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï â ëþáîì êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ñîäåðæàòñÿ óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ
áîëüøèíñòâà íåïðåðûâíûõ ãðóïï, ðàññìàòðèâàåìûõ â ôèçèêå.

§ 5.7. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèé

Ïðèìåð 7 èç § 5.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî èñõîäÿ èç âñ¸ áîëåå ñëîæíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ïîëó÷àòü ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ âñ¸ âîçðàñòàþùåãî ðàçìåðà, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ìûñëå î òîì, ÷òî
èçó÷åíèå âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé äàæå â ïðîñòåéøèõ ãðóïïàõ òèïà

3D  ÿâëÿåòñÿ äåëîì íåìûñëèìîé ñëîæíîñòè. Ýòó ñëîæíóþ ñèòóàöèþ ñïà-
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ñàåò ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ãðóïïîâûõ ïðåäñòàâëåíèé: âñå
ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ìîæíî «ïîñòðîèòü» èç êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà íåêîòîðûõ îïðåäåë¸ííûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ãðóïïà

3D (ïðèìåð 5, §5.3), íàïðèìåð, èìååò òîëüêî òðè îïðåäåë¸ííûõ íåïðèâî-

äèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: äâà îäíîìåðíûõ è îäíî äâóìåðíîå, õîòÿ ðàçìåð-
íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â äàííîì ïðèìåðå ðàâíà òð¸ì. Èç âèäà ìàòðèö

( )iRP  âûòåêàåò, ÷òî ïîñòðîåííûå èç ïåðâûõ äâóõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû 22×  îáðàçóþò äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, òîãäà êàê äèàãîíàëü-
íûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà ïåðåñå÷åíèè òðåòüåé ñòðî-
êè è òðåòüåãî ñòîëáöà, îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè åäèíèöà.

Ýòî ñòàíîâèòüñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê ðàâíû íóëþ ýëåìåíòû, ðàñ-
ïîëîæåííûå íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ äâóõ ñòðîê ñ òðåòüèì ñòîëáöîì è
ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ ñ òðåòüåé ñòðîêîé. Åñëè ãîâîðèòü î âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâà âåêòîðà xe
r

 è ye
r

 ïîðîæäàþò èí-

âàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à îäèí âåêòîð ze
r

 ïîðîæäàåò âòî-

ðîå èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ïåðâîìó.
Ìû ñêàæåì â ýòîé ñèòóàöèè, ÷òî òð¸õìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâî-

äèòñÿ ê «ñóììå» äâóìåðíîãî è îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèé.
Îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, î÷åâèäíî, íå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî

äàëüøå, à ïîïûòàâøèñü ïðèâåñòè äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, ìîæíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî è îíî òîæå íåïðèâîäèìî. Ýòî ìîæíî ïîíèìàòü òàê:
íåâîçìîæíî âûáðàòü íîâûå áàçèñíûå âåêòîðû

yx eee
rrr βα +=1  è yx eee

rrr αβ +=2 ,

òàêèå, ÷òîáû ìàòðè÷íûå  ýëåìåíòû

( ) ( )( )2112 , eRPeRP aa

rr=  è  ( ) ( )( )1221 , eRPeRP aa

rr=

îáðàùàëèñü â ýòîì áàçèñå â íóëü äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ aR  èç ãðóïïû 3D .

Ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ïðèâåñòè, íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäè-
ìûìè.

Ïîíÿòèå ïðèâîäèìîñòè èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ôèçèêå, ïî-
ñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì  â äàëüíåéøåì, èç âîëíîâûõ ôóíêöèé, îïèñûâà-
þùèõ ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé è òîé
æå ýíåðãèåé, ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñíûå ôóíêöèè íåïðèâîäèìîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû îïåðàöèé ñèììåòðèè.

Äàäèì òåïåðü áîëåå ñòðîãîå ïîíÿòèå ïðèâîäèìîñòè.
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Ïóñòü P  - ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G  â ïðîñòðàíñòâå ( )kC . Åñëè

( )kC  íå ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, èíâàðèàíò-

íîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ( )GP , òî ïðåäñòàâëåíèå P  íàçûâàåòñÿ íå-

ïðèâîäèìûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïðèâîäèìûì.
Â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ èçó÷åíèå âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæåò áûòü

ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ íåïðèâîäèìûõ. Íàïðèìåð, äëÿ ãðóïï ( )nSU  ñïðà-

âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ( )nSU  ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëü-

íóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé; ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äâà òàêèõ ðàçëîæåíèÿ, ïîñëå íàäëåæàùåãî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñëà-
ãàåìûõ, ñîñòîÿò èç ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàç-
ëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

mPPPP ⊕⊕⊕= ...21 , nQQQQ ⊕⊕⊕= ...21

îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ( )nm = , è ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ( )nννν ...21 , ÷òî iQ  è 
i

Pν ( )ni ,...,2,1=   ýêâèâà-

ëåíòíû.
Ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå î ðàçëîæåíèè íåâåðíî äëÿ íåêîòîðûõ äðó-

ãèõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû

( )CnGL , .

§ 5.8. Íåýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ P  è Q  íàçûâàþòñÿ íåýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íå

ñóùåñòâóåò  òàêîãî îïåðàòîðà U , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿë áû ñîîòíîøå-

íèþ (5.6.1) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ iU  ãðóïïû. Ýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäè-

ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ
ìàòðèö ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû èäåíòè÷íû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (5.4.2)
ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà åãî íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî â òàêîì ðàçëîæåíèè íåêîòîðîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëå-
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íèå ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàç. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå íà íåïðèâî-
äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )∑=
i

i
i PmP , (5.8.1)

ãäå i  ïðîáåãàåò íåýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, à öåëîå

÷èñëî im  ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç äàííîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå

( )iP  ïîÿâëÿåòñÿ â ðàçëîæåíèè.
Íàïðèìåð, â ðàçëîæåíèè øåñòèìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàññìîòðåí-

íîãî â § 3.5, ï.3, äâàæäû âõîäèò òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Äâå íåçà-

âèñèìûå ôóíêöèè ( )22 yx +  è 2z , èíâàðèàíòíûå â ãðóïïå 3D , ÿâëÿþò-

ñÿ ïî ýòîé ïðè÷èíå áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè îäíîìåðíîãî òîæäåñòâåííî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )1P , ñòàâÿùåìó â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ãðóïïîâîìó
ýëåìåíòó åäèíèöó. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî è äâóìåðíîå ïðåäñòàâëå-

íèå ( )3P  âõîäèò â ðàçëîæåíèå äâàæäû è ôîðìóëà (5.8.1) ïðèâåäåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ áóäåò èìåòü âèä ( ) ( )31 22 PPP ⊕= .

§5.9. Ëåììû Øóðà

Àíàëèçèðóÿ äâà ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
òîì, ÷òî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ñâîäèòñÿ ê èçó÷å-
íèþ íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, îáëàäàþùèõ, êàê
ìû ýòî ïîêàæåì íèæå, ñâîéñòâàìè îðòîãîíàëüíîñòè, ñîñòàâëÿþùèìè
ÿäðî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ëåæàùèõ â îñíîâå áîëü-
øèíñòâà ôèçè÷åñêèõ ïðîÿâëåíèé ñèììåòðèè.

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè ñëåäóþò èç äâóõ ëåìì Øóðà, ââåä¸í-
íûõ èì â 1905 ãîäó.

Ïåðâàÿ ëåììà Øóðà.

Ïóñòü ( )aGP  - íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G  â ïðîñòðàí-

ñòâå L , è ïóñòü A  - ôèêñèðîâàííûé îïåðàòîð â L . Òîãäà, åñëè äëÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ aG  ãðóïïû G  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( )aa GAPAGP = , òî 1⋅= λA ,
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ãäå 1 åñòü òîæäåñòâåííûé (èëè åäèíè÷íûé îïåðàòîð).
Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêèé ôèêñèðîâàííûé îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé

ñ îïåðàòîðàìè ( )aGP  íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ëþáûõ aG  èç

ãðóïïû G , ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííî-
ãî ìíîæèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü x - ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A  â

ïðîñòðàíñòâå L  ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ , òàêîé ÷òî xAx λ= . Åñëè

òåïåðü x  ïðåîáðàçîâàíèåì ( )aGP  ïåðåâîäèòñÿ â íîâûé âåêòîð

( )xGPx aa = , òî ax  òàêæå áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A

ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ , ïîñêîëüêó

( ) ( ) ( ) ( ) aaaaaa xxGPxGPAxGPxGAPAx λλλ ===== .

Åñëè aG  ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó G , òî íàáîð âåêòîðîâ ax  äîëæåí

ïîðîæäàòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òàê êàê

( ) ( ) ( ) ( ) cababab xxGGPxGPGPxGP === ,

ãäå c  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì cab GGG =  ãðóïïîâîé òàáëèöû óì-

íîæåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî L  íåïðèâîäèìî ïî îïðåäåëåíèþ è íå ìîæåò
ñîäåðæàòü èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàí-

ñòâî âåêòîðîâ  ax  îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì L , èç ÷åãî

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ∑=
a

aa xcX â L  ìû ìîæåì çàïèñàòü

XxcAxcxcAAX
a

aa
a

aa
a

aa λλ ==== ∑∑∑ ,

à òàê êàê X - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà L  òî 1⋅= λA . Â ìàò-

ðè÷íîé ôîðìå îïåðàòîð A  áóäåò ïðîñòî ðàâíÿòüñÿ âåëè÷èíå λ , óìíî-
æåííîé íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.
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Âòîðàÿ ëåììà Øóðà.

Ïóñòü ( )( )aGP 1  è ( )( )aGP 2  - äâà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-

ïû G  â ïðîñòðàíñòâàõ 1L  è 2L  ðàçìåðíîñòåé 1s  è 2s , è ïóñòü A - îïå-

ðàòîð, ïåðåâîäÿùèé âåêòîðû èç 2L  â 1L . Òîãäà, åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ

( )( )aGP 1  è ( ) ( )aGP 2  íåýêâèâàëåíòíû è äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ aG  ãðóïïû

G  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( )( ) ( )( )aa GAPAGP 21 = , òî 0=A ,

òî åñòü A  - íóëåâîé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ 12 ss ≤ .  Òîãäà A  ïåðåâîäèò 2L  â ïîäïðîñòðàíñòâî AL  íåêîòîðîé

ðàçìåðíîñòè 12 sssA ≤≤  â ïðîñòðàíñòâå 1L . Ïîäïðîñòðàíñòâî AL  ñî-

ñòîèò èç âåêòîðîâ Ax , ãäå x ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â 2L . Îòñþäà ñðàçó

ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî AL  èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-

íèé ãðóïïû G , ïîñêîëüêó

( )( ) ( )( ) aaa AxxGAPAxGP == 21 ,

è ýòîò âåêòîð ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó AL , òàê êàê âåêòîð

( )( )xGPx aa
2=  ïðèíàäëåæèò 2L . Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèå ( )( )aGP 1  ïî

îïðåäåëåíèþ íåïðèâîäèìî, à ïîýòîìó 1L  íå ìîæåò èìåòü èíâàðèàíòíî-

ãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, åñëè

òîëüêî AL  íå ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ( )0=As , íè ïîë-

íûì ïðîñòðàíñòâîì 1L  ( )1ssA = . Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîêàçàëè, ÷òî

ëèáî:

1) 0=Ax  äëÿ ëþáûõ x  â 2L , òî åñòü 0=A , ëèáî

2) 21 sssA == . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà
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2ssA ≤  è óñëîâèÿ 12 ss ≤ .

Âòîðîå óñëîâèå èñêëþ÷àåòñÿ èç çà òîãî, ÷òî ( )( )aGP 1  è ( )( )aGP 2 -

íåýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíî îçíà÷àëî áû, ÷òî 1L  è 2L  èìåþò

îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, îòêóäà ñëåäîâàëî áû ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòî-

ðà 1−A , îáðàòíîãî îïåðàòîðó A , è èç äîïóùåíèÿ

 ( )( ) ( )( )aa GAPAGP 21 =
ñëåäîâàëî áû, ÷òî

( )( ) ( )( ) 121 −= AGAPGP aa ,

òî åñòü ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )( )aGP 1  è ( )( )aGP 2  ýêâèâàëåíòíû. Îñòà¸ò-

ñÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî 0=A .

Â ñëó÷àå 12 ss >  äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå ñ íåîá-

õîäèìîñòüþ 2ssA < , à ïîýòîìó äîëæíû ñóùåñòâîâàòü âåêòîðû x  â 2L ,

êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì A  â íóëü, òî åñòü äëÿ êîòîðûõ

0=Ax . Ïîäïðîñòðàíñòâî ýòèõ âåêòîðîâ â 2L  îáîçíà÷èì ÷åðåç BL ; åãî

ðàçìåðíîñòü áóäåò ðàâíà Ass −2 . Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî BL  îáÿçàíî

áûòü èíâàðèàíòíûì, òàê êàê åñëè
( ) ( )xGPx aa
2= ,

òî
( )( ) ( )( ) 012 === AxGPxGAPAx aaa ,

èç ÷åãî âèäíî, ÷òî ax  òîæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó BL . Ýòî ïðîòè-

âîðå÷èò óñëîâèþ íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ( )2P , åñëè òîëüêî íå

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 2LLB = , äðóãèìè ñëîâàìè, 0=Ax  äëÿ âñåõ

âåêòîðîâ x  â 2L . Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

0=A .
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Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè Øóðà äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèé îðòîãî-
íàëüíîñòè ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ðàññìîòðèì äâà íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèÿ ( ) ( )aGP α  è ( ) ( )aGP β  ãðóïïû G , ïðè÷¸ì ( ) ( )aGP α  îï-

ðåäåëåíî â ïðîñòðàíñòâå αL , à ( ) ( )aGP β  - â βL . Ïóñòü U - íåêîòîðûé

îïåðàòîð, ïðåîáðàçóþùèé âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà βL  â âåêòîðû ïðî-

ñòðàíñòâà αL . Ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A  âèäà

( )( ) ( )( )∑ −=
b

bb GUPGPA 1βα (5.9.1)

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà A  â ëåììàõ Øóðà, òàê êàê

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ).1

1

11

1

aa
c

cc

a
b

baba

a
b

bba

b
bbaa

GAPGPGUPGP

GPGGUPGGP

GPGPGUPGGP

GUPGPGPAGP

βββα

ββα

β
α

ββα

βααα

==

==

==

==

∑

∑

∑

∑

−

−

−−

−

                  

                  

                  

Ìû çäåñü èñïîëüçîâàëè òåîðåìó î ïåðå÷èñëåíèè ãðóïï (§4.11). Ðàñ-
ñìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) ( ) ( )aGP α  è ( ) ( )aGP β  - îäíî è òî æå ïðåäñòàâëåíèå, îòêóäà ïî

ëåììå Øóðà ñëåäóåò 1λ=A ;

2) ( ) ( )aGP α  è ( ) ( )aGP β  íåýêâèâàëåíòíû, è ïî ëåììå Øóðà 0=A .

Ýòè äâà ñëó÷àÿ ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî ðàâåíñòâî

1αβλδ=A , (5.9.2)

ñ÷èòàÿ, ÷òî â í¸ì 0=αβδ , êîãäà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ( ) ( )aGP α

è ( ) ( )aGP β  íåýêâèâàëåíòíû, è 1=αβδ , êîãäà ( ) ( )aGP α  è ( ) ( )aGP β -
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îäíî è òî æå ïðåäñòàâëåíèå. Ñëó÷àé, êîãäà ( ) ( )aGP α  è ( ) ( )aGP β  ýêâè-

âàëåíòíû, íî íå ñîâïàäàþò, íå îõâàòûâàåòñÿ äàííûì ðàâåíñòâîì, íî ìû
åãî íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü.

Ñîäåðæàíèå îáåèõ ëåìì Øóðà ïðè âûáîðå îïåðàòîðà A  â ôîðìå
(5.9.1) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó ðàâåíñòâó

( )( ) ( )( ) ijij

g

a

s

m

s

k
amjkmaik AGPUGP δλδαβ

βα
β α

==∑∑∑
= = =

−

1 1 1

1 , (5.9.3)

ãäå U - ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ìíîæèòåëü λ  çàâèñèò
îò å¸ âûáîðà).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîáîäîé âûáîðà ìàòðèöû U  è ïîëîæèì å¸ ýëå-
ìåíòû ðàâíûìè

mqkpkmU δδ= ;

äðóãèìè ñëîâàìè, ìû âûáèðàåì ìàòðèöó U , âñå ýëåìåíòû êîòîðîé �
íóëè, êðîìå îäíîãî ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà ïåðåñå÷åíèè p -é ñòðî-

êè ñ q -ì ñòîëáöîì, êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Ïðè òàêîì

âûáîðå, â ôîðìóëå (5.9.3) èñ÷åçíóò äâà çíàêà ñóììèðîâàíèÿ è îñòàíåòñÿ
âûðàæåíèå

( )( ) ( )( ) ij

g

a
aqjaip GPGP δλδ αβ

βα =∑
=

−

1

1 . (5.9.4)

Âåëè÷èíà λ  èìååò ñìûñë ïðè βα =  è ji = , òîãäà ïðîñóììèðîâàâ

ïî i  îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.9.4), ïîëó÷èì

( )( ) ( )( ) α
αα λλ

α α

sGPGP
s

i

s

i

g

a
aqjaip ==∑ ∑∑

= ==

−

1 11

1 1 ,

îòêóäà

( )( )∑
=

=
g

a
qp sEP

1
α

α λ ,

ãäå ïîä E  ìû ïîíèìàåò òîæäåñòâåííóþ îïåðàöèþ, îáðàçîì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
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Òàêèì îáðàçîì

α

δ
λ

s
g pq= . (5.9.5)

Ïîäñòàâëÿÿ  (5.9.5) â (5.9.4), ïîëó÷èì

( )( ) ( )( )
α

αββα δδδ
s

g
GPGP pqij

g

a
aqiaip =∑

=

−

1

1 . (5.9.6)

Åñëè ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ( )βP  óíèòàðíî, òî ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî

( )( ) ( )( ) ( )( ) 11 ==− EPGPGP aa
βββ

ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî

( )( ) ( )( )( ) 11 −− = aa GPGP ββ

è åñëè ìàòðèöà P  óíèòàðíà, òî

( )( ) ( )( )*1
ajqaqi GPGP ββ =− . (5.9.7)

Ñ ó÷¸òîì (5.9.7) ðàâåíñòâî (5.9.6) ïðèìåò âèä âàæíîãî â äàëüíåé-
øåì ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

( )( ) ( )( )
α

αββα δδδ
s

g
GPGP pqij

g

a
ajqaip =∑

=1

*
. (5.9.8)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èíäåêñû ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ â
ëåâîé ÷àñòè, âûáðàíû ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî, à ñóììèðîâàíèå ïðîèç-
âîäèòñÿ òîëüêî ïî ýëåìåíòàì ãðóïïû. Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ ñóììà îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè α  è β - íå-

ýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðè ýòîì äàæå åñëè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ α  è β  ñîâïàäàþò, ñóììà îñòà¸òñÿ íóëåâîé ïîêà â ëåâóþ ÷àñòü

âõîäÿò ðàçëè÷íûå ìàòðèöû, òî åñòü åñëè ji ≠  èëè qp ≠ . Åäèíñòâåí-

íóþ ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ñóììà îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ

i è p , ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

( )( )
α

α

s

g
GP

g

a
aip =∑

=1

2
. (5.9.9)
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Ñîäåðæàùóþñÿ â ñîîòíîøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè îïåðàöèþ ñóììè-
ðîâàíèÿ ïî âñåì ãðóïïîâûì ýëåìåíòàì ÷àñòî íàçûâàþò óñðåäíåíèåì ïî
ãðóïïå.

Òåðìèí «ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè» äëÿ ôîðìóëû (5.9.8) îç-
íà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íåêîå ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî òåðìèíà ìîæíî îï-
ðàâäàòü òåì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü íàáîð ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

( )( )aip GP α  äëÿ ôèêñèðîâàííûõ α , à i è p  êàê îáîçíà÷åííûå èíäåêñîì

a  êîìïîíåíòû âåêòîðà â g -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå äâóõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íûì îáðà-
çîì, êàê ñóììà ïî êîìïîíåíòàì è ôîðìóëà (5.9.8) êîíñòàòèðóåò îðòîãî-

íàëüíîñòü òàêèõ âåêòîðîâ ñ ðàçíûìè íàáîðàìè èíäåêñîâ α ,  i è p .
Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ

òîëüêî äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâûõ
ãðóïï îäíîìåðíû.

Ïóñòü ( )( )aGP α  - íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâîé ãðóïïû

G . Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû àáåëåâîé ãðóïïû êîììóòèðóþò,

òî äëÿ ëþáûõ aG è bG  èç G  èìååì

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )abba GPGPGPGP αααα = ,

îòêóäà ïî ïåðâîé ëåììå Øóðà ñëåäóåò, ÷òî ( )( )aGP α  îòëè÷àåòñÿ îò åäè-

íè÷íîãî îïåðàòîðà ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì, òî åñòü

 ( )( ) ( )1αα λaaGP = .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ( )( )aGP α  äëÿ âñåõ aG  ÿâëÿåòñÿ

äèàãîíàëüíûì è ïîýòîìó äîëæíî áûòü ëèáî ïðèâîäèìûì, ëèáî îäíî-
ìåðíûì. Ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è; ñëåäî-
âàòåëüíî, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï îäíîìåðíû.
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§ 5.10. Õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé

Â §5.6 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
ïóò¸ì èçìåíåíèÿ áàçèñà (ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ) è âïîëíå ðåçîííî çà-
äàòü ñåáå âîïðîñ: íåëüçÿ ëè îòûñêàòü òàêèå ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèé, êî-
òîðûå íå çàâèñÿò îò ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàèáî-
ëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ ýòîé ðîëè ÿâëÿåòñÿ ñóììà âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé, íàçûâàåìàÿ ñëåäîì ìàòðèöû è ðàâíàÿ ñóììå å¸ äèàãîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ â ëþáîì áàçèñå. Òàêîé ñëåä ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )aGP

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ( )aGχ . Íàáîð ÷èñåë ( )aGχ , ãäå aG  ïðîáåãàåò âñå

ýëåìåíòû ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ P  è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç χ .

Òîãäà

( ) ( )∑
=

=χ
s

i
aiia GPG

1

. (5.10.1)

Ìû ñðàçó æå âèäèì, ÷òî õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ èíâàðèàíòåí ïî
îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ ïîäîáèÿ, òàê êàê èç ðàâåíñòâà

( ) ( ) 1−=′ AGAPGP aa

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ).GGPAAGP

AGPAGPG

a
j

aji
jk

kjajk

ijk
kiajkij

i
aiia

χ===

==′=χ′

∑∑

∑∑
−

−

1

1

Ðàññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýëåìåí-

òû îäíîãî è òîãî æå êëàññà pE  (§4.8) äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé õàðàê-

òåð pχ . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû aG  è bG  ïðèíàä-

ëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó, òî åñòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (4.8.1)
1−= nbna GGGG . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ P
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).

11

1

b
j

bjj

jk
nnkjbjk

ijk
nkibjknij

i
nbnii

i
aiia

GGP

GGPGPGPGPGP

GGGPGPG

χ

χ

==

===

===

∑

∑∑

∑∑
−−

−

          

          

§ 5.11. Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ
   íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

Â ñëó÷àå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèé
ìåæäó õàðàêòåðàìè ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì îðòîãî-

íàëüíîñòè (5.9.8), ïîëîæèâ ip = , jq =  è ïðîñóììèðîâàâ ëåâóþ è ïðà-

âóþ ÷àñòè ïî j,i , ïîëó÷èì

( )( ) ( )( ) αβ
=

βα δ=∑∑ ∑ gGPGP
g

a i j

*
ajjaii

1

,

îòêóäà ñ ó÷¸òîì (5.10.1)

( )( ) ( )( ) αβ
=

βα δ=χχ∑ gGG
g

a

*
aa

1

, (5.11.1)

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòåé äëÿ õàðàêòåðîâ.

Îáúåäèíÿÿ ñîïðÿæ¸ííûå ýëåìåíòû â êëàññû pE , ñîäåðæàùèå ïî

pc  ýëåìåíòîâ, òî (5.11.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

( ) ( )
αβ

=

βα δ=χχ∑ gc
g

p

*

ppp
1

, (5.11.2)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî n  êëàññàì pG  ãðóïïû G . Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè β=α  ïîëó÷èì
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( )( ) ( ) gcG
n

p
pp

g

a
a =χ=χ ∑∑

=

α

=

α

1

2

1

2
. (5.11.3)

Õàðàêòåðû χ  â (5.11.2) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðû ñ

êîìïîíåíòàìè ( ) ppc χ2

1

 â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n , ãäå

n - ÷èñëî êëàññîâ â ãðóïïå G . Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðû íåïðèâî-
äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé îáðàçóþò íàáîð îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ è, òà-
êèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé íå ìîæåò ïðåâûøàòü ÷èñëà êëàññîâ ãðóïïû.

Äëÿ èëëþñòðàöèè îðòîãîíàëüíîñòè õàðàêòåðîâ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ïðèìåðîì èç §4.5, ï.6 è §5.3, ï.5. Õàðàêòå-

ðû ( )αχ p  äëÿ êàæäîãî êëàññà p  è êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ α  ñâåä¸ì â òàáëèöó 5.11.1, êîòîðàÿ òåïåðü áóäåò ñîäåðæàòü ìåíüøå
ñòîëáöîâ (ïî îäíîìó íà êàæäûé êëàññ, à íå íà êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû).
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ ñëå-

äóåò íå çàáûâàòü âêëþ÷àòü ÷èñëî pc  ãðóïïîâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîì

êëàññå.
Òàáëèöà 5.11.1.

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) 012

111

111

3

2

1
54332121

−
−

P

P

P

R,R,RER,REEE

§5.12. Ïðèâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé ñ ïîìîùüþ
   õàðàêòåðîâ ãðóïï

 Â §§ 5.7 è 5.8 ìû óñòàíîâèëè, êàê â ïðèíöèïå ìîæíî ïðèâåñòè ïðî-

èçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå P  ê åãî íåïðèâîäèìûì ñîñòàâëÿþùèì. Ïðî-

ñóììèðîâàâ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ P  ïî ôîð-
ìóëå (5.8.1), ìû óâèäèì, ÷òî õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ χ  ñâÿçàí ñ õàðàêòå-
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ðàìè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé òàêèì æå ñîîòíîøåíèåì. Åñëè õà-

ðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ P  äëÿ ýëåìåíòîâ êëàññà pE  îáîçíà÷èòü ÷åðåç pχ ,

òî ïîëó÷èì

( )∑
α

α
αχ=χ pp m , (5.12.1)

ãäå ÷èñëà αm  ïîêàçûâàþò, ñêîëüêî ðàç â ðàçëîæåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ P

âñòðå÷àåòñÿ êàæäîå íåýêâèâàëåíòíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ( )αP .

Åñëè èçâåñòíû õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé ( )αχ p , òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-

íèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (5.11.2) è ôîðìóëû (5.12.1), ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )

.mgm
g

cm
g

c
g p

p

*

pp
p

p

*

pp

β
α

αβα

αβ

α
α

β

=δ=

=χχ=χχ

∑

∑∑∑
1

11

                           

(5.12.2)

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ õàðàêòåðà χ  íà õà-

ðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )βχ  àíàëîãè÷íî ôîðìóëå

( )x,ex i
i =  äëÿ «êîìïîíåíòû» βm  õàðàêòåðà χ  â íàïðàâëåíèè «âåêòî-

ðà» ( )βχ . Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó èç §5.3, ï.5

è ðàññìîòðèì òð¸õìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå P . Åãî õàðàêòåð ðàâåí (3,0,-1),

ãäå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþò pχ  äëÿ òð¸õ êëàññîâ ãðóïïû 3D  è âçÿòû â òîì

æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì ýòè êëàññû ðàñïîëîæåíû â òàáëèöå 5.11.1. Çàïè-
ñàâ â îáîçíà÷åíèÿõ òàáëèöû

( ) ( ) ( )3
3

2
2

1
1 PmPmPmP ⊕⊕= ,

ñ ó÷¸òîì (5.12.2) ïîëó÷èì

( ) 0303
6
1

1 =−+=m ,

 ( ) 1303
6
1

2 =++=m ,
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( ) 1006
6
1

3 =++=m .

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå P  ïðèâîäèòñÿ ê ñóì-

ìå ïðåäñòàâëåíèé ( )2P  è ( )3P . Ýòî ïî÷òè î÷åâèäíî, òàê êàê òàêîå ðàçëî-

æåíèå ñëåäóåò èç ñàìîãî âèäà ìàòðèö. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû αm   äîë-

æíû áûòü öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè èëè íóëÿìè.

§5.13. Êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè

Ïî õàðàêòåðó ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî ñóäèòü, ïðèâîäèìî îíî èëè íåò.
Â §5.11 ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíèå χ  íåïðèâîäèìî, òî

gc
p

pp =χ∑ 2
. (5.13.1)

ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ (5.13.1), òî ïðåäñòàâëåíèå
χ  íåïðèâîäèìî, òî åñòü (5.13.1) � åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî îáúåäèíèì ðàâåíñòâà (5.11.1)-(5.11.3) â
ñîîòíîøåíèå

( ) ( ) ∑∑∑
α

α
αβ

βα
βα =χχ=χ 22

mgmmcc
p

*

ppp
p

pp . (5.13.2)

Îòñþäà ñëåäóåò, åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (5.13.1), òî 12 =∑
α

αm , à

òàê êàê âñå αm  öåëûå, òî âñå ÷èñëà αm  ðàâíû íóëþ, êðîìå îäíîãî èç íèõ,

êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γm , òàêîå, ÷òî 1=γm . Òàêèì îáðàçîì ìû

âèäèì, ÷òî ( )γ= PP , êîòîðîå  åñòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå

( )3P  ãðóïïû 3D  íåïðèâîäèìî, òàê êàê èç òàáëèöû 5.11.1 ñëåäóåò

( ) gc
p

pp ==++=χ∑ 6024
2

.
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§5.14. ×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ
  ïðåäñòàâëåíèé, ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå

Â §5.11 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G  íå ìîæåò ïðåâûøàòü ÷èñëà êëàññîâ

â ýòîé ãðóïïå. Â ïðèìåðå ãðóïïû 3D  èç òàáëèöû 5.11.1 âèäíî, ÷òî èìå-

åòñÿ òðè íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ãðóïïå 3D
èìååòñÿ òîëüêî òðè êëàññà, ÷òî äà¸ò íàì îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

( )1P , ( )2P , ( )3P  - âñå âîçìîæíûå äëÿ ãðóïïû 3D  íåýêâèâàëåíòíûå íå-

ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òî÷íîå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé æåëàòåëüíî çíàòü çàðàíåå. Ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî èñ-
êóññòâåííîãî ïðè¸ìà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ïîñòðîåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ,
ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó ýëåìåíòîâ ãðóïïû g , ìû ïîêàæåì

÷òî îíî âñåãäà ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ â ãðóïïå. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçû-

âàåòñÿ ðåãóëÿðíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ( )RP .

Ìàòðèöû ( )( )a
R GP  äàííîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñîîòíîøåíèåì

( )( )∑=
c

ca
R

cbba GGPGG . (5.14.1)

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöû ( )( )a
R GP  îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå. Óìíî-

æàÿ îáå ÷àñòè (5.14.1) íà íåêîòîðûé (ïðîèçâîëüíûé) ãðóïïîâîé ýëåìåíò

dG , ïîëó÷èì

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) .GGPGP

GGPGP

GGGPGGG

e
e c

a
R

cbd
R

ec

c e
ed

R
eca

R
cb

c
cda

R
cbbad

∑ ∑

∑∑
∑





=

==

==

              

              

Ñ äðóãîé ñòîðîíû
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( ) ( )( )∑==
e

ead
R

ebbadbad GGGPGGGGGG .

Ñðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
( )( ) ( )( ) ( )( )a

R
d

R
ad

R GPGPGGP = (5.14.2)

óñëîâèå (5.1.1), êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå baGG  òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû, ñóììà â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (5.14.1) ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ÷ëåí. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

äàííûõ a  è b  âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ( )( )a
R

cb GP  îáðàùàþòñÿ â íóëü,

êðîìå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîìó çíà÷åíèþ c , êîòîðûé ðàâåí 1. Òàêèì

îáðàçîì, âñå ñòîëáöû ìàòðèöû ( )( )a
R GP  èç íóëåé è îäíîé åäèíèöû è

ýòà åäèíèöà áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà äèàãîíàëè òîëüêî òîãäà, êîãäà aG

åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò E . Õàðàêòåðû ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áó-
äóò ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, êðîìå åäèíè÷íîãî, äëÿ êîòîðîãî
õàðàêòåð ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ g , òî åñòü

( )( ) 0=χ a
R G ,  EGa ≠ ,  ( )( ) gER =χ . (5.14.3)

Ñ ó÷¸òîì (5.12.2) è (5.14.3) ïîëó÷èì

( )( ) ( )( ) ( )( ) α
αα

α =χ=χχ= ∑ sEg
g

GG
g

m
a

a
R*

a

11
, (5.14.4)

ãäå αs - ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )αP .

Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ( )αP  âñòðå÷àþòñÿ â
ðàçëîæåíèè ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî ðàçìåð-

íîñòü αs , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå äîëæíî ñîäåð-

æàòü âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðèðàâíÿâ ðàçìåðíîñòü g  ïðåäñòàâëåíèÿ ( )RP  ñóììàðíîé ðàçìåð-
íîñòè åãî ñîñòàâëÿþùèõ, ïîëó÷èì âàæíûé äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé
ðåçóëüòàò

∑∑
α

α
α

αα == 2ssmg . (5.14.5)

Ñîîòíîøåíèå (5.14.4) îòíîñèòñÿ ê ðåãóëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, à ôîð-
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ìà (5.14.5) âûðàæàåò îáùåå ñâîéñòâî ãðóïïû, à èìåííî òî, ÷òî ñóììà êâàä-
ðàòîâ ðàçìåðíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû ðàâíà ÷èñëó å¸ ýëåìåíòîâ. Òåïåðü íà îñíîâàíèè ðàâåí-
ñòâà (5.14.5) ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ýòîé ãðóïïû.

Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ( )( )aij GP α  ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî íàáîðà âçàèìíî îðòîãîíàëü-

íûõ âåêòîðîâ ( )α
ijP  â g -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì ge,...,e,e 21 .

Îáùåå ÷èñëî òàêèõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè èí-

äåêñîâ α,j,i  è ðàâíî ∑
α

α
2s  ïî âñåì íåýêâèâàëåíòíûì íåïðèâîäèìûì

ïðåäñòàâëåíèÿì è, êàê òîëüêî ÷òî áûëî ïîêàçàíî, ýòà ñóììà ðàâíà g .

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ( )α
ijP  ðàâíî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà è, ñòàëî áûòü, âåêòîðû ( )α
ijP  äîëæíû îáðàçîâàòü ïðîñòðàí-

ñòâî. Ëþáîé âåêòîð x  â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ( )α
ijP :

( ) ( )∑
α

αα=
ij

ijij Pcx , (5.14.6)

à åãî êîìïîíåíòû ax  â áàçèñå ge,...,e,e 21  â âèäå

( ) ( )( )∑
α

αα=
ij

aijja GPcx . (5.14.7)

 Âûäåëèì òîëüêî òå âåêòîðû x , êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâûå «ïðî-

åêöèè» íà âñå «íàïðàâëåíèÿ» ge,...,e,e 21 ; îíè ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì

îäíîãî è òîãî æå êëàññà ãðóïïû G , òî åñòü ac xx = , åñëè babc GGGG 1−=

äëÿ ëþáîãî bG  èç G . Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

== ∑
=

g

b
ca x

g
x

1

1
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( ) ( )( )∑∑
α

−α =α=
b ij

babijij GGGPc
g

11
  (ãäå babc GGGG 1−= ) (5.14.7)

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =α= ∑∑∑
α

αα−α

b ij kl
bljaklbikij GPGPGPc

g
11

(5.14.8)

( ) ( )( ) =δδα= ∑∑
α α

α

ij kl
klijaklij s

g
GPc

g

1
      (ñ ó÷¸òîì (5.9.6))

( ) ( )( ).Gc
s i

aii∑ ∑
α

α

α

χα= 1

Ýòè âåêòîðû x  îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n , ãäå n -
÷èñëî êëàññîâ, è ôîðìóëà (5.14.8) ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåðû, ÿâëÿþùèåñÿ
íàáîðîì îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå, òàêæå
îáðàçóþò åãî áàçèñ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äîëæíî áûòü ðîâíî n  òàêèõ

õàðàêòåðîâ ( )αχ , òî åñòü ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ðàâíî n - ÷èñëó êëàññîâ ãðóïïû G , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

§5.15. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ
  õàðàêòåðîâ ãðóïï

Ðàâåíñòâî ÷èñëà êëàññîâ ÷èñëó íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé îçíà÷àåò, ÷òî òàáëèöà õàðàêòåðîâ, â êîòîðîé ñòîëáöû ñîîòâåò-
ñòâóþò êëàññàì, à ñòðîêè � íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì, äîëæíà áûòü
êâàäðàòíîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè (5.11.1),
(5.11.2) ëþáûå äâå ñòðîêè â òàêîé òàáëèöå îðòîãîíàëüíû, è òàêèì îáðàçîì
ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî è äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñòîëáöîâ
òàáëèöû òàêæå ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè.

Äëÿ âûâîäà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîñòðîèì ìàòðèöó B  ðàçìåðíîñòè
nn× ,  ýëåìåíòû êîòîðîé òàêîâû:

( )α
α χ




= p
p

p g

c
B

2

1

, (5.15.1)
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ãäå n - ÷èñëî êëàññîâ, à òàêæå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé. Èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (5.11.1), (5.11.2) ñëå-

äóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ α  è β

1=∑ αβ
p

*
ppBB (5.15.2)

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå, 1=+BB . Ïîñêîëüêó ìàòðèöà B  êâàäðàòíàÿ,
òî ìîäóëü å¸ äåòåðìèíàíòà ðàâåí åäèíèöå è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðè-

öà 1−B  è +− = BB 1 , è 1=+BB , ÷òî äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îçíà÷àåò

pqq
*

pBB δ=∑
α

αα . (5.15.3)

Âåðíóâøèñü ê õàðàêòåðàì ãðóïïû, ïîëó÷èì

( ) ( )
pq

p
q

*

p c

g δ=χχ∑
α

αα , (5.15.4)

òî åñòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ñòîëáöîâ òàáëèöû õàðàêòåðîâ.

§5.16. Ïîñòðîåíèå òàáëèöû õàðàêòåðîâ

Âûïèøåì ñâîéñòâà õàðàêòåðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé:
1. ×èñëî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ.

2. Ðàçìåðíîñòü αs  íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äîëæíà óäîâëåò-

âîðÿòü ðàâåíñòâó gs =∑
α

α
2 , êîòîðîå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äà¸ò äëÿ αs

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåð åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà E
ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷èñëà â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû õà-

ðàêòåðîâ � ýòî ïðîñòî öåëûå ÷èñëà αs .

3. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå òîæäåñòâåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî ( ) 1=aGP  è, ñëåäîâàòåëüíî, ( ) 1=aGχ . Ýòèì

îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëèöû õàðàêòåðîâ.

4. Ñòðîêè  âçàèìíî îðòîãîíàëüíû ñ âåñàìè pc è íîðìèðîâàíû ê

g , òî åñòü
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( ) ( )
αβ

βα δχχ gc
p

ppp =∑ *
. (5.11.1)

â ÷àñòíîñòè, åñëè β - òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå, òî äëÿ âñåõ ïðåä-

ñòàâëåíèé α , íå ñîâïàäàþùèõ ñ òîæäåñòâåííûì,

( ) 0=∑
p

ppc αχ . (5.16.1)

5. Ñòîëáöû òàáëèöû âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è íîðìèðîâàíû ê 
pc

g
:

( ) ( )
pq

p
qp c

g δχχ
α

αα =∑ *
. (5.15.4)

â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå êëàññà qE  âûáðàí åäèíè÷íûé ýëåìåíò E ,

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ èìååì

( ) 0=∑
α

α
α χ ps . (5.16.2)

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóÿ ïðèâåä¸ííûì âûøå ñâîéñòâàì õàðàêòåðîâ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöó õàðàêòåðîâ íå-
ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïðîñòåéøèõ ãðóïï. Âñ¸, ÷òî ïðè ýòîì òðå-
áóåòñÿ çíàòü î ãðóïïå, - ýòî å¸ ïîðÿäîê g , ÷èñëî êëàññîâ è ÷èñëî ýëåìåíòîâ

â êàæäîì êëàññå. Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ãðóïï òàêîé èíôîðìàöèè îêàçûâàåò-
ñÿ óæå íåäîñòàòî÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âûâîäà äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíî-
øåíèé ìåæäó õàðàêòåðàìè òðåáóåòñÿ îáðàòèòüñÿ ê ãðóïïîâîé òàáëèöå óì-
íîæåíèÿ èëè æå, åñëè ãðóïïà ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, å¸ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç ïðåäñòàâëåíèé íîðìàëüíîé ïîäãðóï-
ïû. Äëÿ áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè ãðóïï äîñòàòî÷íî
ëèøü ïðîñòî âçãëÿíóòü íà òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû.

§5.17. Îðòîãîíàëüíîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà áàçèñíûõ âåêòîðîâ
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ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàäàíî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðèëîæåíèé òåîðèè ñèììåò-
ðèè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ìû â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàññìîò-

ðèì ôóíêöèè ( )αψ i  ïðåäñòàâëåíèÿ ( )αP  (§5.3, ï.7). Àðãóìåíò ôóíêöèè

( )αψ i  ìû äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì, αsi ,...,1= .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì èíâàðèàíòíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åù¸ è íåïðèâîäèìûì, òàê ÷òî ïðåäñòàâëå-
íèå, èíäóöèðîâàííîå â í¸ì íåêîòîðûìè ãðóïïîâûìè îïåðàöèÿìè, ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ìû âïðàâå âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè îðòîãîíàëüíîñòè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
(5.9.8), ÷òîáû óñòàíîâèòü îðòîãîíàëüíîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé, ïðèíàä-
ëåæàùèõ äâóì íåýêâèâàëåíòíûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ( )αϕ i  ïðåîáðàçóåòñÿ ïî i -îé ñòðîêå íåïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ( )αP , äðóãèìè ñëîâàìè,

( ) ( ) ( )( ) ( )∑=
l

laliia GPGP ααα ϕϕ , (5.17.1)

è ïóñòü ôóíêöèÿ ( )βψ j  ïðåîáðàçóåòñÿ ïî j -îé ñòðîêå íåïðèâîäèìîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ( )βP . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì îïðåäåëåíèè ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðèìåíÿåìîì êî âñåì ðàññìàòðèâàåìûì ôóíêöèÿì,

îïåðàòîðû ( )aGP  óíèòàðíû, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà aG  ãðóïïû

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ).

,

*∑=

==

ml
mlamjali

jaiaji

GPGP

GPGP

βαβα

βαβα

ψϕ

ψϕψϕ

                  

ïðåäïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû êàæäîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûá-
ðàíû îðòîíîðìèðîâàííûìè, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì
îðòîãîíàëüíîñòåé (5.9.8) è óñðåäíÿÿ ïî âñåì ãðóïïîâûì ýëåìåíòàì ïî-
ëó÷èì
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ).1

1

,,

*

∑

∑

=

==

l
mlij

ml
mlamjaliji

s

GPGP
g

αα
αβ

α

α

βαβαβα

ψϕδδ

ψϕψϕ

                  

      (5.17.2)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáûå äâå ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî óíèòàð-
íûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, åñëè òîëü-
êî íå ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ñòðîêå îäíîãî è òîãî æå íåïðèâîäè-
ìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Çíà÷åíèå ýòîãî âàæíîãî ðåçóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ íå
ñòîëüêî âî âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé îäíîãî è òîãî

æå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ìíîæèòåëü ijδ  ïðè ψϕ ≡ ), òàê êàê ýòî

â ïðèíöèïå âîïðîñ âûáîðà ôóíêöèé, ñêîëüêî â îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñíûõ
ôóíêöèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì ñòðîêàì ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé

èëè ê íåýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì (ìíîæèòåëü αβδ ). Ïîñëåäíèé ðå-

çóëüòàò ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â êàæäîì èç ïðåäñòàâëå-

íèé. Èç ðàâåíñòâà (5.17.2) ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( ) ( )( )αα ψϕ ii

íå çàâèñèò îò i - â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè ( )αϕ i  äëÿ äàííîãî α , óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ (5.17.1), èìåþò îäèíàêîâóþ íîðìó.
Îäíèì èç îñîáûõ ñëåäñòâèé èç ñîîòíîøåíèÿ (5.17.2) ÿâëÿåòñÿ òî îá-

ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî åñëè ( )αP - òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå, òî äàííîå ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ( )βP , êðî-
ìå òîæäåñòâåííîãî. Åñëè ïîä ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîíèìàòü èíòåã-

ðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì è ïîëîæèòü ( ) 1=αϕ i  (ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ),

ìû ïîëó÷èì

( ) 0=∫ dVj
βψ , (5.17.3)

åñëè òîëüêî ( )βP  íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôóíêöèè, ïðåîáðà-
çóþùàÿñÿ ïî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ, îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè òîëü-
êî ñàìà ôóíêöèÿ íå èíâàðèàíòíà. Òàê êàê ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëî-
æèòü íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâà-
íèÿ èç âñåõ êîìïîíåíò îñòàíóòñÿ òîëüêî èíâàðèàíòíûå.


