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Ãëàâà VI
Àëãåáðû Ëè

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü óðàâíåíèÿ íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

λψψ =L , (*)

ãäå L  - ëèíåéíûé îïåðàòîð, êàê ïðàâèëî, èíòåãðàëüíûé èëè äèôôåðåí-
öèàëüíûé (îïåðàòîð Ëàïëàñà, îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà). Åñëè íåêîòîðûé

îïåðàòîð F  ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ L , òî åãî èçó÷åíèå äà¸ò îáû÷íî ãëóáî-

êóþ èíôîðìàöèþ î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ îïåðàòîðà L . Åñëè îïåðàòî-

ðû 21,FF  ïåðåñòàíîâî÷íû ñ L , òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò èõ ïðî-

èçâåäåíèå è ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâî-

ðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ L , îáðàçóåò

àëãåáðó, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå êîììóòàòîðíîé àëãåáðû îïåðàòîðà L .

Åñëè îïåðàòîð F  - ýëåìåíò êîììóòàòîðíîé àëãåáðû è ψ  - ðåøåíèå (*),
ìû ìîæåì íàïèñàòü:

( ) ( )ψλψψ FFLFL == . (**)

Ìû âèäèì, ÷òî âåêòîð ψF  òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì

îòíîñèòåëüíî L , ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, ÷òî è ψ . Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

åì λ  èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî F  è, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíî òàê-

æå ïî îòíîøåíèþ êî âñåé êîììóòàòîðíîé àëãåáðå îïåðàòîðà L .

Åñëè H  - îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è F  - îïå-
ðàòîð ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, òî ýòà çàâèñèìîñòü

ìîæåò áûòü âûðàæåíà óðàâíåíèåì  HFFH
t

F −=
∂
∂

. Òîãäà, åñëè F  ïå-
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ðåñòàíîâî÷åí ñ H , òî 0=
∂
∂

t

F
. Òàêèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû èãðàþò ðîëü

ñîõðàíÿþùèõñÿ «èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ» (ýíåðãèÿ, çàðÿä, ìîìåíò èìïóëü-
ñà) è èãðàþò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ôèçè-
÷åñêèõ ñèñòåì.

Îòìåòèì, òàê æå, ÷òî âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîììóòàòîðíîé àëãåá-
ðîé, ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé; â ÷àñòíîñòè,
îíè ïîçâîëÿþò ðàñêðûòü îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿ-
òèåì íåïðèâîäèìîñòè.

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì êîììóòàòîðíóþ àëãåáðó Ëè â íå-
ñêîëüêî èçìåí¸ííîì âèäå, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâà-
íèÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ.

§6.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáùèå ñâîéñòâà

Äëÿ ëþáûõ äâóõ îïåðàòîðîâ BA,  â ïðîñòðàíñòâå ( )nC  ìîæíî

ñîñòàâèòü èõ êîììóòàòîð � îïåðàòîð

[ ] BAABBA −=, (6.1.1)

íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì Ëè. Ñèñòåìó îïåðàòîðîâ A  â ( )nC  áóäåì

íàçûâàòü àëãåáðîé Ëè, åñëè A  îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ñóììà äâóõ îïåðàòîðîâ èç A  åñòü îïÿòü îïåðàòîð èç A .

2. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A  èç A  è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñ-

ëà λ  îïåðàòîð Aλ  òàêæå ïðèíàäëåæèò A .

3. Åñëè BA,  - îïåðàòîðû èç A , òî îïåðàòîð [ ]BA
i

,
1

 ïðèíàäëåæèò A .

Çàìå÷àíèå

Ââåäåíèå ìíîæèòåëÿ 
i

1
 â ï.3 ìîòèâèðóåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ýðìèòîâûõ

îïåðàòîðîâ BA,  êîììóòàòîð [ ]BAC ,=  - àíòèýðìèòîâ îïåðàòîð, äëÿ

êîòîðîãî CC −=
+

, òîãäà êàê íàèáîëåå âàæíûå â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæå-
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íèÿõ ñèñòåìû îïåðàòîðîâ ñîñòîÿò èç ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ. ×òîáû ïðå-
âðàòèòü êîììóòèðîâàíèå â îïåðàöèþ, íå âûâîäÿùóþ çà ïðåäåëû òàêîé

ñèñòåìû, êîììóòàòîð óìíîæàþò íà 
i

1
 è òîãäà àíòèýðìèòîâû îïåðàòîðû

ïåðåõîäÿò â ýðìèòîâû.
Òåïåðü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè ñèñòå-

ìû ìîæíî çàïèñàòü òàê:

[ ] iCBA =, , (6.1.2)

ãäå âñå òðè îïåðàòîðà CBA ,,  - ýðìèòîâû.

§6.2. Èçîìîðôèçì àëãåáð Ëè

Àëãåáðû Ëè 21,AA  èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå

21: AA →ϕ (6.2.1)

òàêîå, ÷òî

( ) ( ) ( )BABA ϕϕϕ +=+ , (6.2.2)

( ) ( )AA λϕλϕ = ( λ  äåéñòâèòåëüíî), (6.2.3)

[ ] ( ) ( )[ ]BA
i

BA
i

ϕϕϕ ,
1

,
1 =







. (6.2.4)

ϕ  íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì èçîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè.

§6.3. Ñâîéñòâà êîììóòàòîðîâ àëãåáðû Ëè

1. Ñâîéñòâî àíòèêîììóòàòèâíîñòè:

[ ] [ ]ABBA ,, −= , (6.3.1)

ïðÿìî âûòåêàþùåå èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ Ëè (6.1.1).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè BA =  ïîëó÷èì

[ ] 0, =AA . (6.3.2)
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2. Òîæäåñòâà ßêîáè

[ ] [ ] [ ]CBABCACAB ,,, += , (6.3.3)

ëåãêî äîêàçûâàåìûå ïðÿìîé ïðîâåðêîé:

[ ] ( )+−=−= CABACBCABABCCAB,

( ) [ ] [ ]CBABCAACBABC ,, +=−+ .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =++ BACACBCBA , (6.3.4)

çàìåíÿþùåå ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, êîòîðûì íå îáëàäàåò óìíîæå-
íèå Ëè (6.1.1).

§6.4. Çàäàíèå àëãåáðû Ëè ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ
è ñîîòíîøåíèé

Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà  îïåðàòîðîâ sLLL ,...,, 21  èç A  íàçûâàåòñÿ ñèñ-

òåìîé îáðàçóþùèõ (èëè ãåíåðàòîðîâ) A , åñëè êàæäûé îïåðàòîð èç A
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îáðàçóþùèõ îïåðà-
òîðîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

j
j

s

j
j

j LaLaA == ∑
=1

. (6.4.1)

Ïîëàãàÿ îáðàçóþùèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü
ðàçëîæåíèå (6.4.1) îäíîçíà÷íûì, òàê êàê êîýôôèöèåíòû âïîëíå îïðåäå-

ëÿþòñÿ îïåðàòîðîì A . Êàæäàÿ àëãåáðà Ëè èìååò ñèñòåìó îáðàçóþùèõ,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ.

Ðàçëàãàÿ ïî lL  êîììóòàòîð îáðàçóþùèõ ki LL , , ïîëó÷èì

[ ] l
l
ik

s

l
l

l
ikki LcLcLL

i
== ∑

=1

,
1

. (6.4.2)

Ðàâåíñòâà (6.4.2) íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, à

ïîñòîÿííûå l
ikc  - ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè àëãåáðû Ëè; îíè ïîçâî-

ëÿþò âû÷èñëèòü êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ îïåðàòîðîâ ýòîé àëãåáðû.

Âûðàæàÿ A  è B  â âèäå (6.4.1), èìååì



161Àëãåáðû Ëè

[ ] [ ] l
l
ik

ki
s

ki

s

lki
l

l
ik

ki
ki

ki LcbaLcbaLL
i

baBA
i

==⋅= ∑ ∑
= =1, 1,,

,
1

,
1

. (6.4.3)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óêàçàíû  ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, ìû ïîëíî-
ñòüþ çíàåì çàêîí êîììóòèðîâàíèÿ â àëãåáðå Ëè.  Âûðàæåíèÿ (6.3.1),(6.3.2)

è (6.3.4) íàêëàäûâàþò íà ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû l
ikc  îãðàíè÷åíèÿ è

îíè íå ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèçâîëüíî. Ïðèìåíÿÿ ïåðå÷èñëåííûå âûøå

âûðàæåíèÿ ê îïåðàòîðàì jL  íåòðóäíî ïîëó÷èòü:

0=l
iic , (6.4.4)

l
ki

l
ik cc −= , (6.4.5)

0=++ q
lk

l
pi

q
li

l
kp

q
lp

l
ik cccccc . (6.4.6)

Íåñìîòðÿ íà ñâî¸ íàçâàíèå, ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû íå ÿâëÿþòñÿ

ïîñòîÿííûìè. Ïðè çàìåíå áàçèñà â àëãåáðå A  l
ikc  ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà ñ îäíèì êîíòðàâàðèàíòíûì è äâóìÿ êîâàðèàíò-
íûìè èíäåêñàìè.

Âñÿêàÿ àëãåáðà Ëè ìîæåò áûòü çàäàíà óêàçàíèåì ñòðóêòóðíûõ êîí-
ñòàíò, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (6.4.4) � (6.4.6), ïî êîòîðûì ìîæ-
íî íàéòè êîììóòàòîð ëþáûõ  îïåðàòîðîâ àëãåáðû ïî ïðàâèëó (6.4.3).

Ìû áóäåì çàäàâàòü àëãåáðû Ëè óêàçàíèåì îáðàçóþùèõ jL  è ñîîòíîøå-

íèé (6.4.2). Âûáîð òåõ èëè èíûõ îáðàçóþùèõ â àëãåáðå Ëè äèêòóåòñÿ ñî-
îáðàæåíèÿìè óäîáñòâà âû÷èñëåíèé, ïðè ýòîì ñëåäóåò ñòðåìèòñÿ ê íàè-
áîëüøåé ïðîñòîòå ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò.   Ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî
óäà÷íî âûáðàííûå îáðàçóþùèå äîïóñêàþò ôèçè÷åñêîå òîëêîâàíèå. Íàäî
ïîìíèòü, ÷òî íåëüçÿ îòîæäåñòâëÿòü àëãåáðó Ëè ñ ñèñòåìîé å¸ îáðàçóþ-
ùèõ è ñîîòíîøåíèé, òàê êàê å¸ ìîæíî çàäàòü è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ îáðà-
çóþùèõ.

§6.5. Ïîäàëãåáðû Ëè

Åñëè àëãåáðà Ëè A  ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì àëãåáðû Ëè A ′ , òî

A  íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé A ′ . Âûáðàâ â A  ñèñòåìó îáðàçóþùèõ

sLLL ,...,, 21 , ìû ìîæåì å¸ äîïîëíèòü äî ñèñòåìû îáðàçóþùèõ A ′ ; òîã-
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äà ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (6.4.2) ïîäàëãåáðû A  ñîñòàâëÿþò ÷àñòü

ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðû A ′ . Îáðàòíî, ïóñòü çàäàíà ñè-

ñòåìà îáðàçóþùèõ â àëãåáðå Ëè A ′ , ÷àñòü êîòîðîé ñîñòàâëÿþò

sLLL ,...,, 21 , ïðè÷¸ì ïðàâûå ÷àñòè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

sLLL ,...,, 21  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ æå îáðàçóþùèõ.

Òîãäà âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè sLLL ,...,, 21  ñ äåéñòâèòåëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîñòàâëÿþò ïîäàëãåáðó â A ′ .

§6.6. Ïðèìåðû àëãåáð Ëè

1. ( )CnAGL ,  ñîñòîèò èç âñåõ îïåðàòîðîâ â ( )nC ; ýòî àëãåáðà Ëè,

îáðàçóþùèå êîòîðîé ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
i
kB  åñòü ìàòðèöà, ó êîòîðîé ýëåìåíò íà ïåðåñå÷åíèè k - é ñòðîêè è i - ãî

ñòîëáöà ðàâåí åäèíèöå, à âñå îñòàëüíûå � íóëþ. Èíäåêñû îçíà÷àþò òå-
ïåðü íóìåðàöèþ ìàòðèö, à íå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ; ïîýòîìó äëÿ çàïèñè
ýòèõ ïîñëåäíèõ ïåðåéä¸ì ê ñëåäóþùåìó îáîçíà÷åíèþ: ïóñòü ýëåìåíò

ìàòðèöû B  íà ïåðåñå÷åíèè µ -é ñòðîêè è ν -ãî ñòîëáöà áóäåò ( )νµ B .

 Òîãäà

( ) µ
νδδνµ k
ii

kB = , (6.6.1)

[ ]( ) ( )=−= νµνµ i
k

l
m

l
m

i
k

l
m

i
k BBBBBB ,

( ) ( )νµδνµδδδδδδδδδ λ
ν

µ
λ

λ
ν

µ
λ

i
m

l
k

l
k

i
mk

i
m

l
m

l
k

i BB −=−= , (6.6.2)

èëè

[ ] i
m

l
k

l
k

i
m

l
m

i
k BBBB δδ −=, . (6.6.3)

Ýòî è åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáðàçóþùèõ i
kB .

Äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé íà i  äà¸ò ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû.

Ëþáîé îïåðàòîð ðàçëàãàåòñÿ ïî i
kB  ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
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òàìè, èëè ïî i
kB , i

kiB  - ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîëíóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ àëãåáðû Ëè ( )CnAGL ,  ñîñòàâëÿ-

þò i
kB , i

kiB .

 2. ( )CnASL ,  ñîñòîèò èç âñåõ áåññëåäíûõ îïåðàòîðîâ â ( )nC . Â

êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ âîçüì¸ì ìàòðèöû Îêóáî

( )n
n

i
k

i
k

i
k BBB

n
BA +++−= ...

1 2
2

1
1δ , (6.6.4)

äëÿ êîòîðûõ 0=i
kSpA  è ìàòðèöû ñâÿçàíû îäíîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

0...2
2

1
1 =+++ n

nAAA . (6.6.5)

Ëþáîé áåññëåäíûé îïåðàòîð ðàçëàãàåòñÿ ïî i
kA  ñ êîìïëåêñíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, èëè ïî i
kA , i

kiA  - äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

×òîáû ðàçëîæèòü n - ðÿäíóþ áåññëåäíóþ ìàòðèöó M  ïî ýòèì îá-

ðàçóþùèì, âûðàçèì å¸ ñíà÷àëà ÷åðåç i
kB :






 +== l

l
i
k

i
k

k
i

i
k

k
i B

n
ABM δωω 1

.

Òàê êàê 0=SpM , òî

0
1 ==





 + l

l
i
k

i
k

i
k n

n
SpA ωδω ,

i
k

k
i AM ω= , (6.6.6)

ãäå êîýôôèöèåíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

0=l
lω , (6.6.7)

îáåñïå÷èâàþùèì îäíîçíà÷íîñòü èõ îïðåäåëåíèÿ.

Òàê êàê ìàòðèöû l
l

i
k BB ,  êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, òî èç (6.6.3),

(6.6.4) ñëåäóåò, ÷òî
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[ ] i
m

l
k

l
k

i
m

l
m

i
k BBAA δδ −=, . (6.6.8)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü âìåñòî i
m

l
k BB ,  âûðàæåíèÿ èç (6.6.4)

j
j

l
k

l
k

l
k B

n
AB δ1+= , j

j
i
m

i
m

i
m B

n
AB δ1+= ,

ïîëó÷èì:

[ ] ( ) r
s

s

m
i
r

l
k

s
k

l
r

i
m

i
m

l
k

l
k

i
m

l
m

i
k AAAAA δδδδδδδ −=−=, . (6.6.9)

3. ( )nAU  ñîñòîèò èç âñåõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ â ( )nC . Êàæäàÿ

ýðìèòîâà ìàòðèöà A  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
i
k

k
i BA ω= , k

i
i
k ωω = . (6.6.10)

Åñëè çàïèñàòü k
iω  â âèäå k

i
k
i iβα + , ãäå k

iα  è k
iβ  äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà, òî A  ïðåäñòàâèòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè îáðàçóþùèõ ( ) ( )k
i

i
k

k
i

i
k

i
i BBBBB −+ ,, . Èíîãäà âûãîä-

íî ñîõðàíèòü íåýðìèòîâû îáðàçóþùèå i
kB , ðàñøèðÿÿ ñìûñë ïîíÿòèÿ

îáðàçóþùèõ; òîãäà äëÿ âûðàæåíèÿ A  ÷åðåç ýòè «âíåøíèå» îáðàçóþùèå

ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè i
kω , óäîâëåò-

âîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì k
i

i
k ωω = :

k
i

i
k

k
i

i
k BA ωωω ==      , . (6.6.11)

4. ( )nASU  ñîñòîèò èç âñåõ áåññëåäíûõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ â

( )nC . Â êà÷åñòâå å¸ «âíóòðåííèõ» îáðàçóþùèõ ìîæíî âçÿòü i
iA ,

( )k
i

i
k AA + , ( )k

i
i
k AAi − ; ïî ýòèì îáðàçóþùèì áåññëåäíûå ýðìèòîâû ìàò-

ðèöû ðàçëàãàþòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Â ñèëó (6.6.5), ýòè îáðàçóþùèå çàâèñèìû; ðàçëîæåíèå ìîæíî ñäå-

ëàòü îäíîçíà÷íûì, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðè i
iA
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áûëà ðàâíà íóëþ. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è «âíåøíèìè» îáðàçóþùè-

ìè i
kA :

i
k

i
k AA ω= ,  k

i
i
k ωω = ,  0=i

iω . (6.6.12)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ôèçèêå.

5. 2=n . Ïàóëè ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ äëÿ ( )2AU
ýðìèòîâû ìàòðèöû

( ) 





=

10

01

2

1
2

2

1
E , 





=

01

10

2

1
1σ , 




 −
=

0

0

2

1
2 i

i
σ ,







−

=
10

01

2

1
3σ . (6.6.13)

Âñÿêàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà A  ðàçëàãàåòñÿ ïî ìàòðèöàì (6.6.13) ñ

äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè ýòîì, åñëè A  áåññëåäíà, òî â

ðàçëîæåíèå íå âõîäèò ( )2E .

Òàêèì îáðàçîì, 321 ,, σσσ  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáðàçóþùèå äëÿ

( )2ASU .

Ñîñòàâèì «òàáëèöó óìíîæåíèÿ» ìàòðèö Ïàóëè:

321 2

1
10

01

2

1

2

1
0

0

4

1
0

0

01

10

4

1 σσσ ii
i

i

i

i
=














−

=





−

=




 −
⋅





=

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì:

231 2

1 σσσ i−= , 312 2

1 σσσ i−= , 132 2

1 σσσ i= ,

213 2

1 σσσ i= , 123 2

1 σσσ i−= . (6.6.14)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

( )2
4

12
3

2
2

2
1 E=== σσσ . (6.6.15)
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Èñïîëüçóÿ «òàáëèöó óìíîæåíèÿ» ìàòðèö Ïàóëè (6.6.14) ïîëó÷èì
ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[ ] 321, σσσ i= , [ ] 132, σσσ i= , [ ] 213, σσσ i= . (6.6.16)

Äëÿ ( )CAGL ,2  áàçèñ ñîñòàâëÿþò îáðàçóþùèå







=

10

011
1b , 





=

00

102
1b , 





=

01

001
2b , 





=

10

002
2b . (6.6.17)

 Ýðìèòîâû ìàòðèöû ðàçëàãàþòñÿ ïî ýòèì îáðàçóþùèì ñîãëàñíî
ôîðìóëû

( ) ( ) 2
2

1
2

2
1

1
1 bbibibA βµλµλα +++−+= , (6.6.18)

ãäå µλβα ,,, - äåéñòâèòåëüíû.

Äëÿ áåññëåäíûõ ìàòðèö Îêóáî ïðåäëîæèë îáðàçóþùèå i
ka :

















−
=

2

1
0

0
2

1
1
1a , 





=

00

002
1a , 





=

01

001
2a , 















−
=

2

1
0

0
2

1
2
2a ,(6.6.19)

ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

02
2

1
1 =+ aa . (6.6.20)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.6.9) ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ìàòðèö Îêóáî:

[ ] 2
1

1
1

2
1

2
1

1
1

2
1

1
1 , aaaaa =−= δδ , [ ] 2

1
2
1

2
2 , aaa −= ,

[ ] 1
2

1
2

1
1 , aaa −= , [ ] 1

2
1
2

2
2 , aaa = , (6.6.21)

[ ] 0, 2
2

1
1 =aa , [ ] 2

2
1
1

1
2

2
1 , aaaa −= .

Äëÿ áåññëåäíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö èìååì ðàçëîæåíèå

( ) ( ) 2
2

1
2

2
1

1
10 aaiaiaA βµλµλα +−+++= , (6.6.22)

ãäå µλβα ,,,  äåéñòâèòåëüíû, à ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íî ïðè 0=+ βα .

Ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè Ïàóëè è Îêóáî äà¸òñÿ ôîðìóëàìè

21
2
1 σσ ia += , 21

1
2 σσ ia −= ,  3

2
2

1
1 σ=−= aa . (6.6.23)
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6. 3=n . Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè, Ãåëë-Ìàíí ïîñòðîèë

âîñåìü áåññëåäíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö iλ , êîòîðûå âìåñòå ñ ( )3E  ñî-

ñòàâëÿþò ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ îáðàçóþùèõ äëÿ ( )CAGL ,3  ñ êîìïëåê-

ñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Áåç ( )3E  îíè ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè äëÿ áåñ-

ñëåäíûõ ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è äëÿ áåññëåäíûõ ýð-
ìèòîâûõ ìàòðèö ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:
















=

000

001

010

1λ ,














 −
=

000

00

00

2 i

i

λ ,
















−=

000

010

001

3λ ,















=

001

000

100

4λ ,















 −
=

00

000

00

5

i

i

λ ,















=

010

100

000

6λ ,
















−=
00

00

000

7

i

iλ ,























−

=

3

2
00

0
3

1
0

00
3

1

8λ . (6.6.24)

Âûáîð ìíîæèòåëÿ â 8λ  îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå

ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ:

( ) ijjiSp δλλ 2= , ( )8,...,1, =ji . (6.6.25)
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Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö Ãåëë-Ìàííà, êàê íå-
òðóäíî ïðîâåðèòü, èìåþò âèä

[ ] ∑=
k

kijkji fi λλλ 2, , (6.6.26)

ãäå ijkf  - äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, àíòèñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëü-

íî èíäåêñîâ kji ,, , òî åñòü íå ìåíÿþùèåñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ìåíÿþùèå

çíàê) ïðè ÷¸òíîé (ñîîòâåòñòâåííî, íå÷¸òíîé) ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ, â

ñèëó ÷åãî äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü òå ijkf , ó êîòîðûõ kji <<  è êîòî-

ðûå îòëè÷íû îò íóëÿ:

2

3
678

2

1
345

2

1
156

2

3
458

2

1
257

2

1
147

2

1
367

2

1
2461123

−

−

ijkijkijk fijkfijkfijk

(6.6.27)

Ãðîìîçäêîñòü ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé  (6.6.26), (6.6.27) äå-
ëàåò ïðèìåíåíèå ìàòðèö Ãåëë-Ìàííà ìàëîóäîáíûìè. Ïîýòîìó Îêóáî

âûáðàë «âíåøíþþ» ñèñòåìó èç äåâÿòè îáðàçóþùèõ i
jA  , ñîñòîÿùóþ íå

òîëüêî èç ýðìèòîâûõ ìàòðèö:























−

−=

3

1
00

0
3

1
0

00
3

2

1
1A ,
















=

000

000

010
2
1A ,
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=

000

000

100
3
1A ,
















=

000

001

000
1
2A ,























−

−

=

3

1
00

0
3

2
0

00
3

1

2
2A ,
















=

000

100

000
3
2A ,
















=

001

000

000
1
3A ,
















=

010

000

000
2
3A ,























−

−

=

3

2
00

0
3

1
0

00
3

1

3
3A . (6.6.28)

Âñå ýòè ìàòðèöû áåññëåäíû è óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó ëèíåéíîìó
ñîîòíîøåíèþ (6.6.5)

03
3

2
2

1
1 =++ AAA . (6.6.29)

Äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû i
iA  ýðìèòîâû.

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òð¸õðÿäíûõ îïåðàòîðîâ Îêó-
áî ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèé (6.6.9), ãäå èíäåêñû ïðî-
áåãàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3:
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[ ] [ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] 












−=

≠−=

≠=

≠≠==

.,

,,

,,

,,0,,0,

i
i

k
k

k
i

i
k

i
l

k
l

i
k

k
l

l
i

i
k

l
m

i
k

l
l

i
i

AAAA

liAAA

klAAA

klmiAAAA

   

   

      

(6.6.30)

Ïðîâåðèì âûáîðî÷íî ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (6.6.30), íàïðè-
ìåð

[ ] 1
1

2
2

1
1

2
2

2
2

1
1

1
2

2
1 , AAAAAA −=−= δδ ,

[ ] 3
2

1
1

3
2

3
2

1
1

3
1

1
2, AAAAA =−= δδ ,

[ ] 3
1

3
1

2
2

2
2

3
1

2
1

3
2 , AAAAA −=−= δδ .

Ëþáàÿ òð¸õðÿäíàÿ ìàòðèöà ðàçëàãàåòñÿ ïî i
kA , ( )3E  ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå (6.6.11), ãäå íàäî âûðàçèòü i
kB  ÷åðåç i

kA  è ( )33
3

2
2

1
1 EBBB =++  â

ñîîòâåòñòâèè ñ (6.6.4).

Ëþáàÿ òð¸õðÿäíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ðàçëàãàåòñÿ ïî i
kA  è ( )3E

ïî ôîðìóëå (6.6.11), òî åñòü îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Îêó-

áî è ( )3E  â âèäå

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

3
2
3

3
2

1
3

3
1

1
2

2
1

3
3

2
2

1
1

AiAiAiAi

AiAiAAAEA

ζηζητστσ
µλµλγβαε

−+++−+++

+−++++++=
 (6.6.31)

ãäå 0=++ γβα  è ζητσµλγβαε ,,,,,,,,,  äåéñòâèòåëüíû. Åñëè A -

ýðìèòîâà áåññëåäíàÿ ìàòðèöà, òî â ðàçëîæåíèè (6.6.31) 0=ε .
Ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè Îêóáî è ìàòðèöàìè Ãåëë-Ìàííà äà¸òñÿ

ôîðìóëàìè
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( )

( )

( )






















−=

−=

+=

−=

+=

−=

−=

+=

.3

,
1

,

,
1

,

,

,
1

,

3
38

2
3

3
27

2
3

3
26

1
3

3
15

1
3

3
14

2
2

1
13

1
2

2
12

1
2

2
11

A

AA
i

AA

AA
i

AA

AA

AA
i

AA

λ

λ

λ

λ

λ
λ

λ

λ

(6.6.32)

7. 4=n . Äèðàê ïðåäëîæèë 16 ÷åòûð¸õðÿäíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö
â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ äëÿ àëãåáðû âñåõ ÷åòûð¸õðÿäíûõ ìàòðèö (ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè) èëè ýðìèòîâûõ ÷åòûð¸õðÿäíûõ ìàòðèö (ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). ×òîáû ïîëó÷èòü ýòè ìàòðèöû, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ (2.8.1); îáî-
çíà÷àÿ òåì æå çíàêîì ñîîòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ íàä ìàòðèöàìè, èçîá-
ðàæåííóþ ôîðìóëîé (2.8.4), ïîñòðîèì èç äâóõðÿäíûõ ìàòðèö Ïàóëè

( )2iσ  ÷åòûð¸õðÿäíûå ìàòðèöû:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








=
⊗=

⊗=

,3,2,1

,2224

,2224

i

E

E

ii

ii

σρ
σσ

(6.6.33)
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=

0100

1000

0001

0010

1σ ,



















−

−

=

000

000

000

000

2

i

i

i

i

σ ,



















−

−
=

1000

0100

0010

0001

3σ ,



















=

0010

0001

1000

0100

1ρ ,


















−

−

=

000

000

000

000

2

i

i

i

i

ρ ,



















−
−

=

1000

0100

0010

0001

3ρ . (6.6.34)

16 ìàòðèö ( ) kiiiE ρσρσ ⋅,,,4 ( )3,2,1, =ki , ëèíåéíî íåçàâèñèìû

è îáðàçóþò áàçèñ äëÿ âñåõ ÷åòûð¸õðÿäíûõ ìàòðèö (ñ êîìïëåêñíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè) è äëÿ âñåõ ÷åòûð¸õðÿäíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö (ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Áàçèñ äëÿ áåññëåäíûõ ìàòðèö ïîëó÷àåì,

îòáðàñûâàÿ ( )4E .

×òîáû ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó ïî óêàçàííîìó áàçèñó,

îáîçíà÷èì áàçèñíûå ìàòðèöû ÷åðåç 1621 ,...,, τττ , òîãäà

( ) ikkiSp δττ =
4

1
(6.6.35)

è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

∑
=

=
16

1j
jjτετ (6.6.36)

ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû àíàëîãè÷íî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå:
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( )jj Spττε
4

1= . (6.6.37)

ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ki ρσ ,  ïîëó÷àþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ

(6.6.14):

[ ] 0, =ki ρσ , [ ] liklki i σεσσ 2, = , [ ] liklki i ρερρ 2, = , (6.6.38)

ãäå iklε  - ÷èñëà, àíòèñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî èíäåêñîâ lki ,, , ïðè-

÷¸ì 1123 =ε :

1312231123 === εεε , 1213321132 −=== εεε . (6.6.39)

ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äðóãèõ ìàòðèö Äèðàêà ìîãóò áûòü
òàê æå ïîëó÷åíû èç (6.6.14), íàïðèìåð,

[ ] 0, 2323131231213211 =−=−= ρσρσρρσσρρσσρσρσ .

Îáðàçóþùèå Äèðàêà ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé

( )

3323133

3222122

3121111

3214

ρσρσρσσ
ρσρσρσσ
ρσρσρσσ

ρρρE

. (6.6.40)

§6.7. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Ïåðåõîä îò ãðóïï Ëè ê àëãåáðàì Ëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå
îáîáùåíèå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ÷èñåë, ïðåâðàùàþùåãî óìíîæåíèå â ñëî-
æåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå «ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè» îò ìàòðèöû è

îò îïåðàòîðà. Åñëè j
iC  - n -ðÿäíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà, òî îïðåäåëå-

íû å¸ ñòåïåíè ,...;, 32 CC  îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )iCj k  ýëåìåíò ìàòðèöû kC .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ji, , êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ðÿä
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( ) ( ) ( ) ...
!

1
...

!2

1 2 +++++ iCj
k

iCjiCj kj
iδ (6.7.1)

ñõîäèòñÿ ê ñóììå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì êàê j
iE . Ìàòðèöà j

iE  íàçû-

âàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëîì ìàòðèöû j
iC : CeE = . Ðàçëîæåíèå (6.7.1) ìîæíî

çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèçâî-

äèòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ji, :

( ) ...
!

1
...

!2

1 2 +++++== kC C
k

CCnEeE (6.7.2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî C - îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ( )nC .

Òîãäà â áàçèñàõ e è e′  ìû áóäåì èìåòü ìàòðèöû ee CC ′, , èçîáðàæàþ-

ùèå îïåðàòîð C . Ïî àíàëîãèè ñ (6.7.2) ìîæåì çàïèñàòü:

( ) ...
!

1
...

!2

1 2 +++++= k
eeee C

k
CCnEE ,

( ) ...
!

1
...

!2

1 2 +++++= ′′′′
k
eeee C

k
CCnEE

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.13.9) ìàòðèöû ee CC ′,  ïîäîáíû:

1−
′ = UUCC ee , (6.7.3)

ãäå U  - íåêîòîðàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1111 ... −−−−
′ == UCUUUCUUCUUCC k

eeee
k

e ,

îòêóäà
1−

′ = UUEE ee . (6.7.4)

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà eE ′  èçîáðàæàåò â áàçèñå

e′  òîò æå îïåðàòîð, êîòîðûé ìàòðèöà eE  èçîáðàæàåò â áàçèñå e è ìû

îïðåäåëèëè íåêîòîðûé îïåðàòîð E , îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùèé îïå-

ðàòîðó C , êîòîðûé ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ce , à ðàâåíñòâî (6.7.2)
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèìâîëè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà E .
Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ( ) SpCC ee =det ; (6.7.5)

2. êàêîâ áû íè áûë C , Ce  âñåãäà � îáðàòèìûé îïåðàòîð; (6.7.6)

3. åñëè DCCD = , òî DCDC eee =+ ; (6.7.7)

4. ( )+
=

+
CC ee . (6.7.8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå îïåðàòîðû, áëèçêèå ê ( )nE , èìåþò «ëî-

ãàðèôìû» ÿâëÿþùèåñÿ ìàëûìè îïåðàòîðàìè.
Äëÿ áîëåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè âûñêàçàííîãî âûøå ïðåäïîëîæå-

íèÿ, ââåä¸ì ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè îïåðàòîðà, îáîáùàþùåå äàííîå â §4.3.

Ïóñòü B - ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ( )nC . Ïóñòü

çàäàíî 2n  ôóíêöèé âèäà ( )n
n

j
i tttC ,...,, 1

2
1
1 , îïðåäåë¸ííûõ è íåïðåðûâíûõ

â êóáå

nlkt k
l ,...,2,1,, =<       ε . (6.7.9)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó íàáîðó ( )k
lt  ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà j

iC
è, ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå, îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàçíûì íàáîðàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû, à íóëåâîìó íà-

áîðó (0,0,�,0) � äàííûé îïåðàòîð B . Òîãäà îïåðàòîðû ( )k
l

j
i tC  ñîñòàâ-

ëÿþò îêðåñòíîñòü îïåðàòîðà B . Çäåñü ìû ïàðàìåòðèçóåì âñå îïåðàòî-

ðû, áëèçêèå ê B , à íå òîëüêî ïðèíàäëåæàùèå ê íåêîòîðîé ãðóïïå. «Êó-
áè÷åñêàÿ» îêðåñòíîñòü âèäà (4.3.1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè

( ) j
i

j
i

k
l

j
i tBtC += . (6.7.10)

Èìåÿ â âèäó îêðåñòíîñòè îáùåé «ôîðìû», ìîæíî äîêàçàòü ñëåäó-
þùåå:

Ñóùåñòâóþò òàêàÿ îêðåñòíîñòü εO  åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà ( )nE

è òàêàÿ îêðåñòíîñòü ηO  íóëåâîãî îïåðàòîðà, ÷òî (6.7.2) óñòàíàâëèâà-

åò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàòîðàìè C  èç ηO  è
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E  èç εO .

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî E  ëåæèò â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè εO , ìîæíî

ñîïîñòàâèòü E  îäèí è òîëüêî îäèí îïåðàòîð C  èç ηO  òàêîé, ÷òî

EeC = . Ýòî îïåðàòîð ìîæíî íàçâàòü ëîãàðèôìîì E :

EC ln= . (6.7.11)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðàì äàë¸êèì îò ( )nE , íåëüçÿ ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíè÷íûé ëîãàðèôì; íàïðèìåð, îïåðàòîðû ( )nEz⋅ ,

ãäå z - êîìïëåêñíîå ÷èñëî, èìåþò «ëîãàðèôìàìè» âñå îïåðàòîðû âèäà

( )[ ] ( )nEkiziz ⋅++ π2argln , ,...2,1,0 ±±=k ;

îäíîçíà÷íûé âûáîð àðãóìåíòà z  âîçìîæåí ëèøü äëÿ z , áëèçêèõ ê åäè-
íèöå.

Äëÿ êàæäîãî îáðàòèìîãî îïåðàòîðà E  ñóùåñòâóåò òàêîé (íå îäíî-

çíà÷íî îïðåäåë¸ííûé) îïåðàòîð C , ÷òî EeC = .

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A - ýðìèòîâ îïåðàòîð, òî iAe  - óíèòàðíûé îïå-

ðàòîð; åñëè A - áåññëåäíûé îïåðàòîð, òî iAe  - óíèìîäóëÿðíûé îïåðàòîð.

Ïóñòü A  ýðìèòîâ îïåðàòîð, òîãäà ( )( ) ( ) ( )iAiAiAiA ++ =  è, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (6.7.7),

( ) ( )++

=+ iAiAiAiA eee .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ) iAiA −=+
, èç (6.6.8) ïîëó÷èì

( ) ( )nEee iAiA =
+

.

Òàêèì îáðàçîì, ( ) ( ) 1−+
= iAiA ee  è iAe - óíèòàðíûé îïåðàòîð.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé óíèòàðíûé îïåðàòîð èìååò âèä
iAeU = , AA =+ . (6.7.12)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèþ êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z  ñ ìîäóëåì 1 â âèäå αie , ãäå α - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè
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0=SpA , òî èç (6.7.5) âûòåêàåò, ÷òî 1det =iAe . Â îáùåì ñëó÷àå

10 AAA += , ãäå

00 =SpA ,     SpASpA =1 , ( )nESpAA ⋅=1 .

Òàêèì îáðàçîì,

10 iAiAiA eee = ,  0iAiSpAiA eee = ,

ãäå 0iAe - óíèìîäóëÿðíûé îïåðàòîð.

Åñëè iAeU = - óíèòàðíûé îïåðàòîð, ïîëó÷àåì åãî êàíîíè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç óíèìîäóëÿðíûé:

0det UUU ⋅= . (6.7.13)

Ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îïåðàòîðîâ
ïîõîæå íà ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ îò ÷èñëà.

Óñëîâèå (6.7.7) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñëàãàåìûå BA,  êîììóòèðóþò,

òî ïîêàçàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ñóììó â ïðîèçâåäåíèå, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñâîéñòâó ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Åñëè BA,  íå êîììóòèðóþò è t  ìàëî, òî ñ òî÷íîñòüþ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà

( ) itAnEeitA += ,  ( ) itBnEeitB += ,

( ) ( ) ( ) itBitABAit eeBAitnEe =++=+ . (6.7.14)

Ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà

( ) 22

2

1
AtitAnEeitA −+= ,

( ) 22

2

1
BtitBnEeitB −+= ,

( ) ( ) ( ) ( )222

2

1
BBAABAtBAitnEe BAit +++−++=+ ,

( ) ( ) ( )222 2
2

1
BABAtBAitnEee itBitA ++−++= ,
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( ) ( ) [ ]BAtnEeee itAitBBAit ,
2

1 2+=−−+ . (6.7.15)

Ñîõðàíÿÿ â ðàçëîæåíèÿõ ÷ëåíû äî âòîðîãî ïîðÿäêà, íåòðóäíî ïî-
ëó÷èòü ôîðìóëó

[ ]BAtitBitAitBitA eeeee ,2−−− = . (6.7.16)

§6.8. Ãðóïïû Ëè è àëãåáðû Ëè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñâÿçè ìåæäó ãðóïïàìè Ëè (ñì.
§4.6)  è àëãåáðàìè Ëè.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðà Ëè A  è ãðóïïà Ëè G  ýêñïîíåíöè-
àëüíî ñâÿçàíû, åñëè ìåæäó èõ îïåðàòîðàìè ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå:

êîãäà A  ïðîáåãàåò àëãåáðó Ëè, iAeU =  ïðîáåãàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ åé

ãðóïïó Ëè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåä¸ííûì âûøå îïðåäåëåíèåì, ñîñòàâèì òàá-

ëèöó 6.8.1 ñîîòâåòñòâèÿ ãðóïï è àëãåáð Ëè.
Êàê ìîæíî çàìåòèòü èç òàáëèöû ðàçìåðíîñòü ãðóïïû Ëè ñîâïàäà-

åò ñ ÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îáðàçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåá-
ðû Ëè. Óêàçàííàÿ â òàáëèöå ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè è àëãåáðàìè Ëè â
îáùåì ñëó÷àå íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî åñòü îòíîñèòñÿ ê îêðåñòíî-
ñòÿì åäèíè÷íîãî è íóëåâîãî ýëåìåíòà.

§6.9. Ïîäãðóïïû è ïîäàëãåáðû

Ïóñòü A ′ - àëãåáðà Ëè, G′ - ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãðóïïà Ëè, ýêñïî-

íåíöèàëüíî ñâÿçàííàÿ ñ A ′ , A - ïîäàëãåáðà A ′ . Òîãäà äëÿ âñåâîçìîæ-

íûõ îïåðàòîðîâ A  èç A  îïåðàòîðû iAe  îáðàçóþò ãðóïïó G  (ñì. òàá-

ëèöó 6.8.1), ÿâëÿþùóþñÿ ïîäãðóïïîé G′ . Îáðàòíî, åñëè äàíà ïîäãðóïïà

G  ãðóïïû G′ , òî â àëãåáðå A ′  ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà A , ñ êîòîðîé

ýêñïîíåíöèàëüíî ñâÿçàíà ïîäãðóïïà G .
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×àñòî ïîäàëãåáðó Ëè A  çàäàþò, âûäåëèâ ÷àñòü îáðàçóþùèõ A ′ ,
äëÿ êîòîðûõ êîììóòàòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òå æå îáðàçóþùèå. Åñëè

èçâåñòíà ãðóïïà Ëè 1G , â àëãåáðå Ëè êîòîðîé ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíî-

øåíèÿ èìåþò òàêîé æå âèä, òî ïîäãðóïïà G  ãðóïïû G′ , ýêñïîíåíöè-

àëüíî ñâÿçàííàÿ ñ A , è ãðóïïà 1G  èìåþò èçîìîðôíûå àëãåáðû Ëè. Â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: åñëè G′
åñòü îäíà è ãðóïï ( )nSU  ( )2≥n , à 1G  èçîìîðôíà ( )nSU  ñ òåì æå n ,

òî â îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèè ïîäãðóïïà G  ñîâïàäàåò ñ G′  è èçîìîð-

ôíà 1G .

Òàêèì îáðàçîì, ïî âèäó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïî-
äàëãåáðû Ëè ìîæíî èíîãäà îïðåäåëèòü ñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîäãðóïïû.

§6.10. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè

Ïóñòü A - àëãåáðà Ëè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàíî k -ðÿäíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå àëãåáðû A  (èëè ãîìîìîðôèçì A  â àëãåáðó ( )CnAGL , ), åñëè

êàæäîìó îïåðàòîðó A  èç A  ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé îïå-

ðàòîð ( )AP
~

, äåéñòâóþùèé â ( )kC , ïðè÷¸ì ñóììå, êðàòíîìó è êîììóòà-

òîðó îïåðàòîðîâ èç A  ñîîòâåòñòâóþò ñóììà, êðàòíîå è êîììóòàòîð îïå-

ðàòîðîâ â ( )kC :

( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( ) ( )[ ]













=






λ=λ

+=+

.BP
~

,AP
~

i
B,A

i
P
~

,AP
~

AP
~

,BP
~

AP
~

BAP
~

11 (6.10.1)
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Âñå îïåðàòîðû âèäà ( )AP
~

, ãäå A  ïðîáåãàåò àëãåáðó A , ñîñòàâëÿ-

þò òàêæå íåêîòîðóþ àëãåáðó Ëè � ïîäàëãåáðó ( )CkAGL , .

Â òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÷àùå âñåãî ðàáîòàþò ñ ïðåäñòàâëå-
íèÿìè àëãåáð Ëè, íî ó÷èòûâàÿ èõ ñâÿçü ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï Ëè, ìû
ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü èçó÷åíèåì ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, óêàçàâ
çàêîí, ïî êîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé åé àëãåáðû Ëè è òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âñå
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè.

Ïóñòü íàì çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå P  ãðóïïû Ëè G  k - ðÿäíûìè

îïåðàòîðàìè. Ïðåäñòàâëÿþùóþ ãðóïïó îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )GP . Àëãåá-

ðó Ëè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïå G , îáîçíà÷èì ÷åðåç AG .

Åñëè îïåðàòîð A  ïðèíàäëåæèò AG , òî iAe  ïðèíàäëåæèò G . Ðàñ-

ñìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó G , ñîñòîÿùóþ èç îïåðàòî-

ðîâ itAe , ãäå t - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Òàê êàê

( ) ( ) ( ) ( )( )AttiAitAitAitAit ePeePePeP 212121 +== ,

îïåðàòîð ( )itAeP  òîæå îáðàçóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ãðóï-

ïû ( )GP . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â àëãåáðå Ëè ãðóïïû ( )GP  ñóùåñòâóåò

îäèí, è òîëüêî îäèí, îïåðàòîð A
~

, ïîðîæäàþùèé ýòó ïîäãðóïïó, òî åñòü
óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó

( ) AititA eeP
~

= . (6.10.2)

Çàìåòèì (áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî A
~

 åñòü êîýôôèöèåíò ïðè it  â

ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì t  îïåðàòîðà ( )itAeP  è (6.10.2) ñïðàâåäëèâî ñ

òî÷íîñòüþ äî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî t .
Ïóñòü

( )APA
~~ = , (6.10.3)

òîãäà P
~

 è åñòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè, ïîðîæä¸ííîå çàäàííûì

ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî P
~

 óäîâëåòâîðÿþò
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îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ (6.10.1). Ïðîâåðèì ýòî, âûïîëíèâ ñëåäó-
þùèå íåñòðîãèå âû÷èñëåíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ

îòíîñèòåëüíî t .
Åñëè

( ) AititA eeP
~

= , ( ) BititB eeP
~

= ,

òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.7.15)
( )( ) ( ) ( ) ( )itBitAitBitABAit ePePeePeP ==+ .

Ñ ó÷¸òîì (6.10.2) ìîæåì çàïèñàòü

( ) ( )BAitBitAitBAit eeee
~~~~~

++ ==
è òåì ñàìûì

( ) ( ) ( )BPAPBAP
~~~ +=+ .

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå (6.10.1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîëàãàÿ

[ ] CBA
i

=,
1

, ( ) ( )[ ] DBPAP
i

=~
,

~1
, st = ,

ñ ïîìîùüþ (6.7.16) ïîëó÷èì:

( ) ( ) [ ]( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

2

~~~~

,
~

itDDisBPisAPisBPisAPis

BisisAisBAis

isBisAisBisABAsitCCPit

eeeeee

ePePePeP

eeeePePePe

===

==
====

−−

−−

−−−−

îòêóäà

[ ] ( ) ( )[ ]BPAP
i

BA
i

P
~

,
~1

,
1~ =







.

Íà ïðàêòèêå óäîáíî íàõîäèòü îïåðàòîð A
~

 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäàþò A , íàõîäÿò ( )itAeP , ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

Ëè èçâåñòíî, à çàòåì ðàçëàãàþò ( )itAeP  â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t ; òîãäà êîýô-

ôèöèåíò ïðè it  è åñòü èñêîìûé îïåðàòîð A
~

.
Âûâåäåì âàæíóþ äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ôîðìóëó ñ ïîìîùüþ

òîëüêî ÷òî èçëîæåííîãî ìåòîäà.



183Àëãåáðû Ëè

Ïóñòü íàì äàíû ïðåäñòàâëåíèÿ QP,  ãðóïïû G  â ïðîñòðàíñòâàõ

( )kC  è ( )lC , è ïðîèçâåäåíèå QPR ⊗=  ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé â ïðî-

ñòðàíñòâå ( ) ( )lCkC ⊗  (ñì. §5.5). Òîãäà â ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå îïðåäå-

ëåíî ïðåäñòàâëåíèå R
~

 àëãåáðû Ëè AG . Âûðàçèì ïðåäñòàâëåíèå R
~

 ÷å-

ðåç ïðåäñòàâëåíèÿ P
~

,Q
~

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A  ïðèíàäëåæèò AG ; òîãäà itAe  åñòü îïåðàòîð

ãðóïïû G . Ïî îïðåäåëåíèþ,

( ) ( ) ( )itAitAitA eQePeR ⊗= . (6.10.4)

Ñîãëàñíî (6.10.2) ñóùåñòâóþò òàêèå îïåðàòîðû 1

~
A  è 2

~
A , ÷òî

( ) 1itAitA eeP = , ( ) 2itAitA eeQ = , (6.10.5)

ïðè÷¸ì

( )APA
~~

1 = , ( )AQA
~~

2 = , (6.10.6)

à

( ) AititA eeR
~

= , ( )ARA
~~ = . (6.10.7)

Èç (6.10.4) ñ ó÷¸òîì (6.10.5) è (6.10.7) ñëåäóåò:

21
~~~
AitAitAit eee ⊗= . (6.10.8)

Ðàçëàãàÿ (6.10.8) ïî ñòåïåíÿì t  ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( )ttBAkElEAA +⊗+⊗= 21

~~~
,

ãäå ( )tB  - îïåðàòîð, èìåþùèé êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè 0→t .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó è ó÷èòûâàÿ (6.10.6) è (6.10.7) ìû îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )AQkElEAPAR
~~~ ⊗+⊗= . (6.10.9)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ôîðìóëû íàïîìèíàåò ïðàâèëî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, îáîáùèâ êîòîðîå íà òåíçîðíîå ïðîèçâåäå-

íèå mPPR ⊗⊗= ...1  ëþáîãî ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷èì:
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).~

...

......
~

...
~~

21

221

11

APkEkEkE

kEkEAPkE

kEkEAPAR

mm

m

m

⊗⊗⊗+

++⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗=

         

         (6.10.10)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå P  ãðóïïû Ëè

G  â ëþáîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïîñòðîèì ñîîò-

âåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå P
~

 àëãåáðû Ëè AG  â òîì æå ïðîñòðàíñòâå.

Âñå îïåðàòîðû A
~

 èç ( )AGP
~

, ñîãëàñíî (6.10.2), çàäàþòñÿ òîæäåñòâîì

( ) AititA eeP
~

= ,

ïðè÷¸ì îïåðàòîð Aite
~

 óíèòàðåí, ïî ïðåäïîëîæåíèþ è ñ ó÷¸òîì (6.10.6)
èìååì

( ) ( ) ++
−+

== AitAitAit eee
~~~

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (6.6.7)

( ) AitAit ee
~1~ −−

= .

Ââèäó óíèòàðíîñòè Aite
~

 èìååì

AitAit ee
~~ −− =

+

;

ñëåäîâàòåëüíî, AA
~~ =

+

 è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðóïïû Ëè ïðåäñòàâëÿþùèå îïåðàòîðû àëãåáðû Ëè ýðìèòîâû.


