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Ãëàâà VII
Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï

     âðàùåíèÿ ( )2SO  è ( )3SO

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï

âðàùåíèÿ  ( )2SO  è ( )3SO , ââåä¸ííûå íàìè â ãë. IV, § 4.5, ï.ï. 8 è 9.

Íàïîìíèì, ÷òî âìåñòî îáîçíà÷åíèé ( )2SO  è ( )3SO  ìîæíî âñòðåòèòü

îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï â âèäå 2ℜ  è 3ℜ .

§7.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû íåïðåðûâíîé ãðóïïû G  ñèìâîëîì

( )raaG ,...,1 , ãäå âñå r  íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ qa

ñóùåñòâåííû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåíüøåãî ÷èñëà ïà-
ðàìåòðîâ óæå íåëüçÿ ðàçëè÷èòü ýëåìåíòû ãðóïïû äðóã îò äðóãà. ×èñëî

r  íàçîâ¸ì ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû. Òàê êàê ( )raaG ,...,1  åñòü ýëåìåíòû

ãðóïïû G , ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ïðîèçâåäåíèå

( ) ( ) ( )rrr ccGbbGaaG ,...,,...,,..., 111 = , (7.1.1)

ãäå  ( )rccG ,...,1  òîæå åñòü ýëåìåíò ãðóïïû G . Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ïàðàìåòðû qc  åñòü ôóíêöèè îò àðãóìåíòîâ qa  è qb :

( )rrq bbaac ,...,;,..., 11ϕ= . (7.1.2)

Ïàðàìåòðû ãðóïïû îïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû åäèíè÷íîìó ýëåìåí-
òó ãðóïïû ñîîòâåòñòâîâàëè íóëåâûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ. Áóäåì
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ñ÷èòàòü ôóíêöèè qϕ  äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ.

Â ãëàâå V ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé, à òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè õàðàêòåðîâ íàì ÷àñòî ïðè-
õîäèëîñü ïðîâîäèòü ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ýëåìåíòàì ãðóïïû. Â ñëó÷àå
íåïðåðûâíîé ãðóïïû íå òîëüêî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû ñòàíîâèòñÿ áåñ-
êîíå÷íûì, íî è  ñàìè ýëåìåíòû  ãðóïïû ðàñïðåäåëÿþòñÿ íåïðåðûâíî, è,
òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òàêàÿ ñóììà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èíòåãðàë
ïî ïàðàìåòðàì ãðóïïû, íàïðèìåð ïî óãëó âðàùåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
íåïðåðûâíîé ãðóïïû òàêèå èíòåãðàëû ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ, íî äëÿ áîëü-
øèíñòâà èíòåðåñíûõ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ñî-
îòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû áóäóò êîíå÷íû. Äëÿ òàêèõ ãðóïï, íàçûâàåìûõ

êîìïàêòíûìè (§4.3), âñå ñóììû ( )∑
=

g

a

af
1

 (ñì. ãë. V), ìîæíî çàìåíèòü èí-

òåãðàëàìè ( ) ( )∫ ∫ rrr dadaaaaaf ...,...,,...,... 111 ρ ïî ïàðàìåòðàì

raa ,...,1  íåïðåðûâíîé ãðóïïû ñî ñïåöèàëüíî âûáðàííîé âåñîâîé ôóíê-

öèåé ( )raa ,...,1ρ . ×èñëî g  ýëåìåíòîâ ãðóïïû çàìåíÿåòñÿ îáú¸ìîì

ãðóïïû, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïóò¸ì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì çíà÷å-
íèÿì ïàðàìåòðîâ.

Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è âñå ðåçóëüòàòû ãë. V áóäóò òåïåðü
ñïðàâåäëèâû è äëÿ êîìïàêòíûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, îïðå-
äåëåíèÿ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ïðåäñòàâëåíèå, íåïðèâîäèìîñòü è õàðàêòåð,
îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû è õàðàêòåð ïðåäñòàâëå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ òåïåðü íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ( )( )rij aaP ,...,1
α ,

( )( )raa ,...,1
αχ  ïàðàìåòðîâ ãðóïïû. Äëÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïû íå ñóùå-

ñòâóåò áîëüøå êîíå÷íîé òàáëèöû õàðàêòåðîâ; ïîäîáíî ñàìèì ýëåìåí-
òàì ãðóïïû êëàññû ñîïðÿæ¸ííûõ ýëåìåíòîâ ðàñïðåäåëåíû íåïðåðûâíî.
×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé òåïåðü òîæå áåñ-
êîíå÷íî, õîòÿ ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, êàê ïðàâèëî,
êîíå÷íà.

Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé îçíà÷àåò, ÷òî
ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïî ôóíêöèÿì, ïðèíàäëåæàùèì íå-
ïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ìîæåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëå-
íîâ.  Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü êîìï-
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ëåêñíûé ðÿä Ôóðüå

( ) ∑
+∞

−∞=
=

m

im
mecf ϕϕ

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f  óãëà ϕ , òàê êàê (ñì. § 7.3) êàæäàÿ ôóíê-

öèÿ ϕime  ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îäíîìåðíîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëå-

íèþ ãðóïïû ( )2SO .

§7.2. Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû

Íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà G  ðàçìåðíîñòè r  ñ ïàðàìåòðàìè raa ,...,1

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íî ïî÷òè âñå ñâîéñòâà å¸ îïðåäåëÿ-
þòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì îïåðàòîðîâ, íàçûâàåìûõ èíôèíèòåçèìàëüíûìè.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ raa ,...,1  ÷åðåç a  è ðàññìîòðèì ïðåä-

ñòàâëåíèå ( )aP    ãðóïïû G  â ïðîñòðàíñòâå L . Âûáåðåì ïàðàìåòðû òàê,

÷òîáû åäèíè÷íûé ýëåìåíò èìåë âñå 0=qa , òî åñòü

( ) 10,...,0 =P  . (7.2.1)

Åñëè âñå qa  ìàëû, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî

ýòèì ïàðàìåòðàì

( ) ∑
=

+≈
r

q
qq XaP

1

1a , (7.2.2)

ãäå qX - íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, íå çàâèñÿùèå

îò ïàðàìåòðîâ qa  è íàçûâàåìûå èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè

ïðåäñòàâëåíèÿ P . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.2.2) qX  îïðåäåëÿþòñÿ êàê ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå:
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( ) ( )
0

0

10,...,0,,0,...,0
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. (7.2.3)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû G  ñ

çàêîíîì óìíîæåíèÿ ( ) ( ) ( )bGaGcG = , ãäå bac += , òî åñòü ñ àääèòèâ-

íûì ïàðàìåòðîì. Ìû ìîæåì çàïèñàòü îïåðàòîð ( )aP  â âèäå

( )
n

n

a
PaP 













= ,

ãäå n - öåëîå ÷èñëî. Ïðè áîëüøèõ n  ïàðàìåòð 
n

a
 ìàë, è â ïðåäåëå, ïðè

∞→n  íàì äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü â ôîðìóëå (7.2.2) ëèøü ÷ëåíû íóëå-
âîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà, òîãäà

( ) aX
n

n
q eX

n

a
aX =



 +=

∞→
1lim , (7.2.4)

ãäå ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íûé áåñêîíå÷íûé ðÿä:

∑
∞

=
=

0 !n

nn
aX

n

Xa
e .

Íà ýòîì ïðèìåðå ìû âûÿñíèëè, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü êàæäûé îïå-

ðàòîð ( )aP  èç èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà X . Òàêèì æå ïóò¸ì

ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð ( )aP  ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè qa  è èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì qX .

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå P  óíèòàðíî, òî îïåðàòîðû qX  àíòèýðìèòî-

âû, òî åñòü qq XX −=+ . Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç (7.2.2), òàê êàê

ïàðàìåòðû qa  äåéñòâèòåëüíû. Èç óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ qa  ïîëó÷èì
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( ) ( )

( ) .1

111












++≈

≈
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∑∑
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qqq
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XXa
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aa

(7.2.5)

Ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà íóëþ, ïîëó÷èì

qq XX −=+ . (7.2.6)

Åñëè óìíîæèòü îïåðàòîðû qX  íà 1−=i , îíè ñòàíóò ýðìèòî-

âûìè.
Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî âûðà-

çèòü òðåìÿ òåîðåìàìè:

Òåîðåìà 7.2.1. Åñëè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G  èìåþò îäèíàêîâûå
èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû, òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû .

Òåîðåìà 7.2.2. Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ P  ãðóïïû G  ìíîæåñòâî

èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ qX  óäîâëåòâîðÿåò ïåðåñòàíîâî÷íûì

ñîîòíîøåíèÿì

[ ] i
i
qppq XcXX =, , (7.2.7)

ãäå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû i
qpc - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû (ñì. §6.4), îäè-

íàêîâûå äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåíèé P  ãðóïïû G .

Òåîðåìà 7.2.3. Ëþáîé íàáîð îïåðàòîðîâ qX , îïðåäåë¸ííûõ â ïðî-

ñòðàíñòâå L , îáðàçóåò àëãåáðó Ëè ïðåäñòàâëåíèÿ P  ãðóïïû G  â ïðî-

ñòðàíñòâå L , åñëè îïåðàòîðû qX  óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñî-

îòíîøåíèÿì (7.2.7).
Ñìûñë òåîðåìû 7.2.1 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîñ-

òüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè, ÷òî ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà (7.2.4) äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Âòîðàÿ òåîðåìà 7.2.2 äà¸ò çàêîí óìíîæåíèÿ äëÿ èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ñîîò-
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âåòñòâóþùèé ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, ñîâïàäàåò ñ ñóììîé
èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ñîìíîæèòåëåé:

( ) ( ) ( )∑∑∑ ++≈









+










+=

q
qqq

p
pp

q
qq XbaXbxaPP 111ba

ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ a  è b .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ( ) ( ) ( ) ( )baba 11 −− PPPP :

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ε++≈ ∑−−

pq
pqpq XXbaPPPP

,

11 ,1baba , (7.2.8)

ãäå ε - ÷ëåíû ïîðÿäêà ìàëîñòè > 2.
Èç ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑+≈=−−

l
ll XePPPPP 111 ebaba (7.2.9)

äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ e .
Ñðàâíèâàÿ (7.2.9) ñ (7.2.8), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðû e  äîëæíû

áûòü ïîðÿäêà ab , à êîììóòàòîð [ ]pq XX ,  äîëæåí áûòü ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé îïåðàòîðîâ lX  è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (7.2.5), ñîãëàñíî

êîòîðîìó êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ äîë-
æåí áûòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì èññëåäîâàíèå íåïðåðûâíûõ ãðóïï
ïðîùå èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, òàê êàê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü
àëãåáðó èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ, çàìåíÿÿ òàáëèöó óìíîæåíèÿ
Êýëè íàáîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò.

Èç ýòèõ òåîðåì òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ îïåðàòîðîâ íåêîòîðîé ãðóïïû G  çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ, òî åñòü åñëè êîììóòàòîð äâóõ ýëåìåíòîâ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà, òî ýòî ïîäìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G .

Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð ôóíêöèé ( )αϕ i  ïðåîáðàçóåòñÿ ïî íåïðèâîäèìî-

ìó ïðåäñòàâëåíèþ ( )αP , åñëè ïðåîáðàçîâàííûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì (5.17.1):



191Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï âðàùåíèÿ SO(2)  è SO(3)

( ) ( ) ( )∑=
j

jjii PP ααα ϕϕ ,

ãäå ( )αP - îáû÷íûå ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ.
Äëÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íî

ìàëûå èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ( )αϕ i  çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè èíôèíèòåçèìàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ∑+=
q

qq XaP 1 â óñëîâèå (5.17.1), ïîëó-

÷àåì äëÿ êàæäîãî èíäåêñà q

( ) ( )( ) ( )∑=
j

jjiqiq XX ααα ϕϕ , (7.2.10)

ãäå ( )( )α
jiqX - ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà qX  â ïðåäñòàâëåíèè ( )αP .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ϕ  èíâàðèàíòíà, òî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî

òðèâèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, äëÿ êîòîðîãî 1=P  (ñì. §5.3, ï.2). Òîãäà
äëÿ âñåõ èíäåêñîâ q èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ðàâíû íóëþ, òî åñòü

0=ϕqX .

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî òðàíñôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ (§1.12)

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ ( )αP .  Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
ëþáîì èíäåêñå q áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå îïåðàòîðîâ çàäà¸òñÿ òåìè

æå ñàìûìè èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè:

[ ].,

111

∑

∑∑
+≈

≈









−










+≈=′ −

q
qq

q
qq

q
qq

SXaS

XaSXaPSPS

                   
(7.2.11)

Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå îïåðàòîðîâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì è óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå (7.2.10) äëÿ ëþáîãî q çà-

ïèøåòñÿ â âèäå
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( )[ ] ( )( ) ( )∑=
j

jjiqiq SXSX ααα, . (7.2.12)

Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð S  äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

[ ] 0, =SXq (7.2.13)

ïðè ëþáîì èíäåêñå q, òî åñòü îïåðàòîð S  êîììóòèðóåò ñî âñåìè èíôè-
íèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé
(5.5.2) èìåþò âèä ñóììû èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñîìíîæèòåëåé:

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )[ ].∑

∑∑

++=

=











+⋅












+=

q
ikjlpjlikqqjlik

p
jlppjl

q
ikqqikklij

XXa

XaXaPP

δδδδ

δδ

βα

βαβα

                        

aa

Òàêèì îáðàçîì,   â áàçèñå ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé ( )αϕk  è ( )βψ l  ëþ-

áîé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð qX  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( )21 qqq XXX += , (7.2.14)

ãäå ( )1qX  - ïðîèçâåäåíèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà qX  äëÿ ( )αϕk

íà åäèíè÷íûé îïåðàòîð äëÿ ( )βψ l , à ( )2qX  - ïðîèçâåäåíèå åäèíè÷íîãî

îïåðàòîðà äëÿ ( )αϕk  íà èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð äëÿ ( )βψ l , ÷òî ñî-

âïàäàåò ñ (6.10.9).

§7.3. Ãðóïïà ( )2SO

7.3.1. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ãðóïïà ( )2SO  ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, â ñèëó ÷åãî, å¸ íåïðèâî-

äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû.
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Äëÿ îòûñêàíèÿ âîçìîæíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

( )2SO , íàäî íàéòè ôóíêöèè ( )aP , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

( ) ( ) ( )bPaPbaP =+  è ( ) 10 =P .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïî ïàðàìåòðó b ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ïàðàìåòðå a  ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( )bPaPbaP ′=+′ , (7.3.1)

ãäå ( ) ( )
db

bdP
bP =′ .

Ïîëàãàÿ 0=b , ïîëó÷èì óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )0PaPaP ′=′ ,

ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( )0PaeaP ′= ,

åñëè ( ) 10 =P .

Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )2SO  åñòü

ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè óãëà âðàùåíèÿ a . Êîýôôèöèåíò ( )0P′  ìî-

æåò áûòü ëþáûì, íî ïðåäñòàâëåíèå áóäåò íåïðåðûâíûì, òî åñòü áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó ( ) ( )π2+= aPaP , òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíò

( )0P′  åñòü öåëîå ÷èñëî, óìíîæåííîå íà ìíèìóþ åäèíèöó. Ïîëàãàÿ

( )0Pim ′=  ìû ìîæåì íåïðåðûâíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-

ïû ( )2SO  ïðåäñòàâèòü â âèäå

( )( ) imam eaP −= , (7.3.2)

ãäå öåëûå ÷èñëà ,...2,1,0 ±±=m  íóìåðóþò ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî

òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ óíèòàðíû. Âåêòîð, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî íåïðèâî-

äèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ( )mP , îáîçíà÷èì ÷åðåç me  è ìîæåì äëÿ íåãî

çàïèñàòü

( ) m
ima

m eaP ee = . (7.3.3)
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Äëÿ ,...
2

3
,

2

1 ±±=m , ìîæíî ïîñòðîèòü óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ,

íåïðåðûâíûå íà ðàñøèðåííîé îáëàñòè çíà÷åíèé π40 ≤≤ a . Ýòè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ äâóçíà÷íû â îáû÷íîé îáëàñòè çíà÷åíèé π20 <≤ a . Òàêèå
äâóçíà÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ ñïèíà â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå.

7.3.2. Õàðàêòåð
Äëÿ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé õàðàêòåð ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ïðåä-

ñòàâëåíèåì è òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñâîèõ ñîïðÿ-
æåííûõ ýëåìåíòîâ, ìû ìîæåì äëÿ õàðàêòåðà çàïèñàòü

( ) ( )( ) imamm eaP −=≡χ , (7.3.4)

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà a .
Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè õàðàêòåðîâ (äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

(5.11.1), (5.11.2)), òåïåðü çàïèøåòñÿ â èíòåãðàëüíîì âèäå:

( ) ( ) ( )
mm

mmia

a

mm daeda ′
−′

=

′ == ∫∫ πδχχ
ππ

2
2

0

2

0

*

. (7.3.5)

Çäåñü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ( )aρ  âûáðàíà åäèíè÷íîé, à �îáú¸ì� π2 ,

çàìåíÿåò ÷èñëà g  â ñîîòíîøåíèÿõ (5.11.1) è (5.11.2).

Õàðàêòåðîì ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ( )1mP  è ( )2mP  áóäåò ôóí-

êöèÿ ( )ammie 21+− , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ ( )21 mmP + ,
òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì çàïèñàòü

( ) ( ) ( )2121 mmmm PPP +=⊗ . (7.3.6)

7.3.3. Ïðèìåðû áàçèñíûõ âåêòîðîâ

1. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûå âåêòîðû xe  è ye , íàïðàâëåííûå âäîëü

îñåé x  è y . Ïóñòü ( )2SO  - ãðóïïà âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî îñè z .

Òîãäà  (§5.3, ï.6):



195Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï âðàùåíèÿ SO(2)  è SO(3)

( )
( ) ,cossin

,sincos

yxyz

yxxz

aaaR

aaaR

eee

eee

+−=

+=

èëè

( )( ) ( )yx
ia

yxz ieiaR eeee ±=± m . (7.3.7)

Òàêèì îáðàçîì âåêòîðû yx iee +  ïðåîáðàçóþòñÿ ïî íåïðèâîäèìî-

ìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ èíäåêñîì 1=m , à âåêòîð yx iee −  ïðåîáðàçóåòñÿ

ïî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ èíäåêñîì 1−=m . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìû ââåëè êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû.

2. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè xy ôóíêöèè ( )ϕψ ,r , êîòîðûå áóäåì

ñ÷èòàòü ôóíêöèÿìè ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ëèøü äëÿ óäîáñòâà. Ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèåì (5.3.4) èíäóöèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé, ïîëó-
÷èì

( )( ) ( ) ( )arraRP z −= ϕψϕψ ,, , (7.3.8)

òî åñòü ôóíêöèÿ âèäà ( ) ( ) ϕψϕψ imerr =,  ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëå-

íèþ ( )mP :

( )( ) ( ) ϕϕϕ imimaaimim
z eeeeaRP −− == .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè â êîìïëåêñíûé
ðÿä Ôóðüå

( ) ( )∑
∞

−∞=
=

m

im
m err ϕψϕψ , ,

ãäå

( ) ( )∫ −=
π

ϕ ϕϕψ
π

ψ
2

0

,
2

1
derr im

m ,

åñòü ðàçëîæåíèå å¸ íà êîìïîíåíòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî

îïðåäåë¸ííîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ( )mP  ãðóïïû ( )2SO .
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7.3.4. Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû

Ïîñòðîèì òåïåðü èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ãðóïïû ( )2SO .

Ìàòðèöà îïåðàòîðà ( )aRz  èìååò â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ xe  è ye  (§5.3,

ï.6) âèä:

( ) 




 −
=

aa

aa
aRz cossin

sincos
.

 Ïðè ìàëûõ óãëàõ a  ýòà ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê






 −
+=




 −
+

01

10
1

0

0
1 a

a

a

è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèöû èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà X  áó-
äåì èìåòü:






 −
=

01

10
X .

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (7.2.4). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 12 −=X , ïîëó÷èì:

( ).
cossin

sincos
sincos

...
6

1
...

24

1

2

1
1

...
24

1

6

1

2

1
1

342

443322

aR
aa

aa
aXa

aaXaa

XaXaXaaXe

z

aX

=




 −
=+=

=




 +−+





 ++−=

=+++++=

       

       

Ãåîìåòðè÷åñêè ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà r  íà ïëîñêîñòè xy ïðè

ïîâîðîòå ( )aRz  îòíîñèòåëüíî îñè z  â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åñòü ïðè-

áàâëåíèå ê íåìó âåêòîðà äëèíîé ra , íàïðàâëåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðíî

ê âåêòîðó r  (Ðèñ. 7.3.1). Äëÿ ìàëûõ a  èìååì:

( ) [ ]rerr ×+≈ zz aaR , (7.3.9)
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ãäå ze - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî îñè z .

Äëÿ îïåðàòîðà ( )aRz  ìû ìîæåì íàïèñàòü âûðàæåíèå

( ) ×+= zz aaR e[1 , (7.3.10)

à äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà X  ï.1  äàííîãî ïðèìåðà ïîëó÷èì

×= zX e[ . (7.3.11)

Íàéä¸ì èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð äëÿ ï.2 äàííîãî ïðèìåðà,
äëÿ ÷åãî ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (7.3.8) â ðÿä Òåéëîðà:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...,
2

1
,,,

2

2
2 +

∂
∂+

∂
∂−= ϕψ

ϕ
ϕψ

ϕ
ϕψϕψ rararraRP z .

Ïðè ìàëûõ óãëàõ a  ýòîò îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )( )
ϕ∂
∂−≈ aaRP z 1 . (7.3.12)

Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ïóíêòå èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì
ñëóæèò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

ϕ∂
∂−=X , (7.3.13)

òàê êàê ðÿä Òåéëîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðÿä äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà 
ϕ∂
∂

, òî åñòü

( )( ) ϕ∂
∂−

=
a

z eaRP ,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì (7.2.4).

Îòìåòèì ñâÿçü èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà X  ñ óãëîâûì ìî-
ìåíòîì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

[ ]
z

z iiX I
pr

−=
×

=
∂
∂−=

hϕ
, (7.3.14)

ãäå zI - îïåðàòîð z -êîìïîíåíòû óãëîâîãî ìîìåíòà (â åäèíèöàõ h ).

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (7.3.2) ïðè ìàëûõ óãëàõ a
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ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )mP  ãðóïïû ( )2SO

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà X  ðàâåí ïðîñòî

im− . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ ψ  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψψ imX −= , (7.3.15)

òî îíà äîëæíà ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ
( )mP  ãðóïïû ( )2SO .

§7.4. Ãðóïïà ( )3SO

Îáîçíà÷èì âðàùåíèå â òð¸õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç ( )aRk , ãäå

a - óãîë ïîâîðîòà ( )π20 ≤≤ a , à k - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé

âäîëü îñè âðàùåíèÿ  (§4.9). Âðàùåíèå çàâèñèò îò òð¸õ ïàðàìåòðîâ: óãëà

ïîâîðîòà a  è äâóõ ñôåðè÷åñêèõ óãëîâ âåêòîðà k . Ìû âîñïîëüçóåìñÿ
äðóãèìè ïàðàìåòðàìè, à èìåííî:

xx aka = ,  yy aka = ,  zz aka = , (7.4.1)

ãäå qk - òðè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà k  â êàêîé ëèáî ôèêñèðîâàííîé ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò è ìû ìîæåì âìåñòî ( )aRk  ââåñòè îáîçíà÷åíèå ( )aR .

Ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
îïåðàöèè âðàùåíèÿ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð r  ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðàâåíñòâîì

( ) ( )( ) [ ]rkkkrrr ×+⋅−+= aaaaRk sincos1cos ,

è äëÿ ìàòðèöû ( )aRk  â äåêàðòîâîì áàçèñå ìû ìîæåì çàïèñàòü:

( )[ ] ( ) 2cos1cos xxxk kaaaR −+= ,

( )[ ] ( ) akkkaaR zxyyxk sincos1 +−=  è òàê äàëåå.

Ïðåîáðàçîâàíèå âðàùåíèÿ ñîäåðæèò êàê äëèíû, òàê è óãëû ìåæäó
âåêòîðàìè, òî åñòü ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåê-

òîðîâ 1r  è 2r .
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Ïóñòü 11 rr R=′ , à 22 rr R=′ , òîãäà

( ) ( ) ( ) ( )12121212 ,,,, rrrrrrrr ===′′ + RRRR ,

òî åñòü ìàòðèöà R  óíèòàðíà ( )1=+ RR  è ìîäóëü å¸ îïðåäåëèòåëÿ ðàâåí

åäèíèöå.

7.4.1. Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû
Âûðàæåíèå(7.3.9) äëÿ ïîâîðîòà íà ìàëûé óãîë âîêðóã îñè z  ìîæ-

íî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé ïîâîðîòà ( )aRk  íà ìàëûé óãîë âîêðóã ïðîèç-

âîëüíîé îñè k :

( ) [ ] [ ]
[ ]∑

∑
×+=

=×+=×+=
=

q
qq

zyxq
qqk

a

kaaaR

,                                   

,,

rer

rerrkrr

(7.4.2)

ãäå qq aka = . Òàêèì îáðàçîì, òðè èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðà, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðàì qa , ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê

×= qqX e[ . (7.4.3)

Îíè ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íî ìàëûì ïîâîðîòàì âîêðóã îñåé yx,

è z . Â áàçèñå zyx eee ,,  ìàòðèöû èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ èìå-

þò âèä
















−=
010

100

000

xX , 















−
=

001

000

100

yX
,  















 −
=

000

001

010

zX . (7.4.4)

Èñïîëüçóÿ (6.1.1) ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èí-

ôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ãðóïïû ( )3SO :

[ ] zyx XXX =, ,   [ ] xzy XXX =, ,   [ ] yxz XXX =, . (7.4.5)
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Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé âåê-

òîðíîé àëãåáðû. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êîììóòàòîðà [ ]yx XX ,  íà âåê-

òîð r :

[ ] [ ][ ] [ ][ ]reereer ××−××= xyyxyx XX , . (7.4.6)

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî âåêòîðíî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

[ ][ ] ( ) ( )baccabcba ⋅⋅−⋅⋅=××
ïðèâåä¸ì (7.4.6) ê âèäó

[ ] [ ] rreeer zzxyyx XyxXX =×=−=, .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.4.3) òðè îïåðàòîðà qX  îáðàçóþò âåêòîð, êîòî-

ðûé ïðè âðàùåíèÿõ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê âåêòîð qe . Èíôèíèòåçèìàëüíûå

îïåðàòîðû ãðóïïû âðàùåíèé ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè óãëîâîãî ìîìåíòà
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíî-
øåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ òð¸õ êîìïî-
íåíò âåêòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà.

Ïîëó÷åííûå íàìè èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû qX  àíòèýðìèòî-

âû, ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè §6.1, ìû ìîæåì ââåñòè îáîçíà-

÷åíèå qq iXJ = , ïðè÷¸ì, ïîä èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ìû áóäåì

ïîíèìàòü êàê îïåðàòîð qX , òàê è îïåðàòîð qJ . Îïåðàòîðû qJ  ýðìèòîâû

è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì:

[ ] zyx iJJJ =, ,   [ ] xzy iJJJ =, ,   [ ] yxz iJJJ =, , (7.4.7)

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ îïåðàòî-

ðîâ óãëîâîãî ìîìåíòà, äåë¸ííûõ íà h . Èç ñîîòíîøåíèÿ

ψψ imX −= (7.3.15)

ìû âèäèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà zX  ðàâíû im− , òîãäà

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà zJ   áóäóò ÷èñëà m .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ±J , ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

îïåðàòîðîâ xJ  è yJ , à èìåííî
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yx iJJJ ±=± . (7.4.8)

Ñîñòàâèì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ ±J  ñ îïåðà-

òîðîì zJ :

[ ] ( ) ±± ±=±±=±= JiJJJiJJJ yxxyz , . (7.4.9)

Èç ýòèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ

( )mψ  åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà zJ , ïðèíàäëåæàùèé ïðåäñòàâ-

ëåíèþ ( )mP  ãðóïïû ( )2SO , òî ôóíêöèÿ ( )mJ ψ±  ïðèíàäëåæèò ïðåäñòàâ-

ëåíèÿì ( )1±mP , è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû ±J  ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåä-

ñòàâëåíèÿì ( )1±mP :

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ).11                     

1

mJmmmJ

mJJmJJJmJJ zzz

ψψ
ψψψ

±±

±±±±

±=±=
=±=±=

(7.4.10)

Îïåðàòîð +J  íàçûâàåòñÿ ïîâûøàþùèì, à îïåðàòîð −J - ïîíèæàþ-

ùèì, òàê êàê ïåðâûé óâåëè÷èâàåò, à âòîðîé óìåíüøàåò ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ îïåðàòîðà zJ  íà åäèíèöó. Äàííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

òîëüêî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî äëÿ èí-

ôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû ( )3SO .

7.4.2. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Â ñëó÷àå ñ ãðóïïîé ( )2SO  ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íóìåðó-

þòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè m , à ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâåí
imae− . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðóïïà ( )2SO  àáåëåâà, à èíôèíèòåçè-

ìàëüíûé îïåðàòîð åäèíñòâåííûé.
Â îáùåì ñëó÷àå ãðóïïû îáëàäàþò öåëûì íàáîðîì èíôèíèòåçèìàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ qX  óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[ ] i
i
pqqp XcXX =, . (7.2.7)

Äëÿ ãðóïïû ( )3SO  ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàäàíû ðàâåíñòâàìè (7.4.5)
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èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñîîòíîøåíèÿìè (7.4.7) è ðàâåíñòâîì

[ ] [ ] zyxyx JiJJiJJJJ 2,, =−+=−+ . (7.4.11)

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ( )3SO  è íàéòè ñïîñîá çàíóìåðîâàòü ýòè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ.
Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

( )3SO  áóêâîé D .

Âûáåðåì áàçèñ, â êîòîðîì èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð zJ  äèà-

ãîíàëåí. Âåêòîðû me  (íå ïóòàòü ñ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè zyx eee ,,

îáû÷íîãî òð¸õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà) èìåþò èíäåêñ m , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ m  îïåðàòîðà zJ , òî åñòü íåïðèâîäèìîìó

ïðåäñòàâëåíèþ ( )mP  ãðóïïû ( )2SO , êîòîðîìó îíè ïðèíàäëåæàò.

Â îáùåì ñëó÷àå ó íåñêîëüêèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ áàçè-

ñà ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå èíäåêñû m . Ïóñòü j  ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-

íèå èíäåêñà m  äëÿ âåêòîðîâ áàçèñà ïðåäñòàâëåíèÿ D  è ïóñòü je  - âåê-

òîð áàçèñà ñ èíäåêñîì jm= . Ýòî âåêòîð ñòàðøåãî âåñà. Âåêòîð je  äîë-

æåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

0=+ jJ e , (7.4.12)

òàê êàê èíà÷å íîâûé âåêòîð jJ e+  èìåë áû âåñ áîëüøèé, ÷åì âåñ âåêòîðà

je . Ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâóÿ íà âåêòîð je  ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì

−J , ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ:

..........................

A

A

A

jjj

jjj

jjj

,

,

,

233

122

11

−−−

−−−

−−

=

=

=

ee

ee

ee

(7.4.13)
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Êîýôôèöèåíòû mA , êîòîðûå åù¸ íå âû÷èñëåíû, ââîäÿòñÿ äëÿ íîð-

ìèðîâêè âåêòîðîâ me , âåêòîð je  ñ÷èòàåòñÿ íîðìèðîâàííûì. Âñå âåêòî-

ðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.4.13) èìåþò ðàçíûå èíäåêñû m , â ñèëó ÷åãî
îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè è âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè. Âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî L  äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåêòîðû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó L . Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâà L  êîíå÷íà, òî êîíå÷íà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (7.4.13), êîòî-
ðàÿ îáðûâàåòñÿ íà òîì øàãå, êîãäà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïîíèæàþ-

ùåãî îïåðàòîðà ïîëó÷àåòñÿ íóëü, òî åñòü ïðè íåêîòîðîì öåëîì t

0=−− tjJ e . (7.4.14)

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

tjjj −− eee ,...,, 1 (7.4.15)

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ zJ  è −J . Ïîêàæåì, ÷òî

îíî òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà +J . Â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (7.4.15) áóäåò èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî

äåéñòâèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû ( )3SO  è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî îáðàçó-

åò áàçèñ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )3SO .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà (7.4.15) ïî îòíî-

øåíèþ ê äåéñòâèþ îïåðàòîðà +J  ïîñòðîèì îïåðàòîð

( ) 2222
zyx JJJ ++=⋅= JJJ . (7.4.16)

Â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (7.4.5), ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî

qq iXJ =  îïåðàòîð 2J  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

[ ] 0,2 =qJJ (7.4.17)

ïðè zyxq ,,= . Òàêèì îáðàçîì â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.7.13) ýòîò îïåðàòîð

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Îïåðàòîð 2J , êîòîðûé ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê öåëüíûé ñèìâîë,  ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþ-
ùèé îïåðàòîðû:
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( ) 22

2

1
zJJJJJ ++= +−−+J , (7.4.18)

èëè

zz JJJJ ++= +−
22J , (7.4.19)

zz JJJJ −+= −+
22J . (7.4.20)

Èç ñîîòíîøåíèé (7.4.19) è ñâîéñòâà (7.4.12) ñëåäóåò, ÷òî je - ñîá-

ñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà 2J :

( ) ( )
( ) .12

222

jjj

jzjzjjzzj

jjjj         

JJJJJJJJ

eee

eeeeeJ

+=+=

=++=++= +−+−

Òîãäà â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

[ ] 0,2 =−JJ (7.4.21)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà me  èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.4.15) ïîëó÷èì

( ) .12
mm jj eeJ += (7.4.22)

èç ñîîòíîøåíèé (7.4.13) è (7.4.20) ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà

(7.4.15) îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà +J :

( )
( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) .1

111

1

1
2

1
22

+

+

+−++

−++=
=+++−+=

=+−==

mm

mm

mzzmmmm

mjmjA         

mmjjA         

JJAJJAJ

e

e

eJee

(7.4.23)

Ìû âèäèì, ÷òî ïîâûøàþùèé îïåðàòîð +J  íå äà¸ò êàêèõ ëèáî âåê-

òîðîâ, îòëè÷íûõ îò âåêòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.4.15), êîòîðàÿ áûëà

ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðà −J  íà âåêòîð

je . Âåêòîð je  äîëæåí áûòü åäèíñòâåííûì âåêòîðîì ñòàðøåãî âåñà ñðåäè

âåêòîðîâ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L , èíà÷å ïðåäñòàâëåíèå D  áóäåò ïðèâîäè-
ìûì. Îêîí÷àòåëüíî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû ( )3SO  îáëàäàþò áàçèñîì, àíàëîãè÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.4.15).
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ D .
Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (7.4.20) è (7.4.14) ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )[ ]
( )( ) .1

222

tj

tjtjzztj

tjtj           

tjtjJJJJ

−

−−+−−

−−−=

=−−−=++=

e

eeeJ

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ðàâåíñòâîì (7.4.22) íàõîäèì, ÷òî

( )( ) ( )11 +=−−− jjtjtj ,

èëè

( )( ) 012 =+− ttj .

Òàê êàê t - ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, tj =2  è ÷èñëî j  ìîæåò

áûòü ëèáî òîëüêî öåëûì, ëèáî ïîëóöåëûì. Ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

D  ðàâíà òåïåðü 12 +j  è íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )3SO

ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê ( )jD , ãäå ,...2,2
3,1,2

1,0=j , ïðè÷¸ì ðàçìåð-

íîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 12 +j , à âåêòîðû áàçèñà me  ìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè ïðåîáðàçîâûâàëèñü ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâ-

ëåíèÿì ( )mP  ïîäãðóïïû ( )2SO , ãäå

jjjjjm −−−−= ,1,...,2,1, .

Ïðè ñóæåíèè ãðóïïû ( )3SO  íà å¸ ïîäãðóïïó ( )2SO  ðàçëîæåíèå

ïðåäñòàâëåíèÿ ( )jD  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) ( )∑
=

−=

=
jm

jm

mj PD . (7.4.24)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ ëèøü ïðè
îïèñàíèè ñïèíà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è íå ïåðèîäè÷íû íà èíòåðâàëå

[ ]π2,0 .

Çàéì¸ìñÿ òåïåðü âûâîäîì ìàòðèöû èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ qJ  â ïðåäñòàâëåíèè ( )jD . Ó÷ò¸ì, ÷òî îïåðàòîð zJ  â áàçèñå me  äè-

àãîíàëåí, à ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äàþòñÿ ðàâåíñòâîì

mmz mJ ee = . (7.4.25)
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Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû +J  è −J  îïðåäåëÿþòñÿ  ïî ôîðìóëàì (7.4.13)

è (7.4.23), åñëè èçâåñòíû íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè mA . Äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ýòèõ ìíîæèòåëåé âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî îïåðàòîðû qJ  ýð-

ìèòîâû è ïîýòîìó

+
+
− = JJ .

Îòñþäà

( ) ( ) ( )mmmmmm JJJ eeeeee +++++− == 111 .

Òîãäà èç ðàâåíñòâ (7.4.13) è (7.4.23) ïîëó÷èì

( )( )mjmjA −++=−
1

2
. (7.4.26)

Îòíîøåíèÿ ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé âåêòîðîâ áàçèñà íå îïðåäåëÿþò-

ñÿ íè óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, íè íîðìèðîâêîé, è â ìíîæèòåëå mA
ìîæíî ââåñòè ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ðàâíîå ïî ìîäóëþ åäèíèöå.

Îáû÷íî ìíîæèòåëè mA  ñ÷èòàþò äåéñòâèòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè,

òàê ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ±J  îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

( )( )
( )( ) .1

,1

1

1

++

+−

−++=

−++=

mm

mm

mjmjJ

mjmjJ

ee

ee
(7.4.27)

Òàêîé âûáîð ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Êîíäîíà-

Øîðòëè, è îòíîøåíèÿ ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé âñåõ 12 +j  âåêòîðîâ áàçè-

ñà îïðåäåëÿþòñÿ ýòèì óñëîâèåì îäíîçíà÷íî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíèé ( )jD  ïîëíî, ïðè-
÷¸ì â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè ìîæíî îáîéòèñü ëèøü öåëûìè ÷èñ-

ëàìè j :

∑ ∑
∞

= −=

=
0j

j

jm
jmψψ , (7.4.28)

ãäå j - öåëîå ÷èñëî, à êàæäûé ÷ëåí jmψ  ðàçëîæåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

m -ÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëåíèÿ ( )jD .
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Ïîñòðîåíèå ìàòðèö ( ) ( )zyx
j
mm aaaD ,,′  êîíå÷íûõ âðàùåíèé ñ ïàðà-

ìåòðàìè zyx aaa ,,  - ñëîæíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà. Ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò ( )j
mmD ′  îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè îò òð¸õ óãëîâ Ýé-

ëåðà, à íå ïàðàìåòðîâ zyx aaa ,, .

7.4.3. Õàðàêòåðû

Íåçàâèñèìî îò íàïðàâëåíèé îñåé âðàùåíèÿ âñå ïîâîðîòû íà îäèí
è òîò æå óãîë ëåæàò â îäíîì êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû

( )3SO  è õàðàêòåð âðàùåíèÿ çàâèñèò ëèøü îò óãëà ïîâîðîòà, òî åñòü äëÿ

âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )jD  ìîæíî âûá-

ðàòü ëþáóþ îñü âðàùåíèÿ. Âðàùåíèÿ ( )aRz  âîêðóã îñè z  íàèáîëåå óäîá-

íû, òàê êàê óæå õîðîøî íàìè èçó÷åíû.

Íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (7.4.24) ïðåäñòàâëåíèÿ ( )jD  íà íåïðèâî-

äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû ( )2SO  è â ñèëó ôîðìóë (7.3.2) è (7.3.4)

äëÿ õàðàêòåðîâ ãðóïïû ( )2SO  ìû ìîæåì âû÷èñëèòü õàðàêòåð ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ( )jD  äëÿ ïîâîðîòà íà óãîë a :

( ) ( )

( )( )
.

2

1
sin

2

1
sin

1

1

...1

2

1

2

1

2

1

2

1

12

22

a

aj

ee

ee

e

ee

eeeee

iaia

iajiaj

ia

iajija

jiaiaiaija
j

jm

imaj
a






 +

=
−

−=
−

−=

=++++==

−







 +−






 +

+−

−

−=

−∑χ

(7.4.29)

Äëÿ âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )1=j , õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ

áóäåò
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( )

,1cos2
2

1
cos2cos

2

1
sin

sin
2

1
cos

cos

2

1
sin

2

3
sin

2

1

+=+=

=+==

aaa       

a

aa
a

a

a

aχ

òî åñòü
( ) 1cos21 += aaχ , (7.4.30)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì (5.3.3).

Åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò óãîë âðàùåíèÿ 0=a , ïðè

êîòîðîì õàðàêòåð ( )j
aχ  (7.4.29) ðàâåí 12 +j , ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíî-

ñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ( )jD .

7.4.4. Ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðåäñòàâëåíèé (§5.5) áóäåò  ïðåäñòàâëåíèåì,
êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.8.1), ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé

( ) ( ) ( )∑=⊗
i

i
i

jj DmDD 21 . (7.4.31)

Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ im , êîòî-

ðûå ïîêàçûâàþò, ñêîëüêî ðàç äàííîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ( )iD
ïîÿâëÿåòñÿ â ðàçëîæåíèè (7.4.31). Òàê æå êàê äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ õàðàêòåðîâ

( ) ( ) ( )∑=
i

i
ai

j
a

j
a m χχχ 21 . (7.4.32)

Ïóñòü 21 jj ≥ , òîãäà â ñèëó (7.4.29) ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7.4.32)

ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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( ) ( )

( ) ( ) =−+++−=

=





 +





 +

=

a

ajjajj
                

a

ajaj
j

a
j

a

2

1
sin2

cos1cos
2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

2121

2

21

21 χχ

( ) ( )
=

−++−




 ++

=
a

ajjajjaajj
 

2

1
sin2

coscos
2

1
sin

2

1
sin2

2

212121

,

2

1
sin

sinsin

2

1
sin

2

1
sin

2

21
21

a

ajaj

a

ajj
⋅+






 ++

=

èëè

( ) ( ) ( ) 





 −






 −

+ += 2

1

2

1
21

2121
j

a

j

a
jj

a
j

a
j

a χχχχχ .

Ïîâòîðÿÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )111 21212121 −−−++ ++= j

a
j

a
jj

a
jj

a
j

a
j

a χχχχχχ

è òàê äàëåå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåð òðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )0D

åñòü ( ) 10 =aχ , ìû ïîñëå åù¸ 22 2 −j  òàêèõ øàãîâ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21212121 ...1 jj
a

jj
a

jj
a

j
a

j
a

−−++ +++= χχχχχ .

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ (7.4.32), íàõîäèì, ÷òî ïðè

( ) ( )2121 jjijj +≤≤−  êîýôôèöèåíòû 1=im , à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ

i  êîýôôèöèåíòû 0=im .  Îêîí÷àòåëüíî, îòáðàñûâàÿ óñëîâèå 21 jj ≥ ,
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äëÿ (7.4.31) ìû ìîæåì çàïèñàòü:

( ) ( ) ( )
( )

∑
+=

−=
=⊗

21

21

21

jji

jji

ijj DDD . (7.4.33)

Ìû âèäèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè (7.4.33) êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå ( )iD

âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ãðóïïó ( )3SO  ìîæíî

ñ÷èòàòü ïðîñòî ïðèâîäèìîé.

Ïðèìåð 7.4.1.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå áàçèñà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ( )iD

ãðóïïû ( )3SO  òðè åäèíè÷íûõ âåêòîðà zyx eee ,,  â îáû÷íîì òð¸õìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè âåêòîðû çàäàþò áàçèñ ïðåäñòàâëåíèÿ ñ 1=j .

ßñíî, ÷òî òð¸õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåìîå ýòèìè âåêòîðàìè íå-

ïðèâîäèìî è òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì áóäåò ( )1D .

Âûáåðåì â êà÷åñòâå âåêòîðîâ áàçèñà me  ñëåäóþùèå ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè âåêòîðîâ:

2
1

yx iee
e

+
−= ,

zee =0 , (7.4.34)

2
1

yx iee
e

−
=− .

Íà îñíîâàíèè ïðèìåðà 7.3.1 ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âåêòîðû

me  ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì ( )mP  ãðóïïû ( )2SO  âðàùåíèé

âîêðóã îñè z .
Âûáåðåì îòíîøåíèÿ ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëî-

âèÿìè Êîíäîíà-Øîðòëè (7.4.27) è ñ ó÷¸òîì (7.4.3) ïîñòðîèì èíôèíèòå-
çèìàëüíûå îïåðàòîðû.

[ ] 0=×= xxxxX eee ,       zxyX ee −= ,     yxzX ee = ,

[ ] zyxyxX eeee =×= ,      0=yyX e ,       xyzX ee −= ,
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[ ] yzxzxX eeee −=×= ,   xzyX ee = ,       0=zzX e .

Ïîëàãàÿ  qq iXJ = , ïîëó÷èì

( ) ( )
11

222
e

eeee
eee =

−−
=

+−
=−−= yxxy

yxzz

iii
iX

i
J  ,

00 =ezJ ,

11 −− −= eezJ ,

01 =+eJ , 01 2ee =−J ,

10 2ee =+J , 10 2 −− = eeJ ,

01 2ee =−+J , 01 =−−eJ .

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîíäîíà-Øîðòëè (7.4.27) äëÿ ïî-

ëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïðè 1=j  è 1,0,1−=m .

( )( ) 1100 201101 eee =−++= ++J ,

( ) ( )( ) 0111 211111 eee =−−+−= +−−+J  è òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû îïåðàòîðîâ qJ  â áàçèñå me  ïðèìóò âèä:

















−
=

100

000

001

zJ ,  

















=+

000

200

020

J ,  















=−

020

002

000

J .

(7.4.35)

Ïðèìåð 7.4.2.
Ðàññìîòðèì øåñòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ îäíîðîäíûõ êâàäðà-

òè÷íûõ ôóíêöèé (§5.3, ï.7)

( ) xyczxcyzczcycxc 654
2

3
2

2
2

1 +++++=rψ  .

Ýòî ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïîâîðîòîâ,
òàê êàê ïðè âðàùåíèè ñòåïåíü îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà íå ìåíÿåòñÿ. Ôóí-
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êöèÿ 222 zyx ++  èíâàðèàíòíà è ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèå ( )0D . Îñ-

òàâøèåñÿ ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ ïðåäñòàâëåíèÿ ( )2D . Ïîêàæåì ýòî,
èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7.3.14)

[ ]
zz iiX I

pr −=×=
∂
∂−=

hϕ
,

èëè, ñ ó÷¸òîì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ







∂
∂−

∂
∂=

∂
∂−==

y
x

x
yiiiXJ zz ϕ

,








∂
∂−

∂
∂==

x
z

z
xiiXJ yy ,







∂
∂−

∂
∂==

z
y

y
ziiXJ xx .

Ïîñòðîèì òåïåðü ïîíèæàþùèé è ïîâûøàþùèé îïåðàòîðû

( )
z

iyx
y

i
x

ziJJJ yx ∂
∂+−





∂
∂+

∂
∂=+=+ ,

( )
z

iyx
y

i
x

ziJJJ yx ∂
∂−+





∂
∂−

∂
∂−=−=− .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

( ) ( ) ϕψ ierixyyxiyx 22222
2 2 =+−=+= .

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

( ) 0=+





∂
∂+

∂
∂

iyx
y

i
x

(7.4.36)

ïðèìåíèì ê 2ψ  ïîâûøàþùèé îïåðàòîð +J  è îïåðàòîð zJ :
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( )

( ) ( ) ,002

222
2

=+−−−+=

=
∂

∂+−





∂
∂+

∂
∂=+

iyxxiyiyxz        

z
iyx

y
i

x
zJ

ψψψψ

( ) 2
2222

2 222 ψψψψ =+−=





∂
∂−

∂
∂= ixyyx

y
x

x
yiJz .

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ 2ψ  îòâå÷àåò ñòàðøåìó âåñó

2=m .

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ  ïîíèæàþùèé îïåðàòîð −J  ñ ó÷¸òîì

óñëîâèé Êîíäîíà-Øîðòëè (7.4.27) ïîñòðîèì íàáîð ôóíêöèé

2101 ,,, −− ψψψψ .

( )( ) 12 12112 ψψ −++=−J , èëè 21 2
1 ψψ −= J .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ( )iyxzJ +−=− 42ψ  è ( )iyxz +−= 21ψ .

( )( ) 01 02102 ψψ −++=−J ,

èëè 10 6
1 ψψ −= J ,  ( )222

1 22 zyxJ −+−=−ψ  è

 ( )222
0 2

3
2

zyx −+−=ψ .

( )( ) 10 12112 −− ++−= ψψJ ,

èëè 01 6
1 ψψ −− = J ,   ( )iyxJ −=− 3

72
0ψ ,  ( )iyx −=− 21ψ .

( )2
12 iyxJ −== −−− ψψ .

Ôóíêöèè 21012 ,,,, −− ψψψψψ  ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âìåñòå ñ èíâà-
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ðèàíòíîé ôóíêöèåé 222 zyx ++  îíè ïîðîæäàþò øåñòèìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ mψ  ïðîïîðöèîíàëüíà ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè

( )( )ϕθ ,l
mY  ñ 2=l :

( )( )ϕθπψ ,
15

32 22
mm Yr= . (7.4.37)

Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ l  ìîæíî òàêæå íà÷àòü ñ ôóíêöèè

( )l
l iyx +=ψ , êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâîì (7.4.36), îòâå÷àåò

ñòàðøåìó âåñó. Ïðèìåíÿÿ, êàê ìû ýòî äåëàëè âûøå, ïîíèæàþùèé îïå-

ðàòîð ê ôóíêöèè lψ , ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå íîðìèðîâî÷íûõ è ôàçî-

âûõ ìíîæèòåëåé ïîëó÷èì äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë m

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
!2

1cos
cos

sin
!4

!12
1

2

ld

d
e

ml

mll
Y

l

lml
mimml

m

−







+
−+−=

+ θ
θ

θ
π

ϕ ,

(7.4.38)
à òàê æå ñîîòíîøåíèå

( ) ( ) ( )*1 l
m

ml
m YY −=− . (7.4.39)

Â ÷àñòíîñòè,

( ) ( )θ
π

cos
4

12
0 l

l P
l

Y
+= , (7.4.40)

ãäå lP - ïîëèíîì Ëåæàíäðà.

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ( ) ( )( )ϕθψ ,l
m

lYr=r  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà 02 =∇ ψ  ïðè ëþáîì öåëîì l , ÷òî ìîæåò òàêæå áûòü

ïðèíÿòî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Âûïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè âðàùåíèè â

ÿâíîì âèäå. Ïóñòü θ è ϕ - óãëîâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà r , à θ ′ è ϕ′ -
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óãëîâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà r1−R , òîãäà íà îñíîâàíèè îáùèõ îïðåäå-
ëåíèé (5.2.1) è (5.3.4) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé ïîëó÷èì

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )∑
′

′′=′′=
m

l
m

l
mm

l
m

l
m YRDYYRD ϕθϕθϕθ ,,, , (7.4.41)

òî åñòü ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðà-

çîâàííûå êîîðäèíàòû θ ′ è ϕ′ , ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñôåðè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé ïåðâîíà÷àëüíûõ êîîðäèíàò.
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âðàùåíèÿ, â ñèëó óíèòàðíîñòè ìàòðèöû

ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )∑∑
′

′′
′

′
−

′ ′′=′′=
m

l
m

l
mm

m

l
m

l
mm

l
m YRDYRDY ϕθϕθϕθ ,,, *1 .

(7.4.42)

Êîîðäèíàòû θ ′è ϕ′  ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè âåêòîðà r  â íîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé äåéñòâèåì îïåðàòîðà R .

§7.5. Îïåðàòîð Êàçèìèðà

Â ñëó÷àå ãðóïïû ( )2SO  ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî íåïðèâî-

äèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ( )mP  ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ñîáñòâåííûì âåêòî-

ðîì åäèíñòâåííîãî èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà zJ , îòâå÷àþùèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì m .

Â ñëó÷àå ãðóïïû ( )3SO  ôóíêöèþ ( )jmψ , ïðåîáðàçóþùóþñÿ â ñî-

îòâåòñòâèè ñ m -é ñòðîêîé ïðåäñòàâëåíèÿ ( )jD , ìîæíî òàêæå îòîæäåñòâèòü
ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì èíâàðèàíòíîãî êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðà

2222
zyx JJJ ++=J . (7.4.16)

Â ñèëó (7.4.17) îïåðàòîð 2J  èíâàðèàíòåí è  ïðè ñóæåíèè íà íåïðèâî-
äèìîå ïðåäñòàâëåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé ëåììîé Øóðà äîëæåí áûòü
ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ôèêñèðî-

âàííîì j  âñå ôóíêöèè ( )jmψ  áóäóò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà

2J , îòâå÷àþùèìè îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ j , íå çàâè-



216 Ãëàâà ñåäüìàÿ

ñèìîìó îò m , òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.4.22) ìû ìîæåì çàïèñàòü

( ) ( ) ( )jmjjjm ψψ 12 +=J . (7.5.1)

Èç (7.5.1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ, ïðèíàäëåæàùóþ ïðåäñòàâëåíèþ
( )jD , ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà 2J , îòâå-

÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ( )1+jj .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå 7.4.1 èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7.4.3)

è ïîëàãàÿ qq iXJ =

[ ][ ] ( ) ( )
.

22

zyzyxxx

xxxxxxxx

zyzyxxx

XJ

eeeeeere

eerreereerr

+=+++−=+−=
=⋅⋅+⋅⋅−=××−=−=

       

zxyy zxXJ eerr +=−= 22 ,     yxzz yxXJ eerr +=−= 22 .

Òîãäà ( ) rrrJ 22222 =++= zyx JJJ  è îïåðàòîð 2J  ðàâåí óäâîåí-

íîìó åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì ( )1+jj  ïðè

1=j .

Îïåðàòîð 2J  íàçûâàþò îïåðàòîðîì Êàçèìèðà. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû
Ëè ìîæíî ïîñòðîèòü èç èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñêàëÿðíûé
êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì Êàçèìèðà, êîòîðûé
ìîæåò áûòü îïðåäåë¸í êàê

( ) qppq XXg 1−=K , (7.5.2)

ãäå g - ìàòðèöà ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè t
js

s
itij ccg = , à s

itc - ñòðóêòóð-

íûå êîíñòàíòû èç ôîðìóëû (7.2.7).
Äëÿ  ïåðå÷èñëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ  ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, áîëüøèõ,

÷åì ãðóïïà ( )3SO , ââîäèòñÿ íåñêîëüêî ÷èñåë ïîäîáíûõ ÷èñëó j , ÷èñëî

êîòîðûõ ðàâíî ðàíãó ãðóïïû. Ðàññìàòðèâàÿ êóáè÷åñêèå è áîëåå âûñîêèå

ñòåïåíè îïåðàòîðîâ qX , ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ

Êàçèìèðà äàííîé ãðóïïû. Âñå ÷èñëà, íóìåðóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñâÿ-
çàíû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà.


