
Ãëàâà VI
Óðàâíåíèÿ Ãèááñà-Àïïåëÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ãîëîíîìíûå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Ïîëó÷åííûå íàìè ÷åòûðå ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, óðàâíå-
íèÿ Ëàãðàíæà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïðåäíàçíà÷åíû, â
îñíîâíîì, äëÿ  ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ãîëîíîìíûìè ñèñòåìàìè
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì íîâóþ ïÿòóþ ôîðìó
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ îñîáåííî óäîáíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿ-
çàííûõ ñ íåãîëîíîìíûìè ñèñòåìàìè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ðàññìîòðèì
òàêæå ôóíêöèþ Ãèááñà è óðàâíåíèå Ãèááñà-Àïïåëÿ.

§6.1. Êâàçèêîîðäèíàòû

Äî ñèõ ïîð ìû ïîëüçîâàëèñü îáîáù¸ííûìè êîîðäèíàòàìè, êîòî-

ðûå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïåðåìåííûå rx  ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè ôóí-

êöèÿìè îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò rq  è âðåìåíè t . Â ñëó÷àå íåãîëîíîì-

íûõ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ êîîðäèíàòàìè

áîëåå îáùåãî òèïà. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ rx&  ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò rq& , íå ÿâëÿþùåéñÿ â îáùåì ñëó÷àå ïîëíîé ïðî-

èçâîäíîé ïî âðåìåíè. Êàæäîå rx&  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëè-

íåéíîé ôóíêöèè îò k ïåðåìåííûõ  rq& , ãäå k - ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû

ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì íåãîëîíîìíóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ k ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû è l  óðàâíåíèÿìè ñâÿçè. Äàííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ

lk +  îáîáù¸ííûìè êîîðäèíàòàìè lkqqq +,...,, 21 . Âîçìîæíûå ïåðåìå-

ùåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2.7.2)
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∑
+

=

+=
lk

i
riri dtBdqB

1

0 , ( )lr ,...,2,1= , (6.1.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû riB è rB  åñòü ôóíêöèè îò tqqq lk ,,...,, 21 + , èìåþùèå

íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè D  èç-

ìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ  tqqq lk ,,...,, 21 + .

Ââåä¸ì p  íîâûõ âåëè÷èí pθθθ ,...,, 21 , ãäå p - ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-

ëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû rθ  íå îïðåäåëåíû êàê ôóíêöèè îò rq
è t , íî èõ äèôôåðåíöèàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïôàôôîâû ôîðìû (ñì.

Ïðèëîæåíèå I, ï.2)  îò rq  è t :

dtCdqCd r

lk

i
irir += ∑

+

=1

θ , ( )pr ,...,2,1= . (6.1.2)

 Êîýôôèöèåíòû riC è rC  òàê æå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò

tqqq lk ,,...,, 21 + , èìåþùèå íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè

D . Âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (6.1.1) è (6.1.2), ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé pl +  íåçàâèñèìûõ ôîðì Ïôàôôà, íå ÿâëÿþùèõñÿ â îáùåì ñëó-

÷àå ïîëíûìè äèôôåðåíöèàëàìè. Âåëè÷èíû rθ  áóäåì íàçûâàòü êâàçèêî-

îðäèíàòàìè. Áóäåì äàëåå ïèñàòü rlkr q ++=θ , òàê ÷òî áóäåì èìåòü n

ïåðåìåííûõ  nqqq ,...,, 21 , ãäå plkn ++= , èç êîòîðûõ ïåðâûå lk +
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû, à îñòàëüíûå p - êâàçè-
êîîðäèíàòû; ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.1.2)

∑
+

=
++ +=

lk

i
ririrlk dtCdqCdq

1
, ( )pr ,...,2,1= . (6.1.3)

 Ðàçðåøèì òåïåðü pl +  óðàâíåíèé (6.1.1) è (6.1.3) îòíîñèòåëüíî

pl +  äèôôåðåíöèàëîâ rdq , âûðàçèâ èõ ÷åðåç îñòàâøèåñÿ k  äèôôå-
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ðåíöèàëîâ. Ýòè ïðåäïî÷òèòåëüíûå k  äèôôåðåíöèàëîâ, ÷åðåç êîòîðûå

âûðàæåíû îñòàëüíûå, ìîãóò áûòü äèôôåðåíöèàëàìè ëèáî îáîáù¸ííûõ
êîîðäèíàò, ëèáî êâàçèêîîðäèíàò. Âðåìåííî îáîçíà÷èì ýòè âûäåëåííûå

êîîðäèíàòû ÷åðåç kϕϕϕ ,...,, 21 , òîãäà äëÿ êîîðäèíàòû rq , ê íèì íå ïðè-

íàäëåæàùåé, ìîæíî íàïèñàòü:

dtDdDdq r

k

i
irir += ∑

=1

ϕ , ( )plr += ,...,2,1 , (6.1.4)

Âñåãî áóäåì èìåòü pl +  òàêèõ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ (6.1.4) â òî÷-

íîñòè ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì óðàâíåíèé (6.1.1) è (6.1.3). Êîýôôèöèåí-

òû riD  è rD  çàâèñÿò îò âñåõ îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò rq  è t , à íå îò

tk ,,...,, 21 ϕϕϕ .

Òàê êàê êîîðäèíàòà rx  çàâèñèò îò tqqq lk ,,...,, 21 + , òî â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ (6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

dt
t

x
dq

q

x
dx r

lk

i
i

i

r
r ∂

∂+
∂
∂= ∑

+

=1
, ( )Nr ,...,2,1= . (6.1.5)

Âûðàçèì ñ ïîìîùüþ (6.1.4) äèôôåðåíöèàë êàæäîé íåâûäåëåííîé

êîîðäèíàòû â ïðàâîé ÷àñòè (6.1.5) ÷åðåç kϕϕϕ ,...,, 21 . Â ðåçóëüòàòå rdx

âûðàçèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè îò tk ,,...,, 21 ϕϕϕ , êîýôôèöèåíòû

êîòîðîé áóäóò ñîäåðæàòü âñå îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû rq  è âðåìÿ t .

Èçìåíèì íàøè îáîçíà÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì k  âûäåëåííûõ êîîð-

äèíàò (êîòîðûå ìîãóò áûòü îáîáù¸ííûìè èëè êâàçèêîîðäèíàòàìè)

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç kqqq ,...,, 21 , à îñòàëüíûå pl +  êîîðäèíàò �

÷åðåç nkk qqq ,...,, 21 ++ . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëû (6.1.4) è (6.1.5)

ïðèìóò âèä

dtdqdq r

k

i
irir ββ += ∑

=1
,  ( )nkkr ,...,2,1 ++= , (6.1.6)
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dtdqdx r

k

i
irir αα += ∑

=1
,    ( )Nr ,...,2,1= . (6.1.7)

Ôîðìóëû (6.1.6) è (6.1.7) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè äëÿ ðàçâèâàåìîé

çäåñü òåîðèè. Ïðîèçâîäíûå rx&  ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç k  ñêîðîñòåé

kqqq &&& ,...,, 21 . Àíàëîãè÷íî ÷åðåç íèõ ìîæíî âûðàçèòü è rq&  äëÿ kr > .

r

k

i
irir qq ββ += ∑

=1

&& , ( )nkkr ,...,2,1 ++= , (6.1.8)

r

k

i
irir qx αα += ∑

=1

&& , ( )Nr ,...,2,1= . (6.1.9)

Â êàæäîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû rrirri ββαα ,,,  ñîäåðæàò êîîðäè-

íàòû rq , îòëè÷íûå îò k  âûäåëåííûõ êîîðäèíàò, à â îáùåì ñëó÷àå ýòè

êîîðäèíàòû ñîäåðæàò âñå îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû rq  è âðåìÿ t .

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû óäîáíû òåì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè rx&

(äëÿ âñåõ N  äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê) è rq&

(äëÿ íåâûäåëåííûõ êîîðäèíàò rq ) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó ñîñòàâëÿ-

þùèõ ñêîðîñòåé ïî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-

÷åê. Ñêîðîñòè kqqq &&& ,...,, 21  ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, íî åñëè

ýòè çíà÷åíèÿ çàäàíû, òî òåì ñàìûì îïðåäåëåíû ñêîðîñòè âñåé ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíûå ïðè-

ðàùåíèÿ kqqq δδδ ,...,, 21  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∑
=

=
k

i
irir qq

1

δβδ , ( )nkkr ,...,2,1 ++= , (6.1.10)
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∑
=

=
k

i
irir qx

1

δαδ , ( )Nr ,...,2,1= . (6.1.11)

Çàìå÷àíèå.
Â îñíîâå ââåäåíèÿ êâàçèêîîðäèíàò ëåæèò ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà

âîïðîñà: êàêèå óðàâíåíèÿ áóäóò ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà,

åñëè âìåñòî îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé rq&   ââåñòè íåêîòîðûå èõ ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè riβ , çàâèñÿùèìè îò îáîáù¸ííûõ êîîð-

äèíàò rq ?  Ýòà ïðîáëåìà íàøëà ñâî¸ ðàçðåøåíèå â ðàáîòàõ Ãàìåëÿ, âí¸-

ñøåãî áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèè òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ â ìåõà-
íèêå.

§6.2. Ïÿòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Âû÷èñëèì ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ çàäàííûìè ñèëàìè íà âèðòóàëü-
íîì ïåðåìåùåíèè. Âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîé

ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (2.1.6) è èìååò âèä ∑
=

N

r
rr xX

1

δ . Ïîäñòàâëÿÿ

ñþäà rxδ  èç (6.1.9), ïîëó÷èì

∑∑ ∑∑
== ==

=




=

k

i
ii

k

i
i

N

r
rir

N

r
rr qQqXxX

11 11

δδαδ , (6.2.1)

ãäå

∑
=

=
N

r
riri XQ

1

α . (6.2.2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå, âõîäÿùåå âî âòî-

ðóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (2.7.5), à èìåííî ∑
=

N

r
rr xX

1

&∆ , ãäå rx&∆

åñòü êîíå÷íîå, à íå áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè, ñîâìåñòè-
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ìîå ñ ïîëîæåíèåì ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â äàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè. Èç óðàâíåíèÿ (6.1.7) äëÿ ëþáîé âîçìîæíîé ñèñòåìû ñêîðîñòåé
ïîëó÷àåì:

r

k

i
irir qx αα += ∑

=1

&& ,     ( )Nr ,...,2,1= . (6.2.3)

Ðàññìîòðèì äðóãóþ âîçìîæíóþ ñèñòåìó ñêîðîñòåé qq &r&r ∆+  ïðè òîé

æå êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ íå¸ ìû ìîæåì íà-
ïèñàòü

( ) r

k

i
iirirr qqxx α∆α∆ ++=+ ∑

=1

&&&& ,   ( )Nr ,...,2,1= . (6.2.4)

Îòêóäà

∑
=

=
k

i
irir qx

1

&& ∆α∆ , ( )Nr ,...,2,1= . (6.2.5)

Òàêèì îáðàçîì,

∑∑ ∑∑
== ==

=




=

k

i
ii

k

i
i

N

r
rir

N

r
rr qQqXxX

11 11

&&& ∆∆α∆ , (6.2.6)

ãäå iQ  - òå æå êîýôôèöèåíòû (6.2.2), ÷òî è â ïåðâîé ôîðìå îñíîâíîãî

óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåòüþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (2.8.5)

( ) 0
1

=−∑
=

N

r
rrrr xXxm &&&& ∆  . (2.8.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ (6.2.1), ïîëó÷èì

dt

d
q

dt

d
qx r

k

i
i

ri
k

i
irir

ααα ++= ∑∑
== 11

&&&&& , ( )Nr ,...,2,1= , (6.2.7)

ãäå 
dt

d
 îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ∑

= ∂
∂+

∂
∂ n

m m
m q

q
t 1

& . Åñëè ìû ðàññìîòðèì
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äðóãóþ âîçìîæíóþ ñèñòåìó óñêîðåíèé qq &&r&&r ∆+  ïðè òîé æå êîíôèãóðà-

öèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è òåõ æå ñêîðîñòÿõ, òî áóäåì èìåòü

( )∑ ∑
= =

+++=+
k

i

r
k

i

ri
iirirr dt

d

dt

d
qqxx

1 1

αα∆α∆ &&&&&&&& , (6.2.8)

( )Nr ,...,2,1= .

Îòêóäà

∑
=

=
k

i
irir qx

1

&&&& ∆α∆ , ( )Nr ,...,2,1= . (6.2.9)

Òàêèì îáðàçîì,

∑ ∑∑∑
= ===

=




=

k

i

k

i
iii

N

r
rir

N

r
rr qQqXxX

1 111

&&&&&& ∆∆α∆ , (6.2.10)

êóäà âõîäÿò òå æå êîýôôèöèåíòû rQ .

Òðåòüþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (2.8.5) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ê âèäó

0
11

=− ∑∑
==

k

i
ii

n

r
rrr qQxxm &&&&&& ∆∆ , (6.2.11)

ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé ïÿòóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.

§6.3. Îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ

Ââåä¸ì ôóíêöèþ Ãèááñà G

∑
=

=
N

r
rr xmG

1

2

2
1

&& , (6.3.1)

êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (6.2.7) âûðàçèì ÷åðåç kqqq &&&&&& ,...,, 21 . Ôóíê-

öèÿ Ãèááñà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîëèíîì îò kqqq &&&&&& ,...,, 21  âèäà

012 GGCG ++= , (6.3.2)
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ãäå 2G - îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò kqqq &&&&&& ,...,, 21 , 1G - îäíîðîä-

íàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò kqqq &&&&&& ,...,, 21 ; à 0G  íå çàâèñèò îò rq . Îáû÷íî

2G  ëåãêî íàõîäèòñÿ, òàê êàê êîýôôèöèåíòû çäåñü òå æå, ÷òî è ó êâàäðà-

òè÷íûõ ÷ëåíîâ â âûðàæåíèè (3.1.7) äëÿ T , ïðåäñòàâëåííîì â âèäå ôóí-

êöèè îò kqqq &&& ,...,, 21 . ×ëåíû 1G  äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû íåçàâèñèìî,

à ÷ëåíû 0G  íåñóùåñòâåííû è èõ ìîæíî âîîáùå îïóñòèòü. Íàøà çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ 1G .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, êîíôèãóðàöèÿ è ñêîðîñ-
òè êîòîðîé çàäàíû â ìîìåíò âðåìåíè t . Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷å-
íèè óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèé ÷àñòèö ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì òåîðåìó.

Óñêîðåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òàêîâî, ÷òî âûðàæåíèå

∑
=

−
k

i
iiqQG

1

&& , (6.3.3)

ðàññìàòðèâàåìîå êàê ôóíêöèÿ îò kqqq &&&&&& ,...,, 21 , èìååò ìèíèìóì.

Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó, êîîðäèíàòû è ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòåé
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèåé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïóñòü q&&
r

 óñêîðåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â äåéñòâèòåëü-

íîì äâèæåíèè, qq &&r&&r ∆+ - óñêîðåíèå â ëþáîì äðóãîì âîçìîæíîì äâèæå-

íèè. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

( )∑ ∑∑∑
= ===

=−−+=




 −

N

r

k

i
ii

N

r
rrrrr

k

i
ii qQxmxxmqQG

1 11

22

1 2

1

2

1
&&&&&&&&&& ∆∆∆
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( ) −−++= ∑∑∑∑
====

N

r
rr

N

r
rr

N

r
rrr

N

r
rr xmxmxxmxm

1

2

1

2

11

2

2

1

2

1

2

1
&&&&&&&&&& ∆∆

( ) 




 −+=− ∑∑∑∑

=−==

k

i
ii

N

r
rrr

N

r
rr

k

i
ii qQxxmxmqQ

111

2

1 2
1

&&&&&&&&&& ∆∆∆∆ .

Âûðàæåíèå ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâåííî ðàâíî
íóëþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïÿòîé ôîðìîé îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (6.2.11). Òà-
êèì îáðàçîì ïîëó÷èì

( )∑∑
==

=




 −

N

r
rr

k

i
ii xmqQG

1

2

1 2
1

&&&& ∆∆ . (6.3.4)

Èç (6.3.4) ñëåäóåò, ÷òî åñëè 0≠x&&
r∆ , òî

0
1

>




 − ∑

=

k

i
iiqQG &&∆ , (6.3.5)

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó (6.3.3).
Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ïðèíóæ-

äåíèÿ Ãàóññà (2.9.1)

∑
=







−=

N

r r

r
rr m

X
xmC

1

2

2

1
&& . (2.9.1)

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, ïîëó÷èì

∑ ∑ ∑
= = =

+−=
N

r

N

r

N

r r

r
rrrr m

X
XxxmC

1 1 1

2
2

2
1

2
1

&&&& . (6.3.6)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ (6.3.3), ìû âèäèì, ÷òî îíî ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ óñêîðåíèé, ñîâïàäàåò ñ

∑
=

−
N

r
rr xXG

1

&& . (6.3.7)
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Âûðàæåíèå ∑
=

N

r
rr xX

1

&&  îòëè÷àåòñÿ îò ∑
=

k

i
iiqQ

1

&&  ëèøü ÷ëåíàìè, íå çà-

âèñÿùèìè îò óñêîðåíèé. Òàêèì îáðàçîì, (6.3.3) îòëè÷àåòñÿ îò C  òîëü-

êî ÷ëåíàìè, íå ñîäåðæàùèìè óñêîðåíèé, òî åñòü, (6.3.3) ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî ïðèíóæäåíèÿ Ãàóññà (2.9.1).

§6.4. Óðàâíåíèå Ãèááñà-Àïïåëÿ

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû (6.3.3), ãîâîðÿùåé î òîì, ÷òî âûðàæåíèå

∑
=

−
k

i
iiqQG

1

&&  â äåéñòâèòåëüíîì äâèæåíèè èìååò ìèíèìóì, ìû ìîæåì

ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàïèñàòü óñëî-
âèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷èì

r
r

Q
q

G =
∂
∂
&&

, kr ,...,2,1= , (6.4.1)

òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ Ãèááñà-Àïïåëÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ïÿòîé ôîðìû îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü áåñêî-
íå÷íî ìàëûå, à íå êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ (6.4.1) âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû Óèëëàðäîì Ãèááñîì â
1879 ãîäó è ïîäðîáíî èññëåäîâàíû Àïïåëåì äâàäöàòü ëåò ñïóñòÿ.

Ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé (6.4.1) ÷ëåíû â âûðàæåíèè äëÿ G , íå

ñîäåðæàùèå rq&& , ìîæíî îïóñòèòü.

Ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (6.4.1) ñëåäóåò äîáà-

âèòü kn −  óðàâíåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé

r

k

i
rir i
qq ββ += ∑

=1

&& , nkkr ,...,2,1 ++= , (6.4.2)

ïîëó÷åííûõ èç (6.1.6).
Óðàâíåíèÿ Ãèááñà-Àïïåëÿ ïðåäñòàâëÿþò ïðîñòóþ è â òî æå âðåìÿ

íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòûå
ïî ôîðìå, îíè ñ îäèíàêîâûì óñïåõîì ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû êàê ê ãî-
ëîíîìíûì, òàê è ê íåãîëîíîìíûì ñèñòåìàì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è ïî-
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çâîëÿþò ëåãêî ââîäèòü êâàçèêîîðäèíàòû.

Ïðàâèëà ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé Ãèááñà-Àïïåëÿ:

1. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû k  ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê.

2. Ñîñòàâèòü ñ ïîìîùüþ k  óñêîðåíèé rq&&  âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè

Ãèááñà, íàçûâàåìîé èíîãäà �êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé óñêîðåíèé�

∑
=

n

r
rr xm

1

2

2
1

&& , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãèááñà G . Â îáùåì

ñëó÷àå â íå¸ âõîäÿò âñå n  êîîðäèíàò rq  è ñêîðîñòåé rq& , íî âàæíî òî,

÷òîáû â íå¸ âõîäèëè ëèøü k  âûäåëåííûõ óñêîðåíèé rq&& . Âûäåëåííûå

k  êîîðäèíàò rq  ìîãóò áûòü êàê îáîáùåííûå, òàê è êâàçèêîîðäèíàòû,

â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà.
3. Ñîñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû çàäàííûõ ñèë íà âèðòóàëü-

íîì ïåðåìåùåíèè â ôîðìå ∑
=

k

i
ii qQ

1

δ .

4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå (6.4.1) è äîáàâèòü ê íèì

kn −  ãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâÿçè (6.4.2).

5. Èç ñîâîêóïíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäå-

ëèòü n  ïåðåìåííûõ nqqq ,...,, 21  êàê ôóíêöèé îò t .

§6.5. Ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèé Ãèááñà-Àïïåëÿ

1. Ïëîñêîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèé Ãèááñà-Àïïåëÿ.  Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ r è  θ . Â êà÷åñòâå îáîáù¸ííîé (ëàãðàíæåâîé) êîîðäèíà-

òû âûáåðåì r , à â êà÷åñòâå êâàçèêîîðäèíàòû âûáåðåì q , ïðè÷¸ì

222 yxr += , ydxxdydq −= . (6.5.1)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ (6.5.1) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì
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yyxxrr &&& += ,  xyyxq &&& −= . (6.5.2)

Âîçâåä¸ì óðàâíåíèÿ (6.5.2) â êâàäðàò
222222 2 yyyyxxxxrr &&&&& ++= ,

22222 2 xyxyyxyxq &&&&& +−=
è ñëîæèì, òîãäà

( ) ( ) ( )222222222222 yxryyxxyxqrr &&&&&& +=+++=+ ,

èëè

( )222222 yxrqrr &&&& +=+ . (6.5.3)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (6.5.2) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì
222 yxyyxxrrr &&&&&&&&& +++=+ . (6.5.4)

Âûðàçèì èç (6.5.3) 22 yx && +  è ïîäñòàâèì â (6.5.4), ïîñëå ýëåìåíòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì èìåòü

2

2

r

q
rryyxx

&
&&&&&& −=+ . (6.5.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå (6.5.2) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

xyyxxyxyyxyxq &&&&&&&&&&&&&& −=−−+= ,

èëè

qxyyx &&&&&& =− . (6.5.6)

Âîçâåä¸ì â êâàäðàò (6.5.5) è (6.5.6), ïîñëå ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì

( )
2

2

2
2222






 −+=+
r

q
rrqyxr

&
&&&&&&&& . (6.5.7)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ãèááñà

( )












+





−=+= 2

22

3

2
22

2
1

2
1

r

q

r

q
rmyxmG

&&&
&&&&&& .

 Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðèä¸ì ê ðàâåíñòâó
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++−= 2

2

6

4

2

2
2 2

2
1

r

q

r

q

r

qr
rmG

&&&&&&
&& .

Îòáðàñûâàÿ íå çàâèñÿùèé îò óñêîðåíèÿ ÷ëåí 6

4

r

q&
, îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷èì:






 +−= 2

2
2

3
2 12

2
1

q
r

rq
r

rmG &&&&&&& . (6.5.8)

Âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãèááñà ìîæíî âûâåñòè è íåïîñðåäñòâåí-

íî, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ ýëåìåíòà ds â ïîëÿðíûõ êîîð-

äèíàòàõ.
2222 θdrdrds += . (6.5.9)

Èñïîëüçóÿ Ïðèëîæåíèå V, ñîñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé
è òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèé:

ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

3

2
2

r

q
rrrar

&
&&&&& −=−= θ  ; (6.5.10)

òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

r

q
rra

&&
&&&& =+= θθθ 2 . (6.5.11)

Åñëè ðàäèàëüíóþ è òàíãåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå ñèëû îáîçíà-

÷èòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç rF  è θF , òî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ íà âèðòó-

àëüíîì ïåðåìåùåíèè, áóäåò ðàâíà

qFrFA r δδ θ+= (6.5.12)

è óðàâíåíèÿ Ãèááñà-Àïïåëÿ ïðèìóò âèä

rF
r

q
rm =





− 3

2
&

&& , θrFqm =&& . (6.5.13)

Â çàäà÷àõ î äâèæåíèè ïî öåíòðàëüíûì îðáèòàì ñèëîâîå ïîëå ÿâ-
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ëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì, òî åñòü 0=θF , è ìû ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü, ÷òî

α=q& , ãäå α  - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (6.5.13)

ïðèìåò âèä

rF
r

rm =





− 3

2α
&& . (6.5.14)

Ïîëàãàÿ 
dr

dV
Fr −= , ïîëó÷èì:

0
1

3

2

=+−
dr

dV

mr
r

α
&& .

 Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà dr  ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä:

0
1

3

2

=+− dV
m

dr
r

drr
α

&& .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî rdrrd
dt

dr
dr

dt

rd
drr &&&

&
&& === , ìîæåì íàïèñàòü:

0
1

3

2

=+− dV
m

dr
r

rdr
α

&& .

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì ïåðâûé èíòåãðàë äâè-
æåíèÿ

hV
mr

r =++ 1
22

1
2

2
2 α
&  ,

èëè

h
r

V
m

r 2
2

2

2
2 =++ α
& . (6.5.15)
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2. Äâèæåíèå ïëîñêîé òâ¸ðäîé ïëàñòèíêè â ñâîåé ïëîñêîñòè.
Äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ ïëîñêîé òâ¸ðäîé ïëàñòèíêè â ïëîñêîñòè

ñâîåãî äâèæåíèÿ, ìû âûáåðåì â êà÷åñòâå ÈÑÎ �Ëàáîðàòîðèþ�, ñâÿçàâ ñ
íåé äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâè-
æåíèå öåíòðà òÿæåñòè ïëàñòèíêè. Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïëàñòèíêè
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòíî-
ñèòåëüíî ñèñòåìû îñåé, ñîõðàíÿ-
þùèõ íåèçìåííîå íàïðàâëåíèå,
ñ íà÷àëîì â öåíòðå òÿæåñòè ïëà-
ñòèíêè.

Ïóñòü cc yx ,  êîîðäèíàòû

öåíòðà òÿæåñòè. Òîãäà ìû ìîæåì
ñðàçó íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
ïåðâîé ÷àñòè ôóíêöèè Ãèááñà,
ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæåíèþ öåí-
òðà òÿæåñòè

( ) 222

2
1

2
1

cccc MayxMG =+= &&&& , (6.5.16)

ãäå M  ìàññà ïëàñòèíêè.
Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ÷àñòè ôóíêöèè Ãèááñà, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ ïëàñòèíêè âîêðóã öåíòðà òÿæåñ-
òè. Âûáåðåì íà ïëàñòèíêå íåêîòîðóþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó À ñ êîîðäè-

íàòàìè yx,  (ñì. ðèñ.18). Ñîñòàâèì äëÿ íå¸ ôóíêöèþ Ãèááñà

( )22

2
1

yxmG
A

&&&& +=θ , (6.5.17)

ãäå m - ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À. Ìû ìûñëåííî ðàçáèëè ïëàñòèíêó
íà íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îäè-
íàêîâîé ìàññû m , äâèæóùèõñÿ êàê îäíî öåëîå.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òàê êàê

θcosrx = , θsinry = ,

òî

O x

y

y

x

θ
C ′x

′y

Ðèñ.18.

A

x
c

y
c
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θθ && sinrx −= , θθ && cosry = ,

à

θθθθ &&&&& sincos 2 rrx −−= ,  θθθθ &&&&& cossin 2 rry +−= .

Âîçâåä¸ì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèÿ ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè À â êâàäðàò è ïîäñòàâèì â (6.5.17)

( )4222

2
1 θθθ

&&& rrmG
A

+= . (6.5.18)

Ïîìíÿ î òîì, ÷òî ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå óñêîðåíèÿ, íåñóùå-
ñòâåííû, ìû ìîæåì íàïèñàòü

222

2
1

2
1 θθθ

&&&&
AImrG

A
== , (6.5.19)

ãäå AI  - ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè À îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç  öåíòð òÿæåñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ ïëàñòèíêè.

Ôóíêöèÿ Ãèááñà ïðèìåò âèä

∑∑ +=+= 22

2
1

2
1 θ

θ
&&

Acc IMaGGG
A

,

èëè îêîí÷àòåëüíî

22

2
1

2
1 θ&&IMaG c += , (6.5.20)

ãäå ∑= AII  - ìîìåíò èíåðöèè ïëîñêîé ïëàñòèíêè îòíîñèòåëüíî îñè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç  öåíòð òÿæåñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè äâè-
æåíèÿ ïëàñòèíêè.

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî çàêðåïëåíèÿ èçëîæåííîé âûøå òåîðèè, ðåøèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à  28.

Îäíîðîäíûé òâ¸ðäûé öèëèíäð ðàäèóñà 1r  êàòèòñÿ ïî âíóòðåííåé

ïîâåðõíîñòè íåïîäâèæíîãî ïîëîãî öèëèíäðà ðàäèóñà 2r . Ñîñòàâèòü
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óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êàòÿùåãîñÿ öèëèíäðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñè
öèëèíäðîâ ãîðèçîíòàëüíû, à ïîâåðõíîñòè øåðîõîâàòûå, òî åñòü ïðî-
ñêàëüçûâàíèå èñêëþ÷åíî, è êàòÿùèéñÿ öèëèíäð íå îòðûâàåòñÿ îò íå-
ïîäâèæíîãî öèëèíäðà âî âñ¸ âðåìÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ.

Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âûáåðåì ÈÑÎ �Ëàáîðà-
òîðèÿ�, ïîìåñòèâ íà÷àëî ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â
öåíòð íåïîäâèæíîãî öèëèíä-
ðà. Ñäåëàåì ÷åðò¸æ.

Â äàííîé çàäà÷å ìû èìå-
åì îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû, òî

åñòü 1=k . Ïóñòü â ïîëîæå-

íèè ðàâíîâåñèÿ òî÷êà A′ íà ïîâåðõíîñòè ïîäâèæíîãî öèëèíäðà ñîâïà-

äàëà ñ íàèíèçøåé òî÷êîé A  íà ïîâåðõíîñòè íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà.
Åñëè òî÷êà ñîïðèêîñíîâåíèÿ êàòÿùåãîñÿ öèëèíäðà ïåðåìåñòèòñÿ â òî÷-
êó B , òî íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ, ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî äëèíà äóãè BA′  ðàâíÿåòñÿ äëèíå äóãè

AB , èëè ( ) θϕθ 21 rr =+ . Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå 12 rrr −= , ïåðåïèøåì

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

θϕ rr =1 . (6.5.21)

Ôóíêöèÿ Ãèááñà áóäåò ñîñòîÿòü èç ñîñòàâëÿþùåé, îáóñëîâëåííîé
âðàùåíèåì ïîäâèæíîãî öèëèíäðà âîêðóã îñè íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà,
è èç ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ïîäâèæíîãî öèëèíäðà

Íàéòè ( )θθ &&,F

Äàíî 1r ,

2r .

Ðèñ. 19.

θ

θ
ϕ

r
1

r
2

b

a

A

B

A

O
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( ) 22
1

4222

2
1

2
1

2
1 ϕθθ &&&&& 





++= mrrrmG , (6.5.22)

ãäå 
2

12
1

mr  - ìîìåíò èíåðöèè ïîäâèæíîãî öèëèíäðà.

Ó÷èòûâàÿ (6.5.21) è òî, ÷òî ñëàãàåìîå 42θ&r   êàê íåñóùåñòâåííîå

ìîæíî îïóñòèòü, âûðàçèì ôóíêöèþ Ãèááñà ÷åðåç îäíó ïåðåìåííóþ

22

4
3 θ&&mrG = . (6.5.23)

Ðàáîòà çàäàííûõ ñèë (ñèëû òÿæåñòè) íà âèðòóàëüíîì ïåðåìåùå-
íèè ðàâíà

( ) θδθθδ sincos mqrrmq −= . (6.5.24)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

θθ sin
2
3 2 mqrmr −=&&

èëè

0sin
3
2 =+ θθ

r

q&& . (6.5.25)

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ êîëåáàíèÿ ìà-

ÿòíèêà äëèíîé r
2
3

.

3. Àíàëîã òåîðåìû Ê¸íèãà.
Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá

óñêîðåíèÿõ, àíàëîãè÷íàÿ èçâåñòíîé òåîðåìå Ê¸íèãà î ñêîðîñòÿõ. Ïóñòü

ηζξ ,,  - êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

à γβα ,,  - êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿ-

æåñòè.
Òîãäà äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî íà-

ïèñàòü, ÷òî
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αξ +=x , βζ +=y ,  γη +=z . (6.5.26)

Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ÷àñòåé, îäíà èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ äâè-
æåíèåì öåíòðà òÿæåñòè, à äðóãàÿ � äâèæåíèåì îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿ-
æåñòè, òî åñòü èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè òåëà ïðè öåíòðå òÿæåñòè, ïðèíè-
ìàåìîì íåïîäâèæíûì  (òåîðåìà Ê¸íèãà).

( )∑ =++= 222

2
1

zyxmT &&&

( ) ( ) ( ){ }∑ +++++= 222

2
1 γηβζαξ &&&&&&m . (6.5.27)

 Òàê êàê

0=== ∑∑∑ γβα &&& mmm ,

òî îêîí÷àòåëüíî òåîðåìà Ê¸íèãà äëÿ ñêîðîñòåé áóäåò èìåòü âèä:

( ) ( )∑ +++++= 222222

2
1

2
1 γβαηζξ &&&&&& mMT . (6.5.28)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãèááñà çàïèøåòñÿ â ôîðìå

( ) ( )∑ +++++= 222222

2
1

2
1 γβαηζξ &&&&&&&&&&&& mMG . (6.5.29)

×òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îñíîâíîãî ñâîéñòâà öåíòðà òÿæåñòè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó

0=== ∑∑∑ γβα &&&&&& mmm . (6.5.30)

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ òâ¸ð-
äûõ òåë, òî óäîáíåå (êàê è â ñëó÷àå ñ òåîðåìîé  Ê¸íèãà) ïðèìåíÿòü òåî-
ðåìó ê êàæäîìó òâ¸ðäîìó òåëó â îòäåëüíîñòè, à íå êî âñåé ñèñòåìå â
öåëîì.




