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Ãëàâà VII
Øåñòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ øåñòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.
Óñòàíàâëèâàåòñÿ åãî ñâÿçü ñ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà, Ãàìèëüòîíà, Ðàóñ-
ñà è ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå î ãëàâíîé ôóíêöèè, è
ðàññìàòðèâàþòñÿ å¸ ñâîéñòâà.

§7.1. Øåñòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

 Ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíóþ ãîëîíîìíóþ (íîðìàëüíóþ) ñèñòåìó
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Â ñîîòâåòñòâèè ñ  §3.3 äëÿ òàêîé ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

1) ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó rq  è rx íå ñîäåðæàò ÿâíî âðåìÿ t ,

2) çàäàííûå ñèëû êîíñåðâàòèâíû,
3) ñèñòåìà ãîëîíîìíà è îáîáù¸ííûå êîîðäèíàòû âûáðàíû òàê, ÷òî

ln =  (÷èñëî îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò ìèíèìàëüíî) è ÷åòâ¸ðòàÿ ôîðìà
îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ  (3.1.14) ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé

nqqq δδδ ,...,, 21 .

Íàïèøåì ÷åòâ¸ðòóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå
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êîòîðàÿ âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèé  nqqq δδδ ,...,, 21  ýêâèâà-

ëåíòíà n  óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà
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Ñîñòàâèì âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ( )t,q,qLL &=  ïðè ïðîèç-
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âîëüíûõ rq   è rq&  è íåèçìåííîì âðåìåíè t :
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
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ñ (3.6.3), ïåðåïèøåì (7.1.2)  â âèäå
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1

&& , (7.1.3)

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé øåñòóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, ñïðàâåäëè-

âóþ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ  rqδ  è rq&δ .

Øåñòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ íàèáîëåå óäîáíà äëÿ îïèñàíèÿ
íàòóðàëüíûõ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

§7.2. Ýêâèâàëåíòíîñòü øåñòîé ôîðìû îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà è
Ãàìèëüòîíà

Øåñòóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷èëè èç óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà. Ðåøèì îáðàòíóþ çàäà÷ó � âûâåäåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èç
óðàâíåíèÿ (7.1.3). Òàê êàê  øåñòàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâà ïðè

ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ  rqδ  è rq&δ , òî, ñðàâíèâàÿ åãî ñ  (7.1.2), ìû

ìîæåì çàïèñàòü
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Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
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Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ îò ôóíêöèè



167Øåñòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

HLqp
n

r
rr =−∑

=1

& . (7.2.3)

( ) =δ−δ=




 −δ ∑∑

==

LqpLqp
n

r
rr

n

r
rr

11

&&

( )=δ−δ−δ+δ= ∑
=

n

r
rrrrrrrr qpqpqppq

1

&&&&

( )∑
=

δ−δ=
n

r
rrrr qppq

1

&& . (7.2.4)

Óðàâíåíèÿ 
r

r q
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∂= , nr ,...,2,1= , îïðåäåëÿþùèå rp  è ëè-

íåéíûå ïî rq& , ïîçâîëÿþò íàéòè rq&  êàê ôóíêöèè îò tpq rr ,, . Èñêëþ÷èâ

çàòåì rq&  â âûðàæåíèè Lqp rr −& , ïîëó÷èì ôóíêöèþ H . Â èñõîäíîì

óðàâíåíèè (7.1.3) âàðèàöèè rqδ  è rq&δ  áûëè ïðîèçâîëüíû, ïîýòîìó ïðî-

èçâîëüíûìè îíè áóäóò è â óðàâíåíèè
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rrrr δ=δ−δ∑
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&& . (7.2.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàðüèðóÿ ( )t,p,qHH =  ïî rq  è rp , ïîëó÷èì
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Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ âàðèàöèÿõ, ìîæåì çà-
ïèñàòü óðàâíåíèÿ
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êîòîðûå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ôóíêöèÿ H ÿâëÿ-
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åòñÿ íîâîé îïèñûâàþùåé ôóíêöèåé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî åñòü
ôóíêöèåé, ïî êîòîðîé ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Òà-

êèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ H  íåÿâíî ñîäåðæèò â ñåáå ïîëíîå îïèñàíèå âîç-
ìîæíûõ äâèæåíèé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

§7.3. Øåñòàÿ ôîðìà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ è
ôóíêöèÿ Ðàóñà

Ïîñòðîèì îïèñûâàþùóþ ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû ïåðâûå m  ïàð óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ (7.2.5) èìåëè ãàìèëüòîíîâó ôîðìó, à îñòàëüíûå mn −
- ëàãðàíæåâó.

Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ îò ôóíêöèè RqpL
m

r
rr =− ∑

=1

& , â êîòîðîé m

ïåðâûõ îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé mqqq &&& ,...,, 21  çàìåíåíû íà îáîáù¸ííûå

èìïóëüñû mppp ,...,, 21 .
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Âàðüèðóÿ ( )t;q,...,q,q;p,...,p,p;q,...,q,qRR nmmmn &&& 212121 ++=  ïî

rq , rp , rq& , ïîëó÷èì
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Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûøå óðàâíåíèå ñ (7.3.1), çàïèøåì:
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Ïåðâûå  m  ïàð óðàâíåíèé (7.3.2) èìåþò ãàìèëüòîíîâó ôîðìó, ðîëü

ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H  èãðàåò (ñì. 7.2.5) ôóíêöèÿ  ( )R− , îñòàëüíûå

mn −  ïàð � ëàãðàíæåâó ôîðìó (ðîëü ôóíêöèè L  èãðàåò ôóíêöèÿ R ).

×òîáû ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ðàóñà R ,  íàäî ðåøèòü m  ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé 
r

r q

L
p

&∂
∂= , mr ,...,2,1= , îòíîñèòåëüíî mqqq &&& ,...,, 21 , âûðà-

çèâ èõ ÷åðåç tqqqqqqppp nnmmm ,,...,,,,...,,,,...,, 212121 &&& ++ .

Íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûå m  îáîáù¸ííûõ êîîð-
äèíàò ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûå m  îáîáù¸ííûõ

èìïóëüñîâ mppp ,...,, 21  â ïðîöåññå äâèæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è

ôóíêöèÿ  Ðàóñà R  èãðàåò ðîëü ôóíêöèè Ëàãðàíæà L  äëÿ ñèñòåìû ñ
mn −  ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îïèñûâàåìîé êîîðäèíàòàìè

nmm qqq ,...,, 21 ++ .
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§7.4. Òåîðåìà  ( ) Lqp
dt

d
rr δ=δ

Ðàññìîòðèì øåñòóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ â óïðîù¸ííîé
çàïèñè (áåç çíàêà ñóììèðîâàíèÿ)

Lqpqp rrrr δ=δ+δ && . (7.4.1)

Áóäåì ñóäèòü î äâèæåíèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïî äâèæå-
íèþ èçîáðàæàþùåé òî÷êè â  ïðîñòðàíñòâå n  èçìåðåíèé ñ êîîðäèíàòà-

ìè nqqq ,...,, 21 . Ðàññìîòðèì èñòèííóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû, òî åñòü

òðàåêòîðèþ â q - ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèÿì äâèæå-

íèÿ. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåõîäó îò òî÷êè

nqqq ,...,, 21  ê òî÷êå nn qqqqqq δ+δ+δ+ ,...,, 2211 , äëÿ êàæäîãî ìîìåí-

òà âðåìåíè. Âàðüèðîâàííàÿ òðàåêòîðèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ èñ-
òèííîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî åñòü íå óäîâëåò-
âîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Âàðèàöèè ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíû è ïîä-

÷èíåíû ëèøü îäíîìó óñëîâèþ: êàæäàÿ èç âàðèàöèé rqδ  åñòü ôóíêöèÿ

îò t   êëàññà 2C . Ó÷èòûâàÿ ñèíõðîííîñòü âàðèàöèé (îïóñêàÿ çíàê ñóì-

ìèðîâàíèÿ), ìû ìîæåì íàïèñàòü

rr q
dt

d
q δ=δ & , nr ,...,2,1= . (7.4.2)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7.4.1) ñ ó÷¸òîì (7.4.2)

( ) Lqp
dt

d
q

dt

d
pqp

dt

d
qpqp rrrrrrrrrr δ=δ=δ+δ=δ+δ && ,

èëè

( ) Lqp
dt

d
rr δ=δ . (7.4.3)

Óðàâíåíèå (7.4.3) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêàëÿðíî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ rr qp δ  ðàâíà âàðèàöèè L , îáóñëîâëåííîé ñèíõðîííûì âà-

ðüèðîâàíèåì rqδ  è rq&δ .
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Óðàâíåíèå (7.4.3) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíî âàðüèðîâàííûõ
ïóòåé, òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè èñõîäíîãî è
íîâîãî ïóòåé îòíîñèëèñü ê îäíîìó è òîìó æå ìîìåíòó âðåìåíè è ÷òîáû

êàæäîå 2Cqr ∈δ , à íîâûé ïóòü ìîæåò è íå áûòü äåéñòâèòåëüíîé òðàåê-

òîðèåé.

§7.5. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà

Âûâåäåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû (7.4.3) ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà äëÿ ãî-
ëîíîìíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïðîèíòåãðèðóåì (7.4.3). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî  ( ) Ldtqpd rr δ=δ , ïîëó-

÷èì

 ( ) 0011

00

11

1

0

rrrr

qp

qp

rr

t

t

qpqpqpdLdt
rr

rr

δ−δ=δ=δ ∫∫
δ

 , (7.5.1)

ãäå 00, rr qp  âåëè÷èíû rr qp ,  â ìîìåíò âðåìåíè 0t ,

11, rr qp  -  òåæå âåëè÷èíû â ìîìåíò âðåìåíè 1t .

Åñëè â ìîìåíòû 0t  è 1t  âàðèàöèÿ rqδ  îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî

0
1

0

=δ∫
t

t

Ldt , (7.5.2)

÷òî ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà.
Óðàâíåíèÿ (7.5.1) è (7.5.2) ìîæíî çàïèñàòü è òàê:

0011

1

0

rrrr

t

t

qpqpLdt δ−δ=δ∫ , (7.5.3)

0
1

0

=δ∫
t

t

Ldt . (7.5.4)

Èñõîäíûé èíòåãðàë áåð¸òñÿ âäîëü äóãè äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòî-
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ðèè â q -ïðîñòðàíñòâå (âäîëü ïóòè, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèÿì äâè-

æåíèÿ).
Âàðüèðîâàííûé èíòåãðàë áåð¸òñÿ âäîëü äîïóñòèìîãî ïóòè, êîòî-

ðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèåé.

§7.6. Ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ

Ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ, ââåä¸ííàÿ Ãàìèëüòîíîì â 1834 ãîäó, ïîäñêàçàíà
ìåòîäàìè, ïðèìåíÿåìûìè â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå, è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
äèíàìè÷åñêè âîçìîæíûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Â ÿâíîì âèäå ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ S  åñòü èíòåãðàë  ∫
1

0

t

t

Ldt , âçÿòûé

âäîëü äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè (ïóòü â q - ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâî-

ðÿþùèé óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ) è âûðàæåííûé ÷åðåç íà÷àëüíûå è êî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, à òàê æå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèå
âðåìåíè:

( )101211102010 ,;,...,,;,...,, ttqqqqqqSS nn= , (7.6.1)

èëè â êðàòêîé çàïèñè

( )1010 ,;; ttqqSS rr= . (7.6.2)

Ðàññìîòðèì ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ãëàâíîé ôóíêöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ëàã-

ðàíæà, òîãäà êàæäàÿ êîîðäèíàòà rq  åñòü èçâåñòíàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíê-

öèÿ îò n  ïåðåìåííûõ 0rq ,  n  ïåðåìåííûõ 0rq&  ( 0rq& åñòü rq&  â ìîìåíò

âðåìåíè 0t ), à òàê æå ìîìåíòîâ âðåìåíè 0t  è t .

Òàêèì îáðàçîì, íàì èçâåñòíû ôóíêöèè

 ( )ttqqq rrss ,;; 000 &ϕ= , ns ,...,2,1= . (7.6.3)

Òåïåðü ìîæíî ñîñòàâèòü ôóíêöèþ L  ÷åðåç 12 +n  ïàðàìåòðîâ

( )000 ;; tqq rr &  è ïåðåìåííóþ t . Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ îò 0t

äî 1t , ìû ïîëó÷èì å¸ âûðàæåíèå ÷åðåç n  ïàðàìåòðîâ 0rq , n  ïàðàìåò-
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ðîâ 0rq& , à òàê æå ÷åðåç 0t  è 1t :

( )∑∫ = 1000 ,;;
1

0

ttqqLdt rr

t

t

& . (7.6.4)

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè 1t  äîñòèãàåòñÿ òî÷êà 12111 ,...,, nqqq , äëÿ

êîòîðîé ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ôóíêöèè

( )100011 ,;; ttqqq rrss &ϕ= , ns ,...,2,1= . (7.6.5)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (7.6.5) ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü 0rq&  èç óðàâíå-

íèé (7.6.4), âûðàçèâ èõ ÷åðåç 1rq , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷èì èñêî-

ìóþ ãëàâíóþ ôóíêöèþ S :

( ) ( )10101000 ,;;,;; ttqqSttqq rrrr =∑ & . (7.6.6)

Èç (7.6.6) ñëåäóåò, ÷òî 0rq&   èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü è â îêîí-

÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò íå âõîäèò.

Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü S  îò å¸ 22 +n  àðãóìåíòîâ. Ôèêñèðóÿ

0t  è 1t , ïîëó÷èì äëÿ âàðèàöèé êîíå÷íûõ òî÷åê â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.6.6),

(7.6.4) è (7.5.3)

0011

1

0

rrrr

t

t

qpqpLdtS δ−δ=δ=δ ∫ , (7.6.7)

ãäå 10, rr pp  - ñîñòàâëÿþùèå îáîáù¸ííîãî èìïóëüñà â ìîìåíòû âðåìå-

íè 0t  è 1t , äëÿ êîòîðûõ ìû ìîæåì íàïèñàòü

0
0

r
r q

S
p

∂
∂−= ,

1
1

r
r q

S
p

∂
∂= . (7.6.8)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî
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1
1

0
0

r
r

r
r

q
q

S
q

q

S
S δ

∂
∂+δ

∂
∂=δ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàöèþ âðåìåíè 1t . Ïóñòü 1L - çíà÷åíèå L

íà òðàåêòîðèè â ìîìåíò âðåìåíè 1t . Òîãäà â ñèëó (7.6.4) è (7.6.6), ïîëó-

÷èì

1

1

111
1 t

q

q

S

t

S

t
L r

r ∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

∂
Σ∂= , (7.6.9)

èëè ñ ó÷¸òîì (7.6.8) è (7.2.3)

( ) 1111111
1

HLqpLqp
t

S
rrrr −=−−=+−=

∂
∂

&& , (7.6.10)

Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ âðåìåíè 0t . Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðèëîæåíè-

åì III ï.2 âàðèàöèÿ L  íà íèæíåì ïðåäåëå áóäåò óìåíüøàòüñÿ.

0
000

0 r
r

q
q

S

t

S

t
L &

∂
∂+

∂
∂=

∂
Σ∂=− ,

èëè

0000
0

HLqp
t

S
rr =−=

∂
∂

& , (7.6.11)

ãäå 1H - çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H â çàäàííîì äâèæåíèè â ìî-

ìåíò âðåìåíè 1t ,  0H - çíà÷åíèå ôóíêöèè H  â çàäàííîì äâèæåíèè â

ìîìåíò âðåìåíè 0t .

Äëÿ âàðèàöèè ïî âñåì 22 +n  àðãóìåíòàì, ñ ó÷¸òîì (7.6.7), (7.6.10)
è (7.6.11), ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

1
1

0
0

1
1

0
0

dt
t

S
dt

t

S
q

q

S
q

q

S
dS r

r
r

r ∂
∂+

∂
∂+δ

∂
∂+δ

∂
∂= ,

èëè
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00110011 dtHdtHdqpdqpdS rrrr +−−= . (7.6.12)

§7.7. Ñâîéñòâà ãëàâíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ, çàäàþùèå 1rq  â çàâèñèìîñòè îò 1t  (è

ïàðàìåòðîâ 000 ;; tpq rr ).

0
0

r
r

p
q

S −=
∂
∂

, nr ,...,2,1= . (7.7.1)

Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, îïðåäå-
ëÿþùèå ÿâíîå âûðàæåíèå äâèæåíèÿ â q - ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì,

ñîîòíîøåíèÿ (7.7.1) äàþò îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Ëàãðàíæà.
Àíàëîãè÷íî, ñîîòíîøåíèÿ

1
1

r
r

p
q

S =
∂
∂

 , nr ,...,2,1= , (7.7.2)

âûðàæàþò 1rp  ÷åðåç 1rq  (à òàêæå 100 ,, ttqr ).

Âûðàæåíèÿ (7.7.1) è (7.7.2) îïðåäåëÿþò 1rq  è 1rp  êàê ôóíêöèè 1t

(è ïàðàìåòðîâ 000 ;; tpq rr ), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû óðàâíåíèé

Ãàìèëüòîíà, îïðåäåëÿþò äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå è äàþò îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Ãàìèëüòîíà.

1.Åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L  íå çàâèñèò ÿâíî îò t , òî 0t  è 1t  âõî-

äÿò â âûðàæåíèå äëÿ ãëàâíîé ôóíêöèè S  â êîìáèíàöèè ( )01 tt − ,

01 HH =  è ôîðìóëà (7.6.12) ïðèìåò âèä

( )0110011 ttdHdqpdqpdS rrrr −−−= . (7.7.3)

2. Ôóíêöèÿ  S  èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, à îïðåäå-
ëèòåëü
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S

qq

S

qq

S

,    (7.7.4)

÷òî îáåñïå÷èâàåò íåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ 1rp  è 0rq , à òàêæå 0t  è 1t .

3. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

ßêîáèàí  
( )
( ) 1

,...,,,,...,.
,...,,,,...,,

0201002010

1211112111 +=
∂
∂

nn

nn

pppqqq

pppqqq
. (7.7.5)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå îò ( )00, rr pq  ê ( )11, rr pq , îñó-

ùåñòâëÿåìîå èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (ïðè  ôèêñèðîâàííûõ

0t  è 1t ), îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ïðîòÿæ¸ííîñòè (îáú¸ìà, ìåðû)

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
4. Ñîîòíîøåíèÿ (7.7.1) è (7.7.2) äàþò ðåøåíèå çàäà÷è Ãàìèëüòîíà,

âûðàæàÿ 1rq  è 1rp  ÷åðåç n2  ïàðàìåòðîâ 0rq  è 0rp . Ïðåäïîëîæèì òå-

ïåðü, ÷òî ìû õîòèì ïåðåéòè ê íîâîé ñèñòåìå n2  ïàðàìåòðîâ rr βα , ,

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íåçàâèñèìûå ôóíêöèè îò 0rq  è 0rp  ñ íåïðåðûâ-

íûìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè è óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ

00 rrrr dqpd =αβ (7.7.6)

(çíàê ñóììèðîâàíèÿ äëÿ êðàòêîñòè îïóùåí).

Ïåðåõîä îò ( )00, rr pq  ê ( )rr βα ,  íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì.

Ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ S , âûðàæåííàÿ ÷åðåç 22 +n  ïåðåìåííûõ
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( )101 ,;; ttq rr α , ïðèìåò âèä:

( ) ( )1011010 ,;;,;; ttqSttqqS rrrr α′= . (7.7.7)

Ôîðìóëà (7.6.12) çàïèøåòñÿ òàê

001111 dtHdtHddqpSd rrrr +−αβ−=′ . (7.7.8)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóþò ôîðìóëû

r
r

S β−=
α∂

′∂
, nr ,...,2,1= , (7.7.9)

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Ëàãðàíæà è îïðåäåëÿþùèå 1rq  ÷åðåç

10,,, ttrr βα , è

1
1

r
r

p
q

S =
∂

′∂
, nr ,...,2,1= , (7.7.10)

äàþùèå ñîâìåñòíî ñ (7.7.9) ðåøåíèå çàäà÷è Ãàìèëüòîíà, âûðàæàÿ 1rq  è

1rp  ÷åðåç 10,,, ttrr βα .

5. Ïðåîáðàçîâàíèå ( )rr βα ,  â ( )11; rr pq  ñîõðàíÿåò ìåðó

( )
( ) 1

,
; 11 +=
βα∂

∂

rr

rr pq
. (7.7.11)
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