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Ãëàâà IX
Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñêîáêè Ïóàññîíà, òåîðåìó Ïóàññîíà,
ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò, òåîðåìó Ïóàíêàðå î ëèíåéíîì èí-
òåãðàëüíîì èíâàðèàíòå è òåîðåìó Ëèóâèëëÿ.

§9.1. Ñêîáêè Ïóàññîíà

Åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé rq  è rp , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì êàíîíè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà
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∂=& , nr ,...,2,1= , (9.1.1)

íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ( )tpppqqqf nn ,,...,,,,...,, 2121  ñîõðàíÿåò ïîñòîÿí-

íîå çíà÷åíèå:

( ) ctpppqqqf nn =,,...,,,,...,, 2121 , (9.1.2)

òî ( ) ctpqf =,,  íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì êàíîíè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé Ãàìèëüòîíà. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî åñëè ( ) ctpqf =,,  ÿâëÿåòñÿ ïåð-

âûì èíòåãðàëîì, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ( ) constfF =  áóäåò òàêæå ïåðâûì

èíòåãðàëîì. Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èíòåãðàëà (9.1.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè, êîòîðàÿ îñòà¸òñÿ ïîñòî-
ÿííîé âî âñ¸ âðåìÿ äâèæåíèÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû n2  ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíå-
íèé (9.1.1), òî åñòü

( ) jnnj ctpppqqqf =,,...,,,,...,, 2121 , nj 2,...,2,1= , (9.1.3)

ãäå jc  - ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïåðâûå èíòåãðà-

ëû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî åñòü â ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðà-
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ëîâ íå âõîäÿò ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îò ýòèõ èíòåãðàëîâ. Ðåøàÿ ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé (9.1.3) îòíîñèòåëüíî rq  è rp , ïîëó÷èì
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221 nr ,...,2,1= , (9.1.4)

òî åñòü, ðåøåíèå óðàâíåíèé (9.1.1).
Íàéä¸ì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå  (9.1.2) áóäåò ïåðâûì

èíòåãðàëîì êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðâîãî èíòåãðàëà, ôóíêöèÿ ( ) ctpppqqqf nn =,,...,,,,...,, 2121  ïðè

çàìåíå êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ êàêèìè-ëèáî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé
(9.1.1) áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ îò  f  ïî âðåìåíè t  äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, òî åñòü
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Èç ïîëó÷åííîãî âûøå óðàâíåíèÿ, ïîñëå çàìåíû rq&  è rp& èõ âûðà-

æåíèÿìè ÷åðåç ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H , ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëû f
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
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, (9.1.5)

ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð Ω  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
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Åñëè ϕ  è ψ  - ôóíêöèè îò ( )tpq rr ,, , òî âûðàæåíèå

( )
( )∑

= ∂
ψϕ∂n

r rr pq1 ,

,
(9.1.7)

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé n  îïðåäåëèòåëåé (9.1.6), íàçûâàþò ñêîáêîé Ïó-

àññîíà è îáîçíà÷àþò ÷åðåç ( )ψϕ, .

Òàêèì îáðàçîì,

( )Hff ,=Ω (9.1.8)

è èíòåãðàëû ( ) ctpqf =,,  óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-

íåíèþ

( ) 0, =+
∂
∂

Hf
t

f
. (9.1.9)

Ñàìè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ
ñêîáîê Ïóàññîíà:

( )Hxxx rrr ,=Ω=& , nr 2,...,2,1= . (9.1.10)

Ñêîáêè Ïóàññîíà èãðàþò âàæíóþ ðîëü íå òîëüêî â êëàññè÷åñêîé,
íî è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñêîáîê Ïóàññîíà:

1. ( ) ( )ϕψ−=ψϕ ,, , (9.1.11)

2. ( ) ( )ψϕ=ψϕ ,, cc , (9.1.12)
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åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ( )tpq rr ,,χ=χ , òî

4. ( ) ( ) ( )χψ+χϕ=χψ+ϕ ,,, , (9.1.14)

5. ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,,,,,, =ψϕχ+ϕχψ+χψϕ . (9.1.15)
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§9.2. Òåîðåìà Ïóàññîíà

Åñëè ψϕ,  - èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ïðèíàäëåæàùèå

êëàññó 2C , òî ( )ψϕ ,  òàêæå ÿâëÿåòñÿ  èíòåãðàëîì.

Òàê êàê  ψϕ ,  - èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, òî â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ (9.1.9) ìîæíî çàïèñàòü
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Òîãäà,
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( )( ) ( )( ) ( )( )=ψϕ+ψϕ−ψϕ−= HHH ,,,,,,

( )( ) ( )( ) ( )( )ϕψ+ψϕ+ϕψ= ,,,,,, HHH . (9.2.2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâîì Ïóàññîíà (9.1.15) ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà

(9.2.2) ðàâíà íóëþ, òî åñòü  ( )ψϕ,  ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

§9.3. Ïðèìåíåíèå èçâåñòíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ

Â ÷åòâ¸ðòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ìåòîä (Óèòòåêåðà) ïîíèæåíèÿ
ïîðÿäêà ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî èíòåãðàëà äâèæå-
íèÿ, çàìåíÿÿ ïåðâîíà÷àëüíóþ ñèñòåìó n  óðàâíåíèé äðóãîé, ñ ÷èñëîì

çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ 1−n .  Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, åñëè ïåð-

âîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà n2  óðàâíåíèé èìååò ãàìèëüòîíîâó ôîðìó, òî, èñ-
ïîëüçóÿ èçâåñòíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ìîæíî íå òîëüêî ïîíèçèòü ïî-

ðÿäîê ñèñòåìû, íî  ( )12 −n  óðàâíåíèå  ñîõðàíèò ãàìèëüòîíîâó ôîðìó,

à îäíî íåò.
Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàë êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
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ñîîòâåòñòâóåò öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòå 1q  è ïóñòü

( )tpppqqqHH nn ,,...,,,,..., 2132= . (9.3.1)

Â òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà 1p  ñîõðàíÿåò ñâîþ âåëè÷èíó â ïðîöåññå

äâèæåíèÿ

β=1p . (9.3.2)

Ñèñòåìà n2  óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå ñ

( )12 −n  ïåðåìåííûìè:
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Ôóíêöèÿ H ′  ïîëó÷àåòñÿ èç (9.3.1), åñëè â íåé ïîëîæèòü β=1p .

Åù¸ îäíî óðàâíåíèå ìû ïîëó÷èì èç ñîîòíîøåíèÿ

∫ β∂
′∂= dt

H
q1 . (9.3.4)

Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî äëÿ
ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë
ýíåðãèè

( ) hpppqqqHH nn == ,...,,,,..., 2121 . (9.3.5)

Ðàçðåøèì óðàâíåíèå (9.3.5) îòíîñèòåëüíî 1q  (êîîðäèíàòà  1q  íå

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé)

( )132321 ,,,...,,,,...,, phpppqqqq nnϕ= . (9.3.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (9.3.6) â (9.3.5) ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî

ïî rp  ( )nr ,...,3,2= , ïîëó÷èì
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Ñëåäîâàòåëüíî,
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Åñëè ïîäñòàâèì ôóíêöèþ ϕ  âìåñòî 1q  â ñîîòíîøåíèå (9.3.5) è

äèôôåðåíöèðóÿ ïî rq  ( )nr ,...,3,2= , íàõîäèì
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ ϕ  ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå íîâîé ôóíê-

öèè Ãàìèëüòîíà ñ ( )12 −n  ïåðåìåííûìè  nn pppqqq ,...,,,,..., 3232  è

ïàðàìåòðîì 1p  (â êà÷åñòâå êîòîðîãî îáû÷íî áåðóò âðåìÿ t ).

Åñëè ðàçðåøèòü óðàâíåíèå (9.3.5) îòíîñèòåëüíî 1p , òî ïîëó÷èì

( )132321 ,,,...,,,,...,, qhpppqqqp nnψ= . (9.3.11)

Ñ ïîìîùüþ ïðèâåä¸ííûõ âûøå ðàññóæäåíèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ñîîòíîøåíèÿ
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§9.4. Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû

Ïîíÿòèå èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ áûëî ââåäåíî Ïóàíêàðå â 1890
ãîäó â ðàáîòå «Íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè».

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ è ñìûñëà ïîíÿòèÿ èíòåãðàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ âîñïîëüçóåìñÿ ïðèìåðîì, ïðèâåä¸ííûì Ïóàíêàðå â óêà-
çàííîé âûøå ðàáîòå.

Ðàññìîòðèì ïîòîê íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ãäå ÷åðåç wvu ,,  îáî-
çíà÷èì êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ìîëåêóëû æèäêîñòè, èìåþùåé â ìîìåíò

âðåìåíè t  êîîðäèíàòû zyx ,, . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè wvu ,,  çà-

äàíû è â îáùåì ñëó÷àå  çàâèñÿò îò zyxt ,,, . Åñëè wvu ,,  íå çàâèñÿò îò

t , áóäåì ñ÷èòàòü äâèæåíèå ïîòîêà æèäêîñòè óñòàíîâèâøèìñÿ.
Äëÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëþáîé ìîëåêóëû â óñòàíîâèâøèìñÿ äâè-

æåíèè ìû ìîæåì íàïèñàòü

0=++
w

dz

v

dy

u

dx
. (9.4.1)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ  (9.4.1) ìû ìîãëè áû âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðà-
æåíèÿìè

( )
( )
( ) 





ϕ=
ϕ=
ϕ=

,,,,

,,,,

,,,,

0003

0002

0001

zyxtz

zyxty

zyxtx

(9.4.2)

òàê, ÷òî zyx ,,  áûëè áû âûðàæåíû ÷åðåç âðåìÿ t  è èõ íà÷àëüíûå çíà÷å-

íèÿ 000 ,, zyx .

Çíàÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìîëåêóëû, ìû ìîãëè áû îïðåäåëÿòü å¸

ïîëîæåíèå äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìîëåêóë æèäêîñòè, îáðàçóþùèõ â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè 0t  íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ 0F . Ñ òå÷åíèåì âðå-

ìåíè êîíôèãóðàöèÿ 0F , äåôîðìèðóÿñü íåïðåðûâíûì, îáðàçîì ïåðåé-

ä¸ò â íîâóþ êîíôèãóðàöèþ F .
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äâèæåíèå ïîòîêà æèäêîñòè íåïðåðûâíî, òî åñòü,
÷òî wvu ,,  - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îò zyx ,, , ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ìåæäó êîíôèãóðàöèÿìè 0F  è F  ñóùåñòâóþò îïðåäåë¸ííûå ñîîòíî-

øåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè.

Åñëè êîíôèãóðàöèÿ 0F  ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êðèâîé èëè ïîâåðõ-

íîñòüþ, òî è êîíôèãóðàöèÿ F  áóäåò íåïðåðûâíîé êðèâîé èëè ïîâåðõ-
íîñòüþ.

Åñëè êîíôèãóðàöèÿ 0F  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîñâÿçíûé îáú¸ì,

òî êîíôèãóðàöèÿ F  áóäåò îäíîñâÿçíûì îáú¸ìîì.

Åñëè êîíôèãóðàöèÿ 0F  - çàìêíóòàÿ êðèâàÿ èëè ïîâåðõíîñòü, òî

òàêîé æå áóäåò è êîíôèãóðàöèÿ F .
Ïóñòü íåêîòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ìîìåíò

âðåìåíè 0t  çàíèìàåò îáú¸ì 0F . Ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè t  æèäêîñòü ïå-

ðåéä¸ò â äðóãóþ êîíôèãóðàöèþ è çàéì¸ò íåêîòîðûé äðóãîé îáú¸ì F .
Æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ñëåäîâàòåëüíî, îáú¸ì òàêîé æèäêîñòè ñî âðåìå-
íåì íå ìåíÿåòñÿ, è ìû ìîæåì ýòî çàïèñàòü òàê:

∫∫∫ ∫∫∫=
F F

dzdydxdxdydz
0

000 . (9.4.3)

Èíòåãðàë ∫∫∫dxdydz ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíûì èíâàðè-

àíòîì.
Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ìîæíî âûðàçèòü  êàê

0=++
dz

dw

dy

dv

dx

du
. (9.4.4)

Óðàâíåíèÿ (9.4.3) è (9.4.4) ýêâèâàëåíòíû.
Åñëè ìû âìåñòî æèäêîñòè ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáú¸ì ãàçà, òî

ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè îí çàéì¸ò äðóãîé îáú¸ì, íî íåèçìåí-
íîé îñòàíåòñÿ ìàññà ãàçà. Îáîçíà÷èâ ïëîòíîñòü ãàçà ÷åðåç ρ , áóäåì èìåòü
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∫∫∫ ∫∫∫ρ=ρ
F F

dzdydxdxdydz
0

000 , (9.4.5)

èëè ∫∫∫ρdxdydz åñòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò, à ýêâèâàëåíòíîå âûðà-

æåíèå (óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè) çàïèøåòñÿ êàê

( ) ( ) ( )
0=ρ+ρ+ρ

dz

wd

dy

vd

dx

ud
. (9.4.6)

Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, ìû ìîæåì ðàñ-

ñìîòðåòü íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ òî÷åê 0F , ïåðåõîäÿùèõ ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè â êîíôèãóðàöèþ F , êîòîðàÿ áóäåò ëèíèåé, ïîâåðõíîñòüþ èëè
îáú¸ìîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè ñàìà èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ

0F  ëèíèåé, ïîâåðõíîñòüþ èëè îáú¸ìîì. Äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ ìû

ìîæåì çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû âèäà

( )∫ ++ cdzBdyAdx , (9.4.7)

( )∫∫ ′+′+′ dxdyCdxdzBdydzA , (9.4.8)

( )∫∫∫ dxdydzzyxM ,, . (9.4.9)

Î÷åâèäíî, ÷òî íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ðàñïðîñòðàíèòü èçëîæåííûé
âûøå ìåòîä è íà n  èçìåðåíèé.

Íàéä¸ì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî èí-
âàðèàíòà.

Ïóñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèÿìè îáùåãî âèäà:

( )yxP
dt

dx
,= , ( )yxQ

dt

dy
,= . (9.4.10)

Òðàåêòîðèè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëè-
íèè òîêà ïðè ñòàöèîíàðíîì (êîãäà ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü â êàæäîé äàí-
íîé òî÷êå íå çàâèñèò îò âðåìåíè) òå÷åíèè íåêîòîðîé äâóìåðíîé æèäêî-
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ñòè. Ïóñòü ( )yx,ρ  åñòü «ïëîòíîñòü» ýòîé æèäêîñòè. Ðàññìîòðèì â ìî-

ìåíò âðåìåíè 0tt =  íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ ïëîùàäü («äâó-

ìåðíûé îáú¸ì») ( )tV . «Ìàññà æèäêîñòè», íàõîäÿùàÿñÿ íà ýòîé ïëîùà-

äè, âûðàçèòñÿ èíòåãðàëîì

( ) ( )
( )
∫∫ρ=

0

00000 ,
tV

dydxyxtI . (9.4.11)

«Æèäêîñòü» òå÷¸ò ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñëåäóÿ ëèíèÿì, îïðåäå-

ëÿåìûì óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (9.4.10). Â ìîìåíò âðåìåíè t  ôàçîâûå

òî÷êè, çàíèìàâøèå â ìîìåíò âðåìåíè 0t  ïëîùàäü ( )0tV , ïåðåäâèíóòñÿ

ïî ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì è çàéìóò íîâóþ ïëîùàäü ( )tV . «Ìàññà» ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî äâóìåðíîãî îáú¸ìà â ìîìåíò âðåìåíè t  âûðàçèòñÿ èí-
òåãðàëîì

( ) ( )
( )
∫∫ρ=

tV

dxdyyxtI , . (9.4.12)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò äâóìåð-

íûé ïîëîæèòåëüíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò, åñëè ïëîòíîñòü ( )yx,ρ
ýòîé æèäêîñòè ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ìàññà æèäêîñòè îñòàâàëàñü
ïîñòîÿííîé âî âñ¸ âðåìÿ äâèæåíèÿ, êàêîé áû íà÷àëüíûé äâóìåðíûé
îáú¸ì ìû áû íè âûáðàëè.

Òàêèì îáðàçîì, ( )tI  åñòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò, åñëè

( ) ( )0tItI = , èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

( )
( )
∫∫ =ρ

tV

dxdyyx
dt

d
0, . (9.4.13)

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà (9.4.13) îñíîâíîå çàòðóäíåíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïëîùàäü, ïî êîòîðîé ñîâåðøàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,
ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. ×òîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ïåðåéä¸ì â

ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè îò ïåðåìåííûõ yx,  ê ïåðåìåííûì 00, yx
ñ ïîìîùüþ ÿêîáèàíà
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00

00

00,

,

y

y

x

y
y

x

x

x

yx

yx
D

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=





, (9.4.14)

òàê êàê ( )000 ,, yxttxx −=  è ( )000 ,, yxttyy −= .

Ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì:

( ) ( )
( )

( )
( )

00
000

,

,
,, dydx

yx

yx
DyxdxdyyxtI

tVtV
∫∫∫∫ 





ρ=ρ= . (9.4.15)

Òàê êàê òåïåðü îáëàñòü, íà êîòîðóþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èíòåãðèðî-
âàíèå, íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ìîæíî ïðîèçâåñ-

òè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è òàê êàê  0=
dt

dI
, òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå:

( ) 0=ρD
dt

d
. (9.4.16)

Ïîäñòàâèì â

00

00

00

00

y

y

x

y
y

x

x

x

y

y

x

y
y

x

x

x

dt

dD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
&&

&&

, (9.4.17)

âûðàæåíèÿ òèïà 
000 x

y

y

x

x

x

x

x

x

x

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ &&&

 è òàê äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ x&

è y&  êàê ôóíêöèè x  è y , ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, à x  è y  - êàê

ôóíêöèè 000 ,, yxtt − . Òîãäà (9.4.17) ìîæíî áóäåò çàïèñàòü òàê:
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( ) ( )








∂
∂+

∂
∂= y

y
x

x
D

dt

dD
&& , (9.4.18)

à (9.4.16) ñ ó÷åòîì (9.4.10) ïðèìåò âèä

( ) ( ) ( ) ( ) ( )








ρ
∂
∂+ρ

∂
∂=









ρ
∂
∂+ρ

∂
∂=ρ Q

y
P

x
Dy

y
x

x
DD

dt

d
&& .

(9.4.19)

Òàê êàê 0≠D , òî  (9.4.13) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

( ) ( ) 0=ρ
∂
∂+ρ

∂
∂

Q
y

P
x

, (9.4.20)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà.

§9.5. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà âñåãäà äîïóñêàþò èíòåãðàëüíûé èíâàðè-
àíò ñ ïîñòîÿííîé ôàçîâîé ïëîòíîñòüþ (êîòîðóþ, íå íàðóøàÿ îáùíîñ-
òè, ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé åäèíèöå). Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèÿõ (9.4.10)

qx = , py = , ïîëó÷èì:

( )
p

H
pqPqx

∂
∂=== ,&& ,  ( )

q

H
pqQpy

∂
∂−=== ,&& . (9.5.1)

Ïîëàãàÿ â (9.4.20) 1=ρ  è ó÷èòûâàÿ (9.5.1), ïîëó÷èì:

0≡





∂
∂−

∂
∂+





∂
∂

∂
∂

q

H

pp

H

q
, (9.5.2)

â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâàÿ ïëîùàäü («äâóìåðíûé ôàçîâûé îáú¸ì»)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì äëÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Ýòî
óòâåðæäåíèå, âïåðâûå äîêàçàííîå Ëèóâèëëåì, íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ.
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Çàìå÷àíèå.
Åñëè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ ñ ïåðåìåííûìè

qq &, , à íå qp, , òî åñòü åñëè ìû áóäåì èñõîäèòü íå èç óðàâíåíèé Ãà-

ìèëüòîíà, à èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, òî òåîðåìà Ëèóâèëëÿ óæå íå áóäåò
èìåòü ìåñòà.

Îäíàêî ìû ìîæåì óêàçàòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò:

∫∫∫∫∫∫ ∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
*

2

2

** VVV

qdqd
q

L
qdqd

q

q

q

q
q

p

q

p

dpdq &
&

&

&

&
. (9.5.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ïåðåìåííûõ qq &,  ôàçîâàÿ ïëîò-

íîñòü óæå íå ïîñòîÿííà, à ðàâíà 
2

2

q

L
&∂

∂
. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíå-

íèÿ Ëàãðàíæà äîïóñêàëè èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

2

2

q

L
&∂

∂
 áûëî êîíå÷íî è ïîñòîÿííî ïî çíàêó. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ýòî óñëî-

âèå îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ áîëåå ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíîé òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ãàðìîíè÷åñ-
êîå äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè:

p
dt

dq = , ( )ϕ+ω= taq sin ,

q
dt

dp −= , ( )ϕ+ω= tap cos .
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Ðåøåíèå .
Äâèæåíèå êàæäîé òî÷êè ñèñòåìû

ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ðàäèóñ-âåêòî-

ðà  ( ) ( ) jtaitar
rrr ϕ+ω+ϕ+ω= cossin ,

õàðàêòåðèçóþùåãî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè ðàäèóñ-âåêòîð êàæäîé òî÷êè ñèñòåìû
ïîâåðí¸òñÿ íà îäèí è òîò æå óãîë. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáàÿ ôèãóðà ïðîñòî ïîâåðí¸ò-
ñÿ, íå èçìåíÿÿ ñâîåé ôîðìû è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïëîùàäè.

Ïðèìåð 2.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äâèæåíèå ñè-
ñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû, çàäàííîå
óðàâíåíèÿìè:

p
dt

dq = ,
2

2

00

gt
tpqq −+= ,

q
dt

dp −= , gtpp −= 0 .

Ðåøåíèå .

Âûäåëèì â ìîìåíò âðåìåíè 0=t  íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè êâàäðàò
(ñì. ðèñ.21) îãðàíè÷åííûé òî÷êàìè:

A: 00, pq ;  B: ( ) 00 , paq + ;  C: ( )apq +00, ;  D: ( ) ( )apaq ++ 00 , .

Ôàçîâûé îáú¸ì êâàäðàòà â ìîìåíò âðåìåíè 0=t  áóäåò  2aV = .

Â ìîìåíò âðåìåíè 1t  òî÷êè A,B,C,D áóäóò èìåòü äðóãèå êîîðäèíàòû íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè, à èìåííî:

A: 
2

2
1

1001

gt
tpqqA −+= , 101 gtppA −= ;

p

q

123456
123456
123456

123456
123456
123456
123456
123456

Ðèñ. 20.
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B: 
2

2
1

1001

gt
tpaqqB −++= , 101 gtppB −= ;

C: ( )
2

2
1

1001

gt
tapqqC −++= , 101 gtappC −+= ;

D: ( )
2

2
1

1001

gt
tapaqqD −+++= , 101 gtappC −+= .

Âû÷èñëèì äëèíû ñòîðîí ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðû:

AB: aqq AB =− 11 , 011 =− AB pp , aAB = .

CD: aqq CD =− 11 , 011 =− CD pp , aCD = .

AC: 111 atqq AC =− , app AC =− 11 , 12
1 += taAC .

BD: 111 atqq BD =− , app CD =− 11 , 12
1 += taBD .

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò íàì ñäåëàòü ñëåäóþùèé
âûâîä: ñòîðîíû AB è CD  íå èçìåíèëè ñâîèõ çíà÷åíèé, à äëèíû ñòîðîí
AC è BD èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, îñòàâàÿñü ðàâíûìè äðóã äðóãó. Ôèãóðà
èç êâàäðàòà òðàíñôîðìèðîâàëàñü â ïàðàëëåëîãðàìì ñ îñíîâàíèåì

aAB = , âûñîòîé  app AC =− 11  è ïëîùàäüþ 2aV = , êîòîðûå íå áóäóò

ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì òåîðåìû Ëèóâèë-
ëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâî-
ãî îáú¸ìà.

p

q

1234567890123
1234567890123
1234567890123
1234567890123
1234567890123
1234567890123
1234567890123
1234567890123
1234567890123

C D

BA

123456789
123456789
123456789
123456789
123456789
123456789
123456789
123456789
123456789

C D

BA

p
0
+a

p
0

q
0
+aq

0

a

Ðèñ. 21.
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