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Ãëàâà X
Çàäà÷à äâóõ òåë

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó äâóõ òåë, êî-
òîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè äâèæåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïîä
äåéñòâèåì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ïî çàêîíó Íüþòîíà. Ôóíäàìåí-
òàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè äâè-
æåíèé íåáåñíûõ òåë ìû ìîæåì çàìåíÿòü èõ (ïî÷òè âñåãäà) ìàòåðèàëü-
íûìè òî÷êàìè. Äîâîëüíî ÷àñòî òàêæå, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòå-
ìó äâóõ òåë êàê èçîëèðîâàííóþ îò âíåøíåãî ãðàâèòàöèîííîãî âîçäåé-
ñòâèÿ.

Çàäà÷ó äâóõ òåë ìû íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëè ñ ðàçëè÷íûõ
ïîçèöèé ïî ìåðå èçëîæåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà (ñì. çàäà÷è: ¹22,
ãë. III; ¹24, ãë. IV; ¹¹26, 27, ãë. V; §6.5 ï.1, ãë. VI; §8.3 ï.5, ãë. VIII;
ïðèëîæåíèå IV).

Òåïåðü, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû,  ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó äâóõ òåë ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé àñòðîíîìèè, çàêëþ÷àþùóþñÿ â îïðåäåëå-

íèè êîîðäèíàò äâèæóùåãîñÿ òåëà êàê ôóíêöèè âðåìåíè t  è øåñòè ïî-
ñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ: a - áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà, e- ýêñöåíòðè-

ñèòåò ýëëèïñà, 0M  - ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ýïîõè, Ω - äîëãîòà âîñõîäÿùåãî

óçëà, i - óãîë íàêëîíà îðáèòû, ω - àðãóìåíò ïåðèöåíòðà, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èçìåðåíû ñ ïîìîùüþ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.

§10.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

1. Äâèæåíèå â ïðîèçâîëüíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¸òà.

Ïóñòü 0m  è m  ìàññû òåë S  è M , 0ρr  è ρr  ñîîòâåòñòâóþùèå ðà-

äèóñ-âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèÿ òåë îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-

îðäèíàò O (ñì. ðèñ. 22). Ïîëîæåíèå òåëà M  îòíîñèòåëüíî S  îïðåäå-
ëèì êàê

0ρ−ρ= rrr
r . (10.1.1)



216 Ãëàâà   äåñÿòàÿ

Ñèëà âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ, äåé-
ñòâóþùàÿ íà êàæäîå èç ðàññìàòðèâàå-
ìûõ òåë, áóäåò

2
02

r

mm
kF = , (10.1.2)

ãäå Gk =2  - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ (áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷å-
íèé, ïðèíÿòûõ â òåîðèè äâèæåíèÿ íå-
áåñíûõ òåë).

Ñîñòàâèì äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå äâèæåíèå

òåë S  è M  (II çàêîí Íüþòîíà)

r
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02

00 =ρ  , (10.1.3)
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02 . (10.1.4)

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî (10.1.3) è (10.1.4) ïîëó÷èì 00 =ρ+ρ &&r&&r mm .

Èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà äà¸ò

α=ρ+ρ r&r&r mm0 , (10.1.5)

à ïîñëå ïîâòîðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

β+α=ρ+ρ
rrrr

tmm 00 , (10.1.6)

ãäå αr  è β
r

 - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàâåíñòâà (10.1.5) è (10.1.6), çàïèñàííûå â ñêàëÿðíîé ôîðìå, äàþò
øåñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ öåíòðà èíåðöèè ñèñòåìû äâóõ òåë.

2. Îòíîñèòåëüíîå  äâèæåíèå äâóõ òåë.
Âû÷òåì ïî÷ëåííî èç óðàâíåíèÿ (10.1.4) óðàâíåíèå (10.1.3), â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Ðèñ. 22.
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2 +−= , (10.1.7)

îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ äâóõ òåë.

3. Äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî îáùåãî öåíòðà èíåðöèè Ñ .

Ïóñòü Ñ  ïîëîæåíèå öåíòðà èíåðöèè òåë S  è M  îòíîñèòåëüíî

O  îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì σr , òàêèì, ÷òî

( ) ρ+ρ=σ+ rrr
mmmm 000 . (10.1.8)

Åñëè 0s
r

 è s
r

 (ñì. ðèñ. 23) îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òåë S  è M  îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè Ñ , òî

00 s
rrr +σ=ρ ; s

rrr +σ=ρ , 0ssr
rrr −= . (10.1.9)

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà èç (10.1.9) â (10.1.8), ïîëó÷èì

000 =+ smsm
rr

.  (10.1.10)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî 0srs
rrr +=   è

rss
rrr −=0 , ïîëó÷èì

( ) rmsmm
rr −=+ 00 ; ( ) rmsmm

rr

00 =+ . (10.1.11)

Òåïåðü ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îðáèòû, îïèñûâàåìûå òåëàìè

S  è M  âîêðóã èõ îáùåãî öåíòðà èíåðöèè Ñ , ïîäîáíû ìåæäó ñîáîé è
ïîäîáíû îðáèòå, îïèñûâàåìîé îäíèì òåëîì âîêðóã äðóãîãî.

Âûðàçèì èç (10.1.11) r
r

 ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç 0s
r

 è s
r

:
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0 s
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0 +=

è ïîäñòàâèì èõ çíà÷åíèÿ â  óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåë îòíîñèòåëüíî öåíò-
ðà èíåðöèè (10.1.7) , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
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ñîâïàäàþùèå ïî âèäó ñ óðàâíåíèåì
(10.1.7), òî åñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìîæíî çàìåíèòü îäíèì îáùèì óðàâíå-
íèåì âèäà

32 −χ−= rrr
r&&r , (10.1.13)

ãäå 2χ  - ïîëîæèòåëüíûé ïîñòîÿííûé

ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îò ãðàâèòàöè-
îííîé ïîñòîÿííîé è ìàññ ðàññìàòðèâà-
åìûõ òåë.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ðàññìàòðèâàòü
äâèæåíèå îäíîãî òåëà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî, òî ìîæíî ïîëîæèòü

( )mmk +=χ 0
22 . (10.1.14)

Åñëè â óðàâíåíèè (10.1.13) ïðèíÿòü çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

âåëè÷èíó tt χ= , òî îíî ïðèìåò âèä

03 =+ −rrr
r&&r , (10.1.15)

íå ñîäåðæàùèé â ÿâíîì âèäå ìàññû. Òîãäà â çàäà÷å äâóõ òåë èçìåíåíèå
ìàññû áóäåò ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ åäèíèöû âðåìåíè.

§10.2. Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî
  äâèæåíèÿ

Ïîëàãàÿ 222 zyxr ++= , ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (10.1.13) â ñêà-

ëÿðíîé ôîðìå
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(10.2.1)

Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

Ðèñ. 23.
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ïðåäñòàâëÿþùåé äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû ïîä
äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû, èìåþùåé ñèëîâóþ ôóíêöèþ, è ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü ÷åòûðå ïåðâûõ èíòåãðàëà ýòèõ óðàâíåíèé (òðè èíòåãðàëà ñî-
õðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è èíòåãðàë ýíåðãèè).

Èíòåãðàëû ïëîùàäåé (ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ)

Óìíîæàÿ âåêòîðíî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10.1.13) íà r
r

, ïîëó÷èì

( ) 032 =⋅×χ−=× −rrrrr
rr&&rr

 èëè

0=× rr &&rr
. (10.2.3)

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïðèä¸ì ê ðàâåíñòâó

crr
r&rr 2χ=×  èëè cVr

rrr 2χ=× , (10.2.4)

ãäå c
r

- ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàâåíñòâî (10.2.4) âûðàæàåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êî-

ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è çàïèñàííûé â ñêàëÿðíîé ôîðìå (ñì. §2.3) äà¸ò òðè
ïåðâûõ èíòåãðàëà ïëîùàäåé:
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.cxyyx

,czxxz

,cyzzy
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(10.2.5)

Ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè (10.2.4) ñòîèò óäâîåííàÿ ñåêòîðíàÿ ñêî-
ðîñòü äâèæóùåéñÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, èíòåãðàëû ïëîùàäåé âûðàæà-
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þò ïîñòîÿíñòâî ñåêòîðíîé ñêîðîñòè.

Óìíîæèì âòîðîå ðàâåíñòâî (10.2.4) ñêàëÿðíî íà r
r

, òîãäà

[ ] 02 =⋅χ=⋅× rcrVr
rrrrr

, èëè

0=⋅ rc
rr

, (10.2.6)
èëè â ñêàëÿðíîé ôîðìå

0=++ zcycxc zyx . (10.2.7)

Ðàâåíñòâî (10.2.7) ãîâîðèò î òîì, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòî-

ðó c
r

.

Èíòåãðàë ýíåðãèè

Óìíîæàÿ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ (10.2.2) íà  z,y,x &&& , ïîëó÷èì ðàâåí-
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&&&&&& .

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

hrzyx 212222 2 χ+χ=++ −
&&& . (10.2.8)

Âõîäÿùàÿ â ýòî ðàâåíñòâî ïîñòîÿííàÿ h  íîñèò íàçâàíèå ïîñòîÿí-
íîé ýíåðãèè.

Ðàâåíñòâî (10.2.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

( )hrV +χ= −122 2 , (10.2.9)

ãîâîðÿùåì î òîì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ýíåðãèè íå çàâèñèò íè îò âûáîðà ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò, íè îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè.

Òàê êàê ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé, òî ïðè 0<h
äâèæóùàÿñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íå ìîæåò âûéòè èç ñôåðû
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12 −−= hr , (10.2.10)
âî âñåõ òî÷êàõ êîòîðîé ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Ýòó ñôåðó áóäåì íàçû-
âàòü ïîâåðõíîñòüþ íóëåâîé ñêîðîñòè.

§10.3. Äâèæåíèå â ïëîñêîñòè îðáèòû

Íàì èçâåñòíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì

0=++ zcycxc zyx (10.2.7)

äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â íåèçìåííîé ïëîñêîñòè. Ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè è
ñåêòîðíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â íåé îïðåäåëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè èíòåã-

ðèðîâàíèÿ zyx c,c,c .

Ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè îðáèòû â àñòðîíîìèè ïðèíÿòî îïðåäåëÿòü
íå êîýôôèöèåíòàìè å¸ óðàâíåíèÿ, à äâóìÿ óãëàìè, èìåþùèìè íåïîñ-
ðåäñòâåííîå ãåîìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ïóñòü ïðÿìàÿ NNS ′ , íàçûâàåìàÿ ëèíèåé óçëîâ (ñì. ðèñ.24), åñòü

ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè îðáèòû ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ Sxy.

Ïîëóïðÿìàÿ SN , êîòîðóþ òî÷êà M  ïåðåñåêàåò, ïåðåõîäÿ èç îáëàñòè

0<z  â îáëàñòü 0>z , íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ëè-

íèè óçëîâ. Óãîë ìåæäó îñüþ Sx è SN , îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè Sx ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íàçûâàåòñÿ äîëãîòîé âîñõîäÿùåãî óçëà è îáîçíà-

÷àåòñÿ Ω  ( 00 3600 <Ω< ).
Áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëü-

íîé íîðìàëüþ ζS  ê ïëîñêîñòè

îðáèòû òó íîðìàëü, îòíîñèòåëü-

íî êîòîðîé äâèæåíèå òî÷êè M
ïî îðáèòå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Óãîë i
ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû è

ïëîñêîñòüþ Sxy íàçûâàåòñÿ íà-

êëîíîì îðáèòû è ðàâåí óãëó ìåæ- x

y

z

i
N′

N

P

1z
ζ

1x

ξ

S

1y

Ω ω

Ðèñ. 24.
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äó ζS  è SN . Óãëó íàêëîíà îðáèòû 00 900 << i  ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîå

äâèæåíèå, à óãëó 0
0 18090 << i  - îáðàòíîå.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâèæåíèå ïëîñêîå, åñòü ñìûñë ïåðåéòè îò êîîðäè-

íàòíîé ñèñòåìû  Sxyz ê êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå 111 zySx , â êîòîðîé çà

îñíîâíóþ ïëîñêîñòü ïðèíÿòà ïëîñêîñòü òðàåêòîðèè.

Ïåðåõîä ê ñèñòåìå êîîðäèíàò 111 zySx  âûïîëíèì â äâà ýòàïà. Ñíà-

÷àëà ïåðåéä¸ì îò ñèñòåìû êîîðäèíàò Sxyz ê ñèñòåìå êîîðäèíàò zySx 0
1 ,

ïîëó÷àþùåéñÿ èç Sxyz ïóò¸ì ïîâîðîòà îêîëî îñè Sz íà óãîë Ω .

Ôîðìóëû ïåðåõîäà









=
Ω+Ω=

Ω−Ω=

zz

,cosysinxy

,sinycosxx
0

1

0
1

(10.3.1)

çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

z

y

x

cossin

sincos

z

y

x
0
1

100

0

0

⋅ΩΩ
Ω−Ω

= . (10.3.2)

Ïåðåõîä îò ïðîìåæóòî÷íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò zySx 0
1  ê ñèñòåìå

êîîðäèíàò 111 zySx  îñóùåñòâèì ïóò¸ì ïîâîðîòà îêîëî îñè 1Sx  íà óãîë

i . Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îòâå÷àåò ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

1

1

1
0
1

0

0

001

z

y

x

icosisin

isinicos

z

y

x

⋅−= . (10.3.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (10.3.2) çíà÷åíèÿ zy,x 0
1  èç (10.3.3), ïîëó÷èì âûðà-
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æåíèå äëÿ  ïåðåõîäà îò ñèñòåìû êîîðäèíàò Sxyz ê ñèñòåìå êîîðäèíàò

111 zySx

1

1

1

0

0

001

100

0

0

z

y

x

icosisin

isinicoscossin

sincos

z

y

x

⋅−⋅ΩΩ
Ω−Ω

= , (10.3.4)

èëè ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö,

1

1

1

cossin0

cossincoscossin

sinsinsincoscos

z

y

x

ii

ii

ii

z

y

x

⋅Ω−ΩΩ
ΩΩ−Ω

= . (10.3.5)

Òåïåðü ìû ìîæåì óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííûõ èíòåãðè-

ðîâàíèÿ  zyx c,c,c îò óãëîâ Ω  è i . Îòëîæèì ïî íîðìàëè ζS  îòðåçîê

SC,  ðàâíûé

222
zyx cccc ++= (10.3.6)

ðàâíûé ìîäóëþ âåêòîðà c
r

. Êîîðäèíàòû òî÷êè C  â ñòàðîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò ðàâíû zyx c,c,c , à â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �  c,,00 . Èç

ôîðìóëû (10.3.5) ìîæåì ñðàçó ïîëó÷èòü, ÷òî









=

Ω−=
Ω=

.icoscc

,cosisincc

,sinisincc

z

y

x

(10.3.7)

Ïðèíÿâ òåïåðü çà ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ i,,c Ω , âûðàçèì
èíòåãðàëû ïëîùàäåé (10.2.5) â âèäå:
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





χ=−
Ωχ−=−

Ωχ=−

.icoscxyyx

,cosisinczxxz

,sinisincyzzy

&&

&&

&&

(10.3.8)

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò 111 zySx  01 =z  è ñèñòåìà óðàâíåíèé (10.3.8)

ïðèìåò âèä

cxyyx χ=− 1111 && . (10.3.9)

Ââåä¸ì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M : ðàäèóñ-âåêòîð SMr =
è ïîëÿðíûé óãîë (àðãóìåíò øèðîòû) u , îáðàçóåìûé ðàäèóñ-âåêòîðîì

ñ îñüþ 1Sx . Êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M  áóäóò







=
=
=

.z

,usinry

,ucosrx

01

1

1

(10.3.10)

Ñ ó÷¸òîì (10.3.5) ìîæåì íàïèñàòü

( )
( )







=
Ω+Ω=
Ω−Ω=

.sinsin

,coscossinsincos

,cossinsincoscos

iurz

iuury

iuurx

(10.3.11)

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M  ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ çàâèñèìîñòè r  è u  êàê ôóíêöèè âðåìåíè t .

§10.4. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûðàæåíèè r  è u  êàê ôóíêöèè âðåìåíè t
âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëîì ïëîùàäåé (10.3.9) è èíòåãðàëîì ýíåðãèè
(10.2.9)

cxyyx χ=− 1111 && , (10.3.9)
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( )hrV +χ= −122 2 . (10.2.9)

Èñïîëüçóÿ (10.3.10), âûðàçèì ýòè èíòåãðàëû â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ

c
dt

du
r χ=2 , (10.4.1)

hr
dt

du
r

dt

dr 212
2

2
2

2 χχ +=




+





 − . (10.4.2)

Ïîëàãàÿ  0≠c , ïåðåïèøåì (10.4.1) â âèäå

2r

c

dt

du χ= ;
du

dr

r

c

dt

du

du

dr

dt

dr
2

χ== , (10.4.3)

èñïîëüçóÿ êîòîðîå èñêëþ÷èì âðåìÿ èç (10.4.2)

2

22

4

2 2
r

c

r
h

du

dr

r

c −+=






,

èëè

2

2

2
11






 −−+=



















cr

c

c
h

r

c

du

d
,

èëè

2
2

2
11






 −−=










 −

cr

c
A

cr

c

du

d
, (10.4.4)

ãäå 22 −+= chA .
Èíòåãðèðóÿ (10.4.4), ïîëó÷èì

( )ω−=− ucosA
cr

c 1
, (10.4.5)

ãäå ω  - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Âûðàçèì èç (10.4.5) r

( )ω−+
=

ucosAc

c
r

1

2

. (10.4.6)

Ñðàâíèâàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ (4.14)
(ñì. ïðèëîæåíèå IV)

vcose

p
r

+
=

1
, (10.4.7)

ãäå p - ïàðàìåòð, e - ýêñöåíòðèñèòåò, v  - èñòèííàÿ àíîìàëèÿ, ïîëó÷èì

2cp = ,    21 hcAce +== , (10.4.8)

ω−= uv . (10.4.9)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( )21 eap −= , ìîæåì íàïèñàòü

pc = ,     1−−= ah . (10.4.10)

Ðàâåíñòâî (10.4.9) ãîâîðèò î òîì, ÷òî íîâàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ω  åñòü çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî óãëà u , ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷å-

íèþ 0=v , òî åñòü ïåðèöåíòðó. Ýòó ïîñòîÿííóþ áóäåì íàçûâàòü àðãó-
ìåíòîì ïåðèöåíòðà (äëÿ ïëàíåò è êîìåò � àðãóìåíòîì ïåðèãåëèÿ).

Âèä êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ, îïèñûâàåìîãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé M ,

îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Åñëè 0<h , òî 1<e , è äâè-

æåíèå ïðîèñõîäèò ïî ýëëèïñó; åñëè 0=h , òî 1=e , äâèæåíèå ïðîèñõî-

äèò ïî ïàðàáîëå; åñëè 0>h , òî 1>e  è äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ãèïåð-
áîëå.

Èíòåãðàë ýíåðãèè (10.2.9) ïðèìåò òåïåðü âèä

( )1122 2 −− −χ= arV , (10.4.11)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè â êàæäîé òî÷-
êå îðáèòû çàâèñèò òîëüêî îò áîëüøîé ïîëóîñè è ðàäèóñ-âåêòîðà ýòîé
òî÷êè. Âåðíî è îáðàòíîå, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè íà äàííîì
ðàññòîÿíèè îò öåíòðàëüíîãî òåëà, ïðè ôèêñèðîâàííîì χ , îïðåäåëÿåò

âåëè÷èíó áîëüøîé ïîëóîñè. Äëÿ 0<h  ïðè îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå

ñêîðîñòè V  òî÷êà Ì (ðèñ. **) áóäåò îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ýëëèïñû â



227Çàäà÷à äâóõ òåë

çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè. Áîëüøèå æå ïîëóîñè âñåõ ýòèõ
ýëëèïñîâ áóäóò ðàâíû îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå a , îïðåäåëÿåìîé ñîîò-
íîøåíèåì (10.4.11). Êàêîâî áû íè áûëî  íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîé ñêîðî-

ñòè, äâèæóùàÿñÿ òî÷êà íå âûéäåò çà ïðåäåëû îêðóæíîñòè aSA 2= .
Åñëè â óðàâíåíèè (10.4.11) ïîëîæèòü ∞=a , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

äâèæåíèþ ïî ïàðàáîëå, òî ïîëó÷èì ñêîðîñòü

r
Vp

2χ= , (10.4.12)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé.
Äëÿ ýëëèïñîâ ìàëî îòëè÷àþùèõñÿ îò îêðóæíîñòåé (ïðè ar = ),

èç (10.4.11) ïîëó÷èì

r
V

1χ= . (10.4.13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 0=c .  Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (10.4.1)

ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîé 0180+ω=u , ãäå

const=ω , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó S . Äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè M  â ñè-

ñòåìå 111 zySx  ìîæåì çàïèñàòü







=
ω−=
ω−=

.z

,sinry

,cosrx

01

1

1

(10.4.14)

Ðàäèóñ-âåêòîð r  íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

( )hr
dt

dr +χ=




 −12

2

2 , (10.4.15)

ðåøåíèå êîòîðîãî ìû ðàññìîòðèì ïîçæå.
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§10.5. Äâèæåíèå ïî ýëëèïñó

Äëÿ çàâåðøåíèÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë  ðåøèì ñî-
âìåñòíî óðàâíåíèå òðàåêòîðèè (10.4.7)

( )
vcose

ea

vcose

p
r

+
+=

+
=

1
1

1

2

(10.4.7)

è óðàâíåíèå

( )22 1 ea
dt

dv
r −χ= , (10.5.1)

âûðàæàþùåå èíòåãðàë ïëîùàäåé.

Åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ýëëèïñó, òî åñòü êîãäà 01 >< a,e  ,
ìû ìîæåì ââåñòè â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé ýêñöåíòðè-

÷åñêóþ àíîìàëèþ E  (ñì. ïðèëîæåíèå IV ï.4).

Esineavsinr 21−= , (10.5.2)

( )eEcosavcosr −= , (10.5.3)

( )Ecosear −= 1 . (10.5.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ (10.5.2) è (10.5.3), ïîëó÷èì

dEeardv 21−= . (10.5.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (10.5.4) è (10.5.5) â (10.5.1), ïîëó÷èì

( ) dtadEEcose 2

3

1
−

χ=− . (10.5.6)

Èíòåãðèðóÿ (10.5.6), íàéä¸ì óðàâíåíèå Êåïëåðà

( )TtaEsineE −χ=−
−

2

3

, (10.5.7)

ãäå T  - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ,

2

3

0
2

3
−−

+=χ= ammkan (10.5.8)

íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì, à
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( )TtnM −=  - (10.5.9)

ñðåäíåé àíîìàëèåé.
Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ïëàíåò âìåñòî ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâà-

íèÿ T , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ïëàíåòû ÷åðåç ïå-
ðèãåëèé, óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûì îïðåäåë¸ííûì ìîìåíòîì

âðåìåíè 0t , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

( ) 00 MttnM +−= , (10.5.10)

ãäå

( )TtnM −= 00 (10.5.11)

åñòü ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ýïîõè 0t .

Âû÷èñëåíèå ñðåäíåé àíîìàëèè M  ïî ôîðìóëå (10.5.10) óäîáíåå

ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ, òàê êàê 0M  ñîõðàíÿåò ñìûñë è ïðè 0=e ,

êîãäà T  ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåë¸ííûì.

Ïðè âîçðàñòàíèè   E  îò ∞−  äî ∞+  ôóíêöèÿ  EeE sin− , ïðî-
èçâîäíàÿ  êîòîðîé âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â òåõ
æå ãðàíèöàõ è óðàâíåíèå Êåïëåðà

MEeE =− sin (10.5.12)

ïðè ëþáîì M  èìååò îäíî è òîëüêî îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ  ñ ïîìîùüþ (10.5.12) E , ñîîòâåòñòâóþùåãî

çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè t , ïî ôîðìóëàì (10.5.2)-(10.5.4) ìîæíî íàé-

òè r  è v , à ñëåäîâàòåëüíî, è ω+= vu . Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (10.3.11)
îïðåäåëèì êîîðäèíàòû zyx ,, .

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû äâèæóùåãîñÿ òåëà áóäóò âûðàæåíû

÷åðåç âðåìÿ t  è øåñòü ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ωΩ ,,,,, 0 iMea ,

êîòîðûå ìîãóò áûòü èçìåðåíû ñ ïîìîùüþ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.
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§10.6. Äâèæåíèå ïî ãèïåðáîëå

Äâèæåíèå ïî ãèïåðáîëå îòëè÷àåòñÿ îò ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

òåì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (10.4.7) è (10.5.1) íàäî ïîëîæèòü 1>e  è 0<a .

Óðàâíåíèÿ (10.5.2) è (10.5.3), âûðàæàþùèå r  è v  ÷åðåç E , ïðèìåíèìû
è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè òîæäåñòâåííî óäîâ-
ëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ îðáèòû (10.4.7) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ a  è e.  Ïðè

ýòîì íàäî ïîìíèòü, ÷òî äëÿ 1>e  è 0<a  ôîðìóëû  (10.5.2) è (10.5.3)

äàþò äëÿ Esin  ìíèìîå çíà÷åíèå, à Ecos  îñòà¸òñÿ âåëè÷èíîé âåùå-
ñòâåííîé. Ââåä¸ì âåëè÷èíó

iEH = , (10.6.1)
èìåþùóþ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Òîãäà

shHEsini = , chHEcos = . (10.6.2)
Ñîîòíîøåíèÿ  (10.5.2) ,  (10.5.3) è (10.5.4) ïðèìóò âèä

shHeavsinr 12 −= , (10.6.3)

( )chHeavcosr −= , (10.6.4)

è

( )1−= echHar . (10.6.5)

Óðàâíåíèå Êåïëåðà ïðèìåò âèä

( )TtaHeshH −χ=− −
2

3

. (10.6.6)

Ïðè èçìåíåíèè H  îò ∞−  äî ∞+  ñòîÿùàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ

HeshH−  ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ â òåõ æå ãðàíèöàõ, ïîñêîëüêó å¸ ïðî-

èçâîäíàÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çíà÷åíèþ t
ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(10.6.6).
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§10.6. Äâèæåíèå ïî ïàðàáîëå

Ïîëàãàÿ 1=e , ïîëó÷èì äâèæåíèå ïî ïàðàáîëå è óðàâíåíèå òðà-
åêòîðèè ïðèìåò âèä

vcos

p
r

+
=

1
. (10.7.1)

Ïîëîæèì

pq
2
1= , (10.7.2)

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ê âèäó

2
2 v

secqr = . (10.7.3)

Èç ïîñëåäíåå ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ
õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì q , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïåðèãåëüíûì

ðàññòîÿíèåì, òàê êàê ïðè 0=v  qr = .
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (10.7.3) â èíòåãðàë ïëîùàäåé

q
dt

dv
r 22 χ= ,

ïîëó÷èì

dtqdv
v

sec 2

3
4 2

2

−
χ= . (10.7.4)

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â âèäå

2

3
2

2
22

1

q

dtv
tgd

v
tg

χ=










 + . (10.7.5)

Ïîëàãàÿ

σ=
2
v

tg , (10.7.6)

ïîëó÷èì
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B
23

1 3 χ=σ+σ , (10.7.7)

ãäå

( )TtqB −=
−

2

3

(10.7.8)

íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì àðãóìåíòîì.
Ïðè èçìåíåíèè v  îò �1800 äî +1800 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10.7.7)

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò ∞−  äî ∞+  è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ âðåìå-

íè t  ìû áóäåì èìåòü òîëüêî îäíî âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå v .


