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Ãëàâà XI
Òåîðèÿ êîëåáàíèé

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìàëûìè êîëå-
áàíèÿìè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîé âûäàþùèéñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàí-
æà (ñì. ãëàâó III).

§11.1. Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì
  îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì  êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ôóí-
êöèåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
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è ôóíêöèåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

( )nqqqVV ,...,, 21= . (11.1.2)

Âûáåðåì íà÷àëî îòñ÷¸òà êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëî-

æåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâîâàëè çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò 01 =q ,

02 =q ,�, 0=nq . Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî â íà-

÷àëå êîîðäèíàò ( ) 00,...,0,0 =V . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç óñëîâèÿ ìèíè-

ìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà ôóíêöèè), âûòåêàåò

0...
21

=
∂
∂==

∂
∂=

∂
∂

nq

V

q

V

q

V
. (11.1.3)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ (11.1.2) â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò â ðÿä
Òåéëîðà
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ñ ó÷¸òîì âûøåñêàçàííîãî, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè òðåòüåãî è áîëåå âûñî-
êèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè, ìû ìîæåì çàïèñàòü
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Òàê êàê constbri = , (11.1.4) åñòü îïðåäåë¸ííî-ïîëîæèòåëüíàÿ,

îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò.

Êîýôôèöèåíòû irri bb =  íàçîâ¸ì êîýôôèöèåíòàìè óïðóãîñòè.

Îáîáù¸ííûå ñèëû, îòíåñ¸ííûå ê ñîîòâåòñòâóþùèì îáîáù¸ííûì êîîð-
äèíàòàì, áóäóò èìåòü âèä
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ãäå rQ - âîññòàíàâëèâàþùèå ñèëû, îáóñëîâëåííûå îòêëîíåíèÿìè ìåõà-

íè÷åñêîé ñèñòåìû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàëîæåííûå íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

ñâÿçè íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, çàäàííàÿ ðà-
âåíñòâîì (11.1.1) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îäíîðîäíóþ êâàäðàòè÷íóþ

ôóíêöèþ îò îáîáù¸ííûõ ñêîðîñòåé, à êîýôôèöèåíòû ria  áóäåì ñ÷è-

òàòü ôóíêöèÿìè îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò. Ïîëàãàÿ îáîáù¸ííûå ñêîðîñ-

òè ìàëûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçëîæèì ria  â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè 01 =q , 02 =q ,�, 0=nq , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì:
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå â (11.1.1) è îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëå-
íàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:
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Ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû ( ) riri m,...,,a =000  áóäåì íàçûâàòü êî-

ýôôèöèåíòàìè èíåðöèè ñèñòåìû. Îêîí÷àòåëüíî (11.1.1) ìîæíî çàïèñàòü
òàê:

∑∑
= =

=
n

r

n

i
irri qqmT

1 12

1
&& . (11.1.7)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ýíåðãèè

CconctVT ==+ . (11.1.8)
Åñëè ñèñòåìà íà÷èíàåò äâèæåíèå â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ìàëîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ïîñòîÿííàÿ C
áóäåò ìàëà. Ìàëûìè âî âñ¸ âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäóò òàêæå îáîáù¸ííûå

êîîðäèíàòû q  è îáîáù¸ííûå ñêîðîñòè q& , à ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áó-

äåò óñòîé÷èâûì. Ïîêàæåì ýòî. Ïîñêîëüêó 0≥T , äâèæåíèå ïðîèñõî-
äèò â îáëàñòè

CV ≤ . (11.1.9)

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ nqqq ,...,, 21  îñòàþòñÿ ìàëûìè (â

ñèëó ìàëîñòè C ) âî âñ¸ âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó âî âðåìÿ äâèæåíèÿ

0≥V , ñïðàâåäëèâûì áóäåò è íåðàâåíñòâî

CT ≤ ,          (11.1.10)

è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû nqqq &&& ,...,, 21  òàêæå áóäóò ìàëûìè. Òàêèì

îáðàçîì, äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê äåéñòâèòåëüíîìó äâèæå-
íèþ ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü, ñîõðàíèâ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñëàãàåìûå
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ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî qq &,  è q&& . Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü

ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå áóäåò

çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C  èç (11.1.8).
Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò îáîáù¸ííûõ
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Ñ ïîìîùüþ (11.1.7) âûðàçèì 
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Àíàëîãè÷íî èç (11.1.4) ïîëó÷èì
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Ðàâåíñòâà  (11.1.11) òåïåðü çàïèøóòñÿ òàê:
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0&& , ( )n,...,,r 21= .          (11.1.14)

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ( )rim  ÷åðåç M , ìàòðèöó ( )rib  - ÷åðåç B , âåê-

òîð (ìàòðèöó-ñòîëáåö) { }nq,...,q,q 21  - ÷åðåç q , òîãäà óðàâíåíèÿ (11.1.14)

ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

0BqqM =+&& .          (11.1.15)

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç êâàäðàòè÷íûõ ôîðì (â äàííîì ñëó÷àå êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (11.1.7)) îïðåäåë¸ííî-ïîëîæèòåëüíàÿ, ôîðìû (11.1.4)
è (11.1.7) ñ ïîìîùüþ äåéñòâèòåëüíîãî íåîñîáåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîá-
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ðàçîâàíèÿ ìîæíî îäíîâðåìåííî ïðèâåñòè ê  ñóììàì êâàäðàòîâ ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè1, ïðè ýòîì ìîæíî íàéòè òàêèå íîâûå êî-

îðäèíàòû n,...,, ξξξ 21 , ñâÿçàííûå ñ nq,...,q,q 21  ëèíåéíûìè ñîîòíîøå-

íèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ìû ìîæåì çàïèñàòü
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Êîýôôèöèåíòû rλ  è rp  âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-

íûå. Ïîäñòàâëÿÿ (11.1.16) â óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, ìû óâèäèì, ÷òî ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé (11.1.15) ðàñïàä¸òñÿ íà n  ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûõ óðàâ-
íåíèé:

02 =ξ+ξ rrr p&& , ( )n,...,,r 21= .          (11.1.17)

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè 0=t  ïîëîæèòü rr α=ξ , à rr β=ξ& , òî ðå-

øåíèåì (11.1.17) áóäåò

tpsin
p

tpcos r
r

r
rrr

β+α=ξ , ( )n,...,,r 21= .          (11.1.18)

Êîîðäèíàòû n,...,, ξξξ 21  íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè èëè íîðìàëüíûìè

êîîðäèíàòàìè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû; êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì èçìå-
íÿåòñÿ ëèøü îäíà ãëàâíàÿ êîîðäèíàòà, à îñòàëüíûå âñ¸ âðåìÿ ðàâíû
íóëþ, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì êîëåáàíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî â
ãëàâíîì êîëåáàíèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíàÿ êîîðäèíàòà âîçáóæäåíà,
à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû íàõîäÿòñÿ â ïîêîå. Êàê âèäíî èç ôîðìóë

(11.1.17), â r -îì ãëàâíîì êîëåáàíèè êîîðäèíàòà rξ  èçìåíÿåòñÿ ïî ãàð-

ìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ïåðèîäîì 
rp

π2
. Âñåãî èìååòñÿ n  òàêèõ ïåðèîäîâ,

1 Åôèìîâ Í.Â., Ðîçåíäîðí Ý.Ð., Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ìíîãîìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ -
Ì.: Íàóêà, 1970. Ñ.357.
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íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ; èõ íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè ïåðèîäàìè èëè
ïåðèîäàìè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïåðèîäû ñâîáîäíûõ êîëåáà-
íèé ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû è íå çàâèñÿò îò ëàãðàíæåâûõ êî-
îðäèíàò, âûáðàííûõ ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû. Ãëàâíîå
êîëåáàíèå ñ íàèáîëüøèì ïåðèîäîì, à çíà÷èò, ñ íàèìåíüøåé ÷àñòîòîé,

òî åñòü êîëåáàíèå ñ íàèìåíüøèì rp , íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì êîëåáàíèåì.

Â ñèëó òîãî, ÷òî q  çàâèñèò îò î  ëèíåéíî, ëþáîå êîëåáàíèå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåðïîçèöèÿ ãëàâíûõ êîëåáàíèé.
Ïóñòü â ãëàâíîì êîëåáàíèè, äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè â ïåðâîì ãëàâ-

íîì êîëåáàíèè, êîîðäèíàòû 032 =ξ==ξ=ξ n... , òî ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî îòíîøåíèÿ nq:...:q:q:q 321  ïîñòîÿííû.

Ïóñòü q  è î  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
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òîãäà â ïåðâîì ãëàâíîì êîëåáàíèè

121

2

11

1

n

n

m

q
...

m

q

m

q ===         (11.1.20)

è êàæäàÿ êîîðäèíàòà rq  èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ïåðè-
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Ïðåîáðàçîâàíèå (11.1.19) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Mîq = ,                    (11.1.22)
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ãäå q - âåêòîð (ìàòðèöà-ñòîëáåö) { }nq,...,q,q 21 , î - âåêòîð (ìàòðèöà-

ñòîëáåö) { }n,...,, ξξξ 21 , à M  - êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ( )rim .

§11.2. Íàëîæåíèå ñâÿçè

Íàëàãàÿ íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ n  ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îäíó

ñâÿçü ìû ïîëó÷èì íîâóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ 1−n  ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû. Ïðè ýòîì ñèñòåìà áóäåò îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: çíà÷å-

íèÿ 1−n  ïåðèîäîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ýòîé ñèñòåìû áóäóò çàêëþ÷åíû
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðèîäîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïåð-
âîíà÷àëüíîé ñèñòåìû. Îñíîâíàÿ ÷àñòîòà ñèñòåìû ïðè íàëîæåíèè ñâÿçè
óâåëè÷èòñÿ.

Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñèñòåìó â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ, òîãäà
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Ïóñòü âñå ïåðèîäû ðàçëè÷íû è 22
1

2
2

2
1 nn pp...pp <<<< − .

Óðàâíåíèå ñâÿçè ïðåäñòàâèì â âèäå

02211 =+++ nnqA...qAqA . (11.2.2)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ íåñâîáîäíîé ñèñòåìû áóäóò èìåòü âèä

rrrr Aqpq λ=+ 2
&& , ( )n,...,,r 21= , (11.2.3)

ãäå λ  - íåîïðåäåë¸ííûé ìíîæèòåëü. Óðàâíåíèåì ñâÿçè áóäåò óðàâíåíèå

(11.2.2). Äëÿ ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ íåñâîáîäíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäîì 
p
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îòêóäà, ñ ó÷¸òîì (11.2.3) ïîëó÷èì

( ) rrr Aqpp λ=+− 22 . (11.2.5)

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå ñâÿçè (11.2.2) ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðèîäîâ
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A
. (11.2.6)

Åñëè íè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ rA  íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è èñõîä-

íàÿ ñèñòåìà íå èìååò îäèíàêîâûõ ïåðèîäîâ, òî îäèí èç êîðíåé 2p  ëå-

æèò ìåæäó 2
1p   è 2

2p , îäèí � ìåæäó 2
2p  è 2

3p  è òàê äàëåå.

Åñëè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ rA  ðàâåí íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ

êîîðäèíàòà îñòà¸òñÿ ãëàâíîé â ïåðèîä ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ íå èçìåíÿ-
åòñÿ. Åñëè äâà ïåðèîäà èñõîäíîé ñèñòåìû îäèíàêîâû, òî èõ îáùåå çíà-
÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ïåðèîäîì íåñâîáîäíîé ñèñòåìû.

§11.3. Ïðèíöèï Ðåëåÿ

Åñëè íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ n  ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàëîæèòü

1−n  ñâÿçü, òî ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ôèçè÷åñêè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû çàäàëè ôîðìó êîëåáàíèé ñèñòåìû.

Îïðåäåëèì ïåðèîä êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû.
Ââåä¸ì ãëàâíûå êîîðäèíàòû (ñì. (11.2.1)) äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû,

òàêèå, ÷òî

( )

( )








+++=

+++=

.qp...qpqpV

,q...qqT

nn

n

222
2

2
2

2
1

2
1

22
2

2
1

2
1
2
1

&&&

(11.3.1)

Óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïðåäñòàâèì â âèäå

n

nq
...

qq

α
==

α
=

α 2

2

1

1 . (11.3.2)
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Ïóñòü îáùàÿ âåëè÷èíà îòíîøåíèé (11.3.2) åñòü θ , êîòîðóþ ìû
ïðèìåì â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîé îáîáù¸ííîé (ëàãðàíæåâîé) êîîðäèíà-
òû íåñâîáîäíîé ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ (11.3.2) ïåðåïèøåì (11.3.1) â âèäå:

( )

( ) 








θα++α+α=

θα++α+α=

.p...ppV

,...T

nn

n

2222
2

2
2

2
1

2
1

222
2

2
1

2

1
2

1 &

(11.3.3)

Ïåðèîä êîëåáàíèé íåñâîáîäíîé ñèñòåìû áóäåò ðàâåí 
p

π2
, ãäå

22
2

2
1

222
2

2
2

2
1

2
12

n

nn

...

p...pp
p

α++α+α
α++α+α= . (11.3.4)

Åñëè ïðàâóþ ÷àñòü (11.3.4) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ

îò n,...,, ααα 21 , òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðèîáðåòàåò

ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå, åñëè âñå α , êðîìå îäíîé, ðàâíû íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó ñîñòàâëÿþ-
ùóþ ñîäåðæàíèå ïðèíöèïà Ðåëåÿ:

Ïåðèîä êîëåáàíèé íåñâîáîäíîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóí-
êöèÿ îò ñâÿçåé, èìååò ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå, åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà âû-
íóæäåíà ñîâåðøàòü îäíî èç ñâîèõ ãëàâíûõ êîëåáàíèé.

Çàäà÷à ¹30.

Íåâåñîìàÿ ñòðóíà äëèíîé a4  íàòÿíóòà ñèëîé F  ìåäó äâóìÿ ôèê-

ñèðîâàííûìè òî÷êàìè. Íà ñòðóíå çàêðåïëåíû òî÷å÷íûå ìàññû m , m
3
4

,

m  íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà è îò êîíöîâ ñòðóíû (ðèñ. 25).
Ñèñòåìà ñîâåðøàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè. Íàéòè
äâèæåíèå ñèñòåìû.
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Çàïèøåì óñëîâèå çàäà÷è êðàòêî.

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Óäëèíåíèå ïåðâîãî ó÷àñòêà
ñòðóíû ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû
âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî x

åñòü 
a

x

2

2

, âòîðîãî - 
( )

a

yx

2

2−
, òðå-

òüåãî - 
( )

a

zy

2

2−
, ÷åòâ¸ðòîãî - 

a

z

2

2

.

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðèìåò âèä:

( ) ( ){ }=+−+−+= 2222

2
zzyyxx

a

F
V

( )yzxyzyxmn −−++= 22222 , (11.3.5)

ãäå 
ma

F
n

2
2 = .

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì






 ++= 222

3

4

2

1
zyxmT &&& . (11.3.6)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

Íàéòè Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Äàíî a4 ,

F ,
m ,

m
3
4

m m

m
3

4

y zx

Ðèñ. 25
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0=
∂
∂+





∂
∂

q

V

q

T

dt

d
&

, (11.3.7)

ãäå q  ïðèíèìàåò ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ x , y , z, â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

( )
( )

( ) 








=−+

=−+−+

=−+

.yznz

,zyxny

,yxnx

022

022
3
4

022

2

2

2

&&

&&

&&

(11.3.8)

Äëÿ ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì 
p

π2
 ïîëó÷èì

2p
z

z

y

y

x

x −===
&&&&&&

. (11.3.9)

Ïîäñòàâëÿÿ z,y,x &&&&&&  â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (11.3.8), ïîëó÷èì

( )

( ) 









=−+

=+




 −+

=+−

.znpyn

,znynpxn

,ynxnp

042

024
3

4
2

024

222

2222

222

        (11.3.10)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (11.3.10) áóäåò èìåòü ðåøåíèå åñëè

0

420

24
3

4
2

024

222

2222

222

=

−

−

−

npn

nnpn

nnp

.         (11.3.11)

Ðåøåíèåì (11.3.11) áóäóò òðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿ 2p :
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22
1 np = ,  22

2 4np = ,  22
3 6np = .         (11.3.12)

Äëÿ ïåðâîãî (ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ) 22 np =  ñèñòåìà óðàâíåíèé

(11.3.10) çàïèøåòñÿ â âèäå:







=−
=+−
=+−

.zy

,zyx

,yx

032

0343

023

       

     

(11.3.13)

Èç (11.3.13) äëÿ ïåðâîãî ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ, ïîëó÷èì

232
zyx == . (11.3.14)

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ âòîðîãî ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ
22 4np = , ïîëó÷èì

101 −
== zyx

, (11.3.15)

äëÿ òðåòüåãî ãëàâíîãî êîëåáàíèÿ 22 6np =

111
zyx =

−
= . (11.3.16)

Ôîðìû âñåõ òð¸õ ãëàâíûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 26.

Ðèñ. 26.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ê ãëàâíûì êîîðäèíàòàì ζηξ ,, , ñ ó÷¸òîì (11.3.14),

(11.3.15) è (11.3.16) èìååò âèä







ζ+η−ξ=
ζ−η+ξ=
ζ+η+ξ=

.z

,y

,x

   

   

2

03

2

(11.3.17)

Îòêóäà

( )

( )

( )













+−=ζ

−=η

++=ξ

.zyx

,zx

,zyx

343
10

1
2
1

2
10

1

 (11.3.18)

Ðàâåíñòâà (11.3.5) è (11.3.6), âûðàæåííûå ÷åðåç ζηξ ,,  ïðèìóò âèä

ñóììû êâàäðàòîâ:






 ζ+η+ξ= 222

3

10
220

2

1 &&&mT , (11.3.19)

( )2222 20820
2
1 ζ+η+ξ= mnV . (11.3.20)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (11.3.7) ïðèìóò âèä:









=ζ+ζ

=η+η
=ξ+ξ

.n

,n

,n

06

04

0

2

2

2

&&

&&

&&

(11.3.21)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà (11.3.21) ïðèâåäåíî â çàäà÷å ¹**.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ

â ïîêîå â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ è äâèæåíèå âûçûâàåòñÿ ìàëûì ïîïå-
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ðå÷íûì èìïóëüñîì âåëè÷èíîé mu, ïðèëîæåííûì ê ïåðâîé ÷àñòèöå. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìû áóäåì èìåòü

0=== zyx ; ux =& , 0== zy && . (11.3.22)

0=ζ=η=ξ ; u
10
1=ξ& , u

2
1=η& , u

10
3=ζ& . (11.3.23)

Â ëþáîé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò

tpsin
p

u
1

110
=ξ , tpsin

p

u
2

210

5=η , tpsin
p

u
3

310

3=ζ 11.3.24)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ζηξ ,,  â (11.3.17), ïîëó÷èì îêîí-

÷àòåëüíîå ðåøåíèå
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u
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p

tpsin
p

tpsin
p

u
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3
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2
2

1
1

3
3

1
1

3
3

2
2

1
1

352

10

11

10

3

352

10

(11.3.25)

ãäå

ma

F
n

ppp

2641
2

2
3

2
2

2
1 ==== . (11.3.26)

Äîïîëíåíèå.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ 2
3

2
2

2
1 p,p,p ,  èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ðåëåÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (11.3.5) è (11.3.6)
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 ++= 222

3

4

2

1
zyxmT &&& , (11.3.5)

( )yzxuzyxmnV −−++= 22222 . (11.3.6)

Åëè ñèñòåìó çàñòàâèòü ñîâåðøàòü òàêèå êîëåáàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ â
ñîîòâåòñòâèè ñ (11.3.2)

γ
=

β
=

α
zyx

, (11.3.27)

ïåðèîä èõ áóäåò ðàâåí 
p

π2
, ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.3.4)

( )
222

2222
2

3

4
4

γ+β+α

βγ−αβ−γ+β+α= n
p . (11.3.28)

Ãëàâíîå êîëåáàíèå, äëÿ êîòîðîãî 0==+ yzx ; ïîëàãàÿ γ−=α ,

0=β , íàéä¸ì

22
2

2 4npp == . (11.3.29)

Ãëàâíîå êîëåáàíèå, äëÿ êîòîðîãî zx = ; ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ γ=α :

( ) ( )
( ) ( )22

22

22

22

2

2

623

23
23

22
6 β+α+β−α

β+α+β−α=
β+α

β+αβ−α=
n

p
. (11.3.30)

Âûðàæåíèå (11.3.30) áóäåò ñòàöèîíàðíûì ïðè 
3

2=
β
α

 è 1−=
β
α

.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ 2p  áóäóò ðàâíû

22
1 np = ,  22

3 6np = . (11.3.31)
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