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Ãëàâà XII
Òåîðèÿ óäàðà

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè óäàðà � î÷åíü áûñòðûõ (âíåçàï-
íûõ) èçìåíåíèé äâèæåíèÿ ïðè âîçäåéñòâèè íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê òàê íàçûâàåìûõ óäàðíûõ èìïóëüñîâ.  Ïðè èçó÷åíèè òåîðèè óäàðà
áóäåì èñïîëüçîâàòü âòîðóþ ôîðìó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ, êàê
ìû óâèäèì äàëåå, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèñïîñîáëåíà ê îïèñàíèþ èçó-
÷àåìûõ äâèæåíèé.

§ 12.1. Óäàðíûé èìïóëüñ

Ïîä óäàðíûìè èìïóëüñàìè (íèæå áóäåò äàíî äîïîëíèòåëüíîå îï-
ðåäåëåíèå óäàðíîãî èìïóëüñà) áóäåì ïîíèìàòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé äåé-
ñòâèÿ áîëüøèõ ñèë â òå÷åíèå êîðîòêèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè. Íàïèøåì
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Xxm =&& . (12.1.1)

Ïóñòü X  åñòü èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè  ( )tXX = , òîãäà

èíòåãðèðóÿ (12.1.1), ïîëó÷èì

( ) ∫=−
2

1

12

t

t

Xdtuum , (12.1.2)

ãäå  ÷åðåç ru  îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå x&  â ìîìåíòû âðåìåíè rtt = . Ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà âåëè÷èíà 12 tt −=τ  ìàëà, à ôóíê-

öèÿ X  â ïðîìåæóòêå âðåìåíè ( )τ+11 t,t  âåëèêà íî èíòåãðàë

PXdt
t

t

=∫
2

1

(12.1.3)

èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå. Âåëè÷èíó P  áóäåì íàçûâàòü ñîñòàâëÿþùåé
èìïóëüñà.
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Óäàðíûé èìïóëüñ ìû îïðåäåëèëè êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé äåéñòâèÿ
áîëüøîé ñèëû â òå÷åíèå ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, èìåÿ â âèäó íå

ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ïðåäåë  ïðè 0→τ , à ìàëûé, íî êîíå÷íûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òî åñòü ìû èìååì â âèäó ôèçè÷åñêè ìàëûé, à íå

ìàòåìàòè÷åñêè ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ .  Çà âðåìÿ îò 1t  äî τ+1t
êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íå èçìåíèòüñÿ, à ñêîðîñòü

â ìîìåíò âðåìåíè 1t  èçìåíèòñÿ ñêà÷êîì.  Ïîñêîëüêó  â äàííîì ñëó÷àå

ïðèñóòñòâóþò ëèøü óäàðíûå ñèëû, êîîðäèíàòû áóäóò ñîõðàíÿòü ïîñòî-

ÿííûå çíà÷åíèÿ, ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè 01 −t  áóäåì ñ÷èòàòü çà-

äàííûìè, à ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè 01 +t  òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü.

Òàê êàê êîîðäèíàòà x  â õîäå ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è ñ÷èòàåòñÿ íåèçìåí-

íîé, çàìåíèì x&  íà u .
Óðàâíåíèÿ (12.1.2) è (12.1.3) âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíå-

íèÿìè äëÿ êîîðäèíàò z,y  îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )
( )
( ) 





=−
=−
=−

,Rwwm

,Qvvm

,Puum

0

0

0

(12.1.4)

ãäå { }R,Q,P  - ñîñòàâëÿþùèå óäàðíîãî èìïóëüñà, äåéñòâóþùåãî íà

ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó â ìîìåíò âðåìåíè  1t , { }000 w,v,u  - ñîñòàâëÿþùèå

ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè  01 −t  (òî åñòü íåïîñ-

ðåäñòâåííî ïåðåä ïðèëîæåíèåì èìïóëüñà), à { }w,v,u  - ñîñòàâëÿþùèå

ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 01 +t  (òî åñòü íåïîñ-

ðåäñòâåííî ïîñëå ïðèëîæåíèÿ èìïóëüñà). Åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïå-
ðåä ïðèëîæåíèåì èìïóëüñà ïîêîèëàñü, òî óðàâíåíèÿ (12.1.4) ïðèìóò âèä

Pmu= ,    Qmv= ,   Rmw= . (12.1.5)

Îáîçíà÷èì  ÷åðåç X ′  ðåàêöèþ ñâÿçè, äåéñòâóþùóþ â òå÷åíèè âðå-
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ìåíè îò 1t  äî τ+1t , òî èíòåãðàë ∫ ′=′
2

1

t

t

PdtX  áóäåò èìåòü êîíå÷íîå

çíà÷åíèå, êîòîðîå íàçîâ¸ì óäàðíûì èìïóëüñîì ñèë ðåàêöèè.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íà êîòîðóþ äåéñòâóþò

óäàðíûå èìïóëüñû. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â òå-
÷åíèè ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè τ  íå èçìåíÿþòñÿ, ïîñòîÿííûìè áó-

äóò è êîýôôèöèåíòû jrA  è rA  â óðàâíåíèÿõ ñâÿçè (2.7.2)

∑
=

=+
N

r
jrjr AxA

1

0& , k,...,,j 21= , (2.7.2)

÷òî ñóùåñòâåííî óïðîñòèò ðåøåíèå.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íå èçìåíÿþòñÿ,

ëîãè÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðîé ôîðìîé îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (2.7.5)

( )∑
=

=∆−
N

r
rrr xXxm

1

0&&& . (2.7.5)

Êîíå÷íûå âàðèàöèè ñêîðîñòè u∆  óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(2.7.4)

∑
=

=∆
N

r
jjr uA

1

0 , k,...,,j 21= . (2.7.4)

Ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿíñòâî êîýôôèöèåíòîâ jrA , ìîæíî óêàçàòü ñèñòå-

ìû Nu,...,u,u ∆∆∆ 21 , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (12.1.2) â òå÷åíèå

êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ( )τ+11 t,t .

§ 12.2.  Èìïóëüñèâíûå ñâÿçè

Â óðàâíåíèÿõ ñâÿçè

∑
=

=+
N

r
jrjr AxA

1

0& , k,...,,j 21= , (2.7.2)
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êîòîðûå ìû äî ñèõ ïîð èçó÷àëè, êîýôôèöèåíòû jrA  è rA , ñ÷èòàëèñü

ôóíêöèÿìè êëàññà 1C , òî åñòü íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è

âðåìåíè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òåîðèè óäàðà, òðåáóþòñÿ äðóãèå ôóíêöèè.
Ââåä¸ì ñâÿçè, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè

∑
=

=+
N

r
rrjr ExE 0& , k,...,,j ′= 21 , (12.2.1)

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû jrE  è rE  òåðïÿò ðàçðûâû â ìîìåíò âðåìåíè

1t  è íàçîâ¸ì  èõ èìïóëüñèâíûìè ñâÿçÿìè. Êîýôôèöèåíòû jrE  è rE  íå-

ïðåðûâíû äî è ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè 1t , à â ìîìåíò âðåìåíè 1t  îíè

ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ è ìû, òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå ñèñòåìû ïîñòî-

ÿííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ: çíà÷åíèÿ ïðè 01 −t  è çíà÷åíèÿ ïðè

01 +t .

Âûäåëèì äâà òèïà ñâÿçè:

1. Ñâÿçè ïåðâîãî òèïà.  Îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

∑
=

=
N

r
rjr xE

1

0& , k,...,,j ′= 21 , (12.2.2)

íàêëàäûâàþòñÿ âíåçàïíî â ìîìåíò âðåìåíè 1t . Êîýôôèöèåíòû rE  â

óðàâíåíèÿõ  (12.2.1) ïðè ýòîì òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, à êîýôôèöèåí-

òû jrE  ðàâíû íóëþ â ìîìåíò âðåìåíè 01 −t . Íàëîæåíèå ñâÿçè òàêîãî

ðîäà ôàêòè÷åñêè óìåíüøàåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê.

Ïðèìåðîì ñâÿçè òàêîãî òèïà ìîæåò ñëóæèòü äâèæóùàÿñÿ ìàòåðè-

àëüíàÿ òî÷êà, óäàðÿþùàÿñÿ â ìîìåíò âðåìåíè 1t  î ãëàäêóþ íåóïðóãóþ

íåïîäâèæíóþ ïëîñêîñòü 0xx = . Ñâÿçü  â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèåì 0=x&  â ìîìåíò âðåìåíè  01 +t .
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2. Ñâÿçè âòîðîãî òèïà.  Ýòè ñâÿçè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

(1.2.21), â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû  jrE  íåïðåðûâíû (ôàêòè÷åñêè ïîñòî-

ÿííû), à âñå êîýôôèöèåíòû  rE  ðàâíû íóëþ â ìîìåíò âðåìåíè  01 −t  è,

âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íû îò íóëÿ â ìîìåíò âðåìåíè 01 +t , à ÷èñëî ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
 Ïðèìåðîì òàêîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè

0xx = , êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè 1t  âíåçàïíî ïðèõîäèò â äâèæåíèå ñî

ñêîðîñòüþ u  â íàïðàâëåíèè îñè Ox . Óðàâíåíèå ñâÿçè 0=x&  â ìîìåíò

âðåìåíè 01 −t  óñòóïàåò ìåñòî óðàâíåíèþ 0=− ux&  â ìîìåíò âðåìåíè

01 +t .

§ 12.3. Îñíîâíîå óðàâíåíèå òåîðèè óäàðà

 Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò 1t  äî τ+1t , â òå÷åíèå êîòî-

ðîãî äåéñòâóþò êîíå÷íûå ñèëû. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ  áóäåì ñ÷èòàòü
íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â êîíå÷íûõ óðàâíåíèÿõ ñâÿçè

∑
=

=+
N

r
rrjr AuA

1

0 , k,...,,j 21= , (12.3.1)

â òå÷åíèå ýòîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Óðàâ-
íåíèÿ èìïóëüñèâíûõ ñâÿçåé ìîæíî ïîëó÷èòü èç êîíå÷íûõ óðàâíåíèé

∑
=

=θ+
N

r
rrjr uE

1

0 , k,...,,j ′= 21 , (12.3.2)

â êîòîðûõ ôóíêöèÿ âðåìåíè rθ  èçìåíÿåòñÿ çà âðåìÿ îò 1t  äî τ+1t  îò

çíà÷åíèÿ ( )∑
=

−−
N

r
trjr uE

1
01

 äî íóëÿ â ñëó÷àå ñâÿçåé ïåðâîãî òèïà è îò

íóëÿ äî ( ) 01+trE  â ñëó÷àå ñâÿçè âòîðîãî òèïà. Âòîðàÿ ôîðìà îñíîâíîãî

óðàâíåíèÿ ñâÿçè
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( )∑
=

=∆−
N

r
rrr xXxm

1

0&&& (2.7.5)

çàïèøåòñÿ òåïåðü â âèäå

( )∑
=

=∆−
N

r
rrr uXxm

1

0&& , (12.3.3)

ãäå u
r∆  - (êîíå÷íàÿ) âàðèàöèÿ ñêîðîñòè, à å¸ ñîñòàâëÿþùèå óäîâëåòâî-

ðÿþò óðàâíåíèÿì

∑
=

=∆
N

r
rjr uA

1

0 , k,...,,j 21= , (12.3.4)

∑
=

=∆
N

r
rjr uE

1

0 , k,...,,j ′= 21 . (12.3.5)

Êîýôôèöèåíòû jrA   è jrE  â ýòèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ïîñòîÿí-

íû, òàê ÷òî ìîæíî íàéòè âàðèàöèè u
r∆ , îáùèå äëÿ âñåãî èíòåðâàëà âðå-

ìåíè τ . Âûáåðåì ëþáóþ òàêóþ âàðèàöèþ u
r∆  è ïîäñòàâèì å¸ çíà÷åíèÿ

â (12.3.3), èíòåãðèðóÿ â ïðåäåëàõ îò 1t  äî τ+1t , ïîëó÷èì îñíîâíîå óðàâ-

íåíèå òåîðèè óäàðà

( ){ }∑
=

=∆−−
N

r
rrrrr uPuum

1
0 0 , (12.3.6)

ãäå rP  - çàäàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìïóëüñà ∫
τ+1

1

t

t

r dtX . Âåëè÷èíà âðåìåíè

τ  ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé, 0rr u,u  îáîçíà÷àþò çíà÷åíèå rx&  â

ìîìåíòû âðåìåíè 01 −t  è 01 +t .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òåîðèè óäàðà (12.3.6)

âàæíî çíàòü êëàññ u
r∆ , äëÿ êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî. Ðàñ-
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ñìîòðèì âàðèàöèè u
r∆  áîëåå ïîäðîáíî äëÿ êàòàñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî åñòü ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé âîçìîæíûå è âèðòó-
àëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ñîâïàäàþò (ñì. Ãëàâà I, çàäà÷à ¹9).

Ïðè îòñóòñòâèè èìïóëüñèâíûõ ñâÿçåé óðàâíåíèÿ (12.3.4), óäîâëåò-
âîðÿåìûå âàðèàöèÿìè ñêîðîñòåé, ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, óäîâëåò-
âîðÿåìûìè ñàìèìè ñêîðîñòÿìè:

∑
=

=
N

r
rjr uA

1

0 , kj ,...,2,1= . (12.3.7)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåò èäåíòè÷íûì ñ óðàâíåíèåì (2.7.4), òàê
êàê íóëåâàÿ ñêîðîñòü ïðèíàäëåæèò ê êëàññó  âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé è â

îñíîâíîì óðàâíåíèè (12.3.6) âìåñòî u
r∆  ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáîé äî-

ïóñòèìûé âåêòîð ñêîðîñòè ( )NUUUUU ,...,, 21

rr
= . Îñíîâíîå óðàâíå-

íèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

( )∑ ∑
= =

=−
N

r

N

r
rrrrrr UPUuum

1 1
0 . (12.3.8)

Ðàññìîòðèì êàòàñòàòè÷åñêóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà êî-

òîðóþ íàëîæåíà ñâÿçü ïåðâîãî òèïà. Óðàâíåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ u
r∆ ,

áóäóò ñîâïàäàòü ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ ñêîðîñòåé U
r

, êîòîðûå äîïóñòèìû
äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ íàëîæåííûìè ñâÿçÿìè. Îñíîâíîå
óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä:

( )∑
=

=−
N

r
rrrr Uuum

1
0 0. (12.3.9)

Êëàññîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé U
r

 áóäåò ÿâëÿòüñÿ êëàññ äîïóñòè-

ìûõ ñêîðîñòåé â ìîìåíò âðåìåíè 01 +t .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàëî-
æåíà ñâÿçü âòîðîãî òèïà. Ïîñëå íàëîæåíèÿ òàêîé ñâÿçè, ñèñòåìà ìàòå-

ðèàëüíûõ òî÷åê íå áóäåò êàòàñòàòè÷åñêîé, êîýôôèöèåíòû rE  â óðàâíå-

íèè (12.2.1) áóäóò ðàâíû íóëþ â ìîìåíò âðåìåíè 01 −t . Óðàâíåíèÿ
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(12.3.4) è (12.3.5), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò u
r∆ , â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ

óðàâíåíèÿìè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ñêîðîñòè, äîïóñòèìûå â ìîìåíò
âðåìåíè, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé íàëîæåíèþ ñâÿçè.

Îñíîâíîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â ôîðìå

( )∑
=

=−
N

r
rrrr Uuum

1
0 0,           (12.3.10)

à êëàññîì äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé U
r

 áóäåò êëàññ âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé

â ìîìåíò âðåìåíè  01 −t .

§ 12.4. Òåîðåìà î ñóïåðïîçèöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíû íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè

ñèñòåìû è ñèñòåìà èìïóëüñîâ 1P
r

 ñîîáùàåò åé ñêîðîñòü 1u
r

, à ñèñòåìà

èìïóëüñîâ 2P
r

 - ñêîðîñòü 2u
r

. Êàêîâà áóäåò ñêîðîñòü 3u
r

 ïðè îäíîâðå-

ìåííîì ïðèëîæåíèè îáåèõ ñèñòåì èìïóëüñîâ 21 PP
rr

+ ?

Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé (12.3.8), îïóñêàÿ èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ,
çàïèøåì

( )∑ ∑=− UPUuum 101 , (12.4.1)

( )∑ ∑=− UPUuum 202 , (12.4.2)

( ) ( )∑ ∑ +=− UPPUuum 2103 . (12.4.3)

Ýòè óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ñêî-

ðîñòè U
r

, âîçìîæíîé â ñèñòåìå â å¸ ïîëîæåíèè â ìîìåíò âðåìåíè 1t .

Òîãäà äëÿ îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèé U
r

 áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå

( )∑ =−−+ 03021 Uuuuum . (12.4.4)

Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
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0213 uuuu −+= . (12.4.5)

Åñëè ñèñòåìà ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäèëàñü â ïîêîå, òî

213 uuu += , (12.4.6)

òî åñòü ñóïåðïîçèöèÿ èìïóëüñîâ âëå÷¸ò çà ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñêîðîñòåé.

§ 12.5.  Øåñòü òåîðåì îá ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé êàòàñòà-
òè÷åñêèõ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè äåéñòâèè íà íèõ óäàðíûõ èì-
ïóëüñîâ. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ óðàâíåíèé (â ñîêðàù¸ííîé çàïèñè)
âîçüì¸ì  óðàâíåíèÿ (12.3.9) è (12.3.10).

( )∑ ∑=− PUUuum 0 , (12.5.1)

( )∑ =− 00 Uuum . (12.5.2)

1. Ïðèðàùåíèå ýíåðãèè  ñèñòåìû áåç èìïóëüñèâíûõ ñâÿçåé

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (12.5.1)

( )∑ ∑=− PUUuum 0 , (12.5.1)

ãäå ïîä  U
r

 áóäåì ïðèíèìàòü ëþáóþ ñèñòåìó ñêîðîñòåé, âîçìîæíóþ â

ìîìåíò âðåìåíè 1t . Ê ýòîé ñèñòåìå ñêîðîñòåé ïðèíàäëåæàò, â ÷àñòíî-

ñòè, âåêòîðû u
r

 è 0u
r

, à òàê æå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè uu
rr µ+λ 0 .

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè ( )uuU
rrr

+= 02

1
, òîãäà ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷å-

íèå â (12.5.1), ïîëó÷èì

( )( )∑ ∑ +=+−
22

1 0
00

uu
Puuuum , (12.5.3)

èëè ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê
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∑∑∑ +
=−=−

22

1

2

1 02
0

2
0

uu
PmumuTT . (12.5.4)

Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ñóììå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé êàæäîãî èìïóëüñà íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñêîðîñòåé òî÷êè åãî
ïðèëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïðèëîæåíèåì èìïóëüñà è ïîñëå íåãî.

Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäèëàñü â

ïîêîå, òî ñîîáù¸ííàÿ åé ýíåðãèÿ áóäåò ðàâíà ∑ Pu
2

1
, à åñëè ñóììèðî-

âàíèå ïðîèçâîäèòü ïî ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì, òî ñîîáùåííàÿ ñèñòåìå

ýíåðãèÿ áóäåò ðàâíà ( )∑ ++ RwQvPum
2

1
.

2. Òåîðåìà Êàðíî î ïîòåðå  ýíåðãèè ïðè íàëîæåíèè ñâÿçè
     ïåðâîãî òèïà

 Ïðè íàëîæåíèè òàêîé ñâÿçè ïîòåðÿííàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ýíåðãèè ïî-
òåðÿííûõ ñêîðîñòåé.

Ïîòåðÿííîé ñêîðîñòüþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåì íàçûâàòü âåê-
òîðíóþ ðàçíîñòü å¸ ñêîðîñòåé äî è ïîñëå íàëîæåíèÿ ñâÿçåé. Âîñïîëüçó-
åìñÿ óðàâíåíèåì  (12.5.2)

( )∑ =− 00 Uuum . (12.5.2)

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî (ñì. § 12.3.) äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ñêîðî-

ñòåé U
r

, äîïóñòèìîé íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå íàëîæåíèÿ ñâÿçè, â ìîìåíò

âðåìåíè 01 +t . Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëîæèòü uU
rr

= ,
òîãäà (12.5.2) çàïèøåòñÿ â âèäå

( )∑ =− 00uumu . (12.5.5)

Ïðåäñòàâèì ( )0uuu −  â âèäå

( ) ( ){ }2
0

2
0

2
0 2

1
uuuuuuu −+−=− , (12.5.6)
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òîãäà (12.5.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

( )∑ ∑∑ −=− 2
0

22
0 2

1

2

1

2

1
uummumu (12.5.7)

èëè

00 RTT =− . (12.5.8)

Çäåñü ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 0T  åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ìî-

ìåíò âðåìåíè, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé íàëîæåíèþ ñâÿçè, T

- êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñðàçó ïîñëå íàëîæåíèÿ ñâÿçè, à 0R  - êèíåòè÷åñ-

êàÿ ýíåðãèÿ ïîòåðÿííûõ ñêîðîñòåé, ðàâíàÿ

( )∑ −= 2
00 2

1
uumR . (12.5.9)

3. Âûèãðûø ýíåðãèè ïðè íàëîæåíèè ñâÿçè âòîðîãî ðîäà

Ïðè íàëîæåíèè ñâÿçè òàêîãî òèïà ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê âîçðàñòàåò íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ ýíåðãèè ïðèîáðåò¸ííûõ ñêîðîñòåé.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (12.5.2)

( )∑ =− 00 Uuum . (12.5.2)

Îíî ñïðàâåäëèâî (ñì. § 12.3.) äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ñêîðîñòåé U
r

,
äîïóñòèìîé íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íàëîæåíèåì ñâÿçè, â ìîìåíò âðåìå-

íè 01 −t , è ìû ìîæåì ïîëîæèòü 0uU
rr

= . Òîãäà

( )∑ =− 000 uumu .           (12.5.10)

Ïîëàãàÿ, ïî àíàëîãèè ñ (12.5.6)

( ) ( ){ }2
0

2
0

2
00 2

1
uuuuuuu −−−=− ,           (12.5.11)

ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (12.5.10), ïîëó÷èì

RTT =− 0 .                      (12.5.12)
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4. Òåîðåìà Áåðòðàíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èç ñîñòîÿíèÿ ïî-
êîÿ ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå íåêîòîðîé çàäàííîé ñèñòåìîé èìïóëüñîâ.
Ïîâòîðèì ìûñëåííî ýòîò ýêñïåðèìåíò ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íî ñ òîé
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òåïåðü ïîä÷èíèì äî-
ïîëíèòåëüíûì (êîíå÷íûì) ñâÿçÿì. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Ýíåðãèÿ 1T  ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âî âòîðîì ñëó÷àå ìåíüøå

ýíåðãèè T  ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ïåðâîì ñëó÷àå íà âåëè÷èíó ýíåð-

ãèè ïîòåðÿííûõ ñêîðîñòåé (òî åñòü ñêîðîñòè 1uu − ).

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (12.5.1)

( )∑ ∑=− PUUuum 0 , (12.5.1)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî 00 =u , çàïèøåì äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àåâ

∑ ∑= PUmuU , (12.5.13)

∑ ∑= PUUmu1 . (12.5.14)

Îáà óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ 1uU
rr

= . Òîãäà ñ ó÷¸òîì ðàâåí-

ñòâà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (12.5.13) è (12.5.14), ïîëó÷èì

( )∑ =− 011 uumu . (12.5.15)

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ (12.5.6), çàïèøåì

011 ≥=− RTT . (12.5.16)

5. Òåîðåìà Êåëüâèíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íàõîäèâøàÿñÿ â
çàäàííîì ïîëîæåíèè â ïîêîå, ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå óäàðíûìè èìïóëü-
ñàìè, ïðèëîæåííûìè â îïðåäåë¸ííûõ òî÷êàõ; ñêîðîñòè (íî íå èìïóëü-
ñû) â òî÷êàõ óäàðà áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè.



261Òåîðèÿ óäàðà

Òåîðåìà Êåëüâèíà. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìåíüøå,
÷åì â ëþáîì äðóãîì äâèæåíèè, ïðè êîòîðîì óêàçàííûå òî÷êè èìåþò çà-
äàííûå ñêîðîñòè.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (12.5.1) ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê ïîêîèëàñü:

∑ ∑= PUmuU . (12.5.1)

Ïóñòü 2u
r

åñòü ëþáàÿ äðóãàÿ ñèñòåìà ñêîðîñòåé, ïðè êîòîðîé óêà-

çàííûå òî÷êè èìåþò çàäàííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè. Ïîëàãàÿ 2uuU −= rr
,

íàõîäèì

( ) ( )∑ ∑ −=− 22 uuPuumu . (12.5.17)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ, òàê êàê P
r

 îáðàùàåòñÿ

â íóëü âñþäó, ãäå ðàçíîñòü ( )2uu −  îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà

( )∑ =− 02uumu (12.5.18)

è ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

22 RTT =− . (12.5.19)

Òåîðåìà Êåëüâèíà óòâåðæäàåò, ÷òî ýíåðãèÿ ïîòåðÿííûõ ñêîðîñòåé
ïðè äåéñòâèòåëüíîì äâèæåíèè ìèíèìàëüíà.

6. Òåîðåìà Òåéëîðà
    (î ñâÿçè ìåæäó òåîðåìàìè Áåðòðàíà è Êåëüâèíà)

Ïðîèçâåä¸ì ìûñëåííî òðè îïûòà, ïîëàãàÿ â êàæäîì èç íèõ, ÷òî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ â
ïîêîå â íåêîòîðîì çàäàííîì ïîëîæåíèè.

1. Â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñèñòåìû ïðèêëàäûâàþòñÿ óäàðíûå èìïóëü-

ñû, ñîîáùàþùèå ñèñòåìå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ T .
2. Ñèñòåìà ïîä÷èíåíà ñâÿçÿì è ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ òåõ æå óäàð-

íûõ èìïóëüñîâ, ÷òî è îïûòå 1. Ïðèîáðåò¸ííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ïóñòü áóäåò ðàâíà 1T . Ïî òåîðåìå Áåðòðàíà
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011 >=− RTT .

3. Ñèñòåìà ïîä÷èíåíà òåì æå ñâÿçÿì, ÷òî è â ñëó÷àå 1, ïðèêëàäûâà-
þòñÿ óäàðíûå èìïóëüñû òàêèå, ÷òî ñêîðîñòè ýòèõ òî÷åê ñòàíîâÿòñÿ ðàâ-
íûìè òåì, ÷òî áûëè â ñëó÷àå 1; èíûìè ñëîâàìè, ýòè òî÷êè ïîëó÷àþò
òàêîå æå äâèæåíèå êàê â ñëó÷àå 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êåëüâèíà

022 >=− RTT .

Òåîðåìà Òåéëîðà
Ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø â òåîðåìå Êåëüâèíà áîëüøå, ÷åì ïîòåðÿ

ýíåðãèè â òåîðåìå Áåðòðàíà, òî åñòü 12 RR > .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (12.5.13) è

(12.5.14), ãäå ïîëîæèì  2uU
rr

= , à çàòåì 1uU =
r

, òîãäà  óðàâíåíèÿ

(12.5.15) ïðèìóò âèä: ( )∑ =− 012 uumu  è ( )∑ =− 011 uumu .

Âû÷òÿ âòîðîå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì

( )( )∑ =−− 0121 uuuum . (12.5.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }uuuuuuuuuu −−−−=−− 211121 , (12.5.21)

ïåðåïèøåì (12.5.20) â âèäå

( ) ( ) ( ){ } 0211 =−−−−∑ uuuuuum . (12.5.22)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (12.5.6), ïîëó÷èì

01221 =+− RRR , (12.5.23)

ãäå

( )∑ −= 2
1212 2

1
uumR . (12.5.24)

Òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.5.24) 012 >R , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

01212 >=− RRR , (12.5.25)

÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó Òåéëîðà.
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§ 12.6. Èñïîëüçîâàíèå îáîáù¸ííûõ êîîðäèíàò è
   êâàçèêîîðäèíàò â òåîðèè óäàðà

Â òåîðèè óäàðà óäîáíî èñïîëüçîâàòü êâàçèêîîðäèíàòû, ïîäîáíî
òîìó, êàê îíè èñïîëüçîâàëèñü â óðàâíåíèÿõ Ãèááñà-Àïïåëÿ â ïÿòîé ãëàâå.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (6.1.7)

∑
=

α+α=
k

i
ririr dtdqdx

1

, ( )Nr ,...,2,1= , (6.1.7)

ãäå k  - ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè  óðàâíåíèÿ (6.1.7) íà dt  ïîëó÷èì

∑
=

α+ωα=
k

i
ririru

1

, ( )Nr ,...,2,1= , (12.6.1)

ãäå iω  - ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè rq& . Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî óðàâ-

íåíèÿ (12.6.1) ìû ìîæåì çàïèñàòü

∑
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ω∆α=∆
k

i
iriru

1

(12.6.2)

èëè

( )∑
=

ω−ωα=−
k

i
iirirr uu

1
00 , (12.6.3)

ãäå êîýôôèöèåíòû riα  ñ÷èòàþòñÿ òåïåðü ïîñòîÿííûìè.

Ðàññìîòðèì îñíîâíîå óðàâíåíèå (12.3.6)

( ) ∑∑
==

∆=−
n
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rr
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r
rrr uPuum

11
0 . (12.3.6)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ
(12.6.2)
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∑∑ ∑∑
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, (12.6.4)

ãäå

∑
=

α=Ω
N

r
riri P

1

(12.6.5)

åñòü îáîáù¸ííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìïóëüñà. Âåëè÷èíû iΩ  èùóòñÿ òî÷íî

òàê æå, êàê âåëè÷èíû iQ  â ïÿòîé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. Âîñïîëü-

çóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
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==

δΩ=δ
k
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rr qxP

11

. (12.6.6)

Â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¸ííîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû rα
â (12.6.1) ðàâíû íóëþ, ïîëó÷èì
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rr uP
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. (12.6.7)

Âûðàçèâ ïðàâóþ ÷àñòü îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (12.3.6) ÷åðåç k  âåëè-

÷èí iω∆ , ïîëó÷èì
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0 , (12.6.8)

óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå ïÿòîé ôîðìå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (6.2.11) â
ñëó÷àå êîíå÷íûõ ñèë.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

( )∑
=

−=ℜ
N

r
rrr uum

1

2
02

1
. (12.6.9)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (12.6.3), âûðàçèì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç ðàçíî-

ñòè ( )0rr ω−ω , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ êâàäðàòè÷íóþ
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ôóíêöèþ îò ýòèõ ðàçíîñòåé. Åñëè êîýôôèöèåíòû rα  âñå ðàâíû íóëþ,

òî ℜ  çàâèñèò îò ( )0rr ω−ω  òàê æå, êàê T  çàâèñèò îò rω , òî åñòü ôóí-

êöèþ ℜ  ìîæíî ïîñòðîèòü ïî ÷ëåíàì 2T  â âûðàæåíèè äëÿ T .

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.6.8) ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèÿ (12.6.2)
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èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå
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. (12.6.11)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè 01 +t , äîñ-

òàòî÷íî ïðèìåíèòü áåñêîíå÷íî ìàëûå âàðèàöèè â óðàâíåíèè (12.6.11),
òîãäà îíî ïðèìåò âèä

∑
=

δωΩ=ℜδ
k

i
ii

1

. (12.6.12)

Åñëè èìïóëüñèâíûå ñâÿçè îòñóòñòâóþò è âàðèàöèè iδω íåçàâèñè-

ìû, óðàâíåíèå (12.6.12) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì

i
i

Ω=
ω∂

∂ℜ
, ( )ki ,...,2,1= . (12.6.13)

Â ñëó÷àå èìïóëüñèâíûõ ñâÿçåé ïåðâîãî òèïà, íàïðèìåð ñâÿçè, âû-
ðàæàåìîé îäíèì óðàâíåíèåì

0...2211 =ω++ω+ω kkbbb , (12.6.14)

äâèæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè 01 +t  îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 0=ℜδ  è

óðàâíåíèåì ñâÿçè (12.6.14). Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ(12.6.12) ïðèìóò
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âèä:

i
i

bλ=
ω∂

∂ℜ
, ( )ki ,...,2,1= . (12.6.15)

Ìíîæèòåëü λ  ïðîïîðöèîíàëåí âåëè÷èíå èìïóëüñà, ñîçäàâàåìîãî
èìïóëüñèâíîé ñâÿçüþ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íà÷èíàåò  äâèæåíèå

èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ôóíêöèÿ ℜ , îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (12.6.9), ñî-

âïàäàåò ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T  è ôîðìóëó (12.6.12) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü òàê:
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