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Ãëàâà IV
Ãðóïïû è èõ ñâîéñòâà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ãðóïïû1, ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-

ïû îïåðàòîðîâ G  ãðóïïîé ( )nn×  ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòà-

ìè, îïðåäåëèì ãðóïïó ( )C,nGL  âñåõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàí-

ñòâå ( )nC , äàäèì îïðåäåëåíèå äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ãðóïï (ãðóïï

Ëè), ðàññìîòðèì êëàññèôèêàöèþ ãðóïï Ëè, èìåþùèõ ïðèíöèïèàëüíîå
çíà÷åíèå â ãåîìåòðèè è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå ãðóïï, ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû è êëàññû.

§4.1. Îïðåäåëåíèå ãðóïï

Ñèñòåìà îïåðàòîðîâ G  â ( )nC  ( n  ïðîèçâîëüíî, íî ôèêñèðîâàíî)

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè G  îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ èç G  åñòü ñíîâà îïåðàòîð èç G .

2. Òîæäåñòâåííûé (åäèíè÷íûé) îïåðàòîð ( )nE  ïðèíàäëåæèò G .

3. Äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà U  èç G  ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðà-

òîð 1−U , è ýòîò îáðàòíûé îïåðàòîð ïðèíàäëåæèò G .

Îïåðàòîð U , èìåþùèé îáðàòíûé, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì. Åñëè

îïåðàòîð U  èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð, òî ýòîò ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåòñÿ

1 Òåîðèÿ ãðóïï, îäíà èç ñòàðåéøèõ è áîãàòåéøèõ ïî ðåçóëüòàòàì îáëàñòåé àë-
ãåáðû, èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ãåîìåòðèè è â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè
ê âîïðîñàì åñòåñòâîçíàíèÿ. Òåðìèí «ãðóïïà» ââåä¸í ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì
Ý.Ãàëóà (1811-1832) - ñîçäàòåëåì òåîðèè ãðóïï.
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åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Â ñàìîì äåëå, åñëè U  èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð
1−U , òî

( )nEUU =−1 , (4.1.1)

èëè, ÷òî òî æå:
åñëè

yUx = , òî xyU =−1 , (4.1.2)

÷òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îáðàòíûé îïåðàòîð. Äëÿ îáðàòíîãî îïåðà-
òîðà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( )nEUU =−1 , (4.1.3)

èëè, ÷òî òî æå:
åñëè

xyU =−1 , òî yUx = . (4.1.4)

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

( )( ) ( ) ( ) ( )nEUUUnUEUVVUUVUV ==== −−−−−− 111111 ,

îòêóäà ñëåäóåò âàæíîå ïðàâèëî îáðàùåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

( ) 111 −−− = UVUV . (4.1.5)

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ íå êîììóòàòèâíî:

VUUV ≠ . Åñëè VUUV = , òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîðû U  è V  êîììó-
òèðóþò.

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà U  áóäåò ( ) ( )nUEUnE = , òî åñòü ( )nE
êîììóòèðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè; êðàòíîå òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà

( )nEλ  ïðè ëþáîì êîìïëåêñíîì λ  êîììóòèðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè

â ( )nC  è íèêàêîé äðóãîé îïåðàòîð, êðîìå ( )nEλ , íå îáëàäàåò òàêèì

ñâîéñòâîì. Îïåðàòîð U  âñåãäà êîììóòèðóåò ñ 1−U  (ñì. (4.1.1), (4.1.3)).

Åñëè âñå îïåðàòîðû ãðóïïû G  êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, òî G
íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé ãðóïïîé.

Åñëè ãðóïïà H  ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû G , òî H  íàçû-

âàåòñÿ ïîäãðóïïîé  G . Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîäìíîæå-

ñòâî H  ãðóïïû G  ÿâëÿåòñÿ å¸ ïîäãðóïïîé, íàäî ïðåæäå âñåãî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (ñóììà) ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç H  ïðèíàäëå-
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æèò H  è ÷òî åñëè HU ∈ , òî è HU ∈−1 .

Ïóñòü äàíà ãðóïïà G  è GU ∈ . Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ñòåïå-

íè (ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå) ýëåìåíòà U :

,...,,,,,..., 32012 UUUEUUU =−− ,

ãäå ÷åðåç E  ìû îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G .
Ýòè ñòåïåíè îáðàçóþò ïîäãðóïïó � öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæ-

ä¸ííóþ ýëåìåíòîì U . Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî âñå ñòåïåíè ýëå-

ìåíòà U  ðàçëè÷íû, ëèáî ñðåäè íèõ èìåþòñÿ îäèíàêîâûå. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî lm UU =  è lm > . Òîãäà EU lm =− . Îáîçíà÷èì ÷åðåç k  íàè-

ìåíüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü, òàêóþ ÷òî EU k = . Òîãäà, äëÿ òîãî

÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî EU n = , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû n äåëèëîñü íà k . Â ñàìîì äåëå, åñëè ksn = , òî ( ) EUU
skn == . Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, åñëè EU n =  è qkpn += , kq <≤0 , òî, òàê êàê

EUUUU qqkpn === ,à k - íàèìåíüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü, â

êîòîðîé EU k = , 0=q , è n äåëèòñÿ íà k . Ýëåìåíò U  íàçûâàåòñÿ ýëå-

ìåíòîì k -ãî ïîðÿäêà. Åñëè âñå ñòåïåíè ýëåìåíòà U  ðàçëè÷íû, îí íàçû-
âàåòñÿ ýëåìåíòîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Êàæäàÿ ãðóïïà èìååò ïîäãðóïïó ñîñòîÿùóþ èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà
è êàæäàÿ ãðóïïà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñâîåé ïîäãðóïïîé. Ïîäãðóïïà êîììóòà-
òèâíîé ãðóïïû âñåãäà áóäåò êîììóòàòèâíîé.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîäãðóïïû âàæíû â òåîðèè âîçìóùå-

íèé. Êîãäà íà ñèñòåìó, ñèììåòðèÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå G , äåé-
ñòâóåò âîçìóùåíèå, êîòîðîå íå ïîä÷èíÿåòñÿ âñåì ñèììåòðè÷åñêèì îïå-

ðàöèÿì ãðóïïû G , íî ñîõðàíÿåò áîëåå íèçêóþ ñèììåòðèþ, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ íåêîé ïîäãðóïïå H  ãðóïïû G .
Âñ¸ ñêàçàííîå âûøå ñïðàâåäëèâî äëÿ ãðóïïû îïåðàòîðîâ â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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§4.2. Ãðóïïû â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Âûáåðåì â ( )nC  íåêîòîðûé áàçèñ ne,...,e1 , òîãäà êàæäîìó îïåðàòî-

ðó U  ìîæíî ñîïîñòàâèòü èçîáðàæàþùóþ åãî ìàòðèöó (ñì. §1.11). Ñìûñë
ìàòðè÷íîãî èçîáðàæåíèÿ îïåðàòîðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå

yUx =
çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ â âèäå

ji
j

i xUy = .

Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ èçîáðàæàåòñÿ â áàçèñå ne,...,e1

ìàòðèöåé, ïîëó÷åííîé óìíîæåíèåì â òîì æå ïîðÿäêå ìàòðèö, èçîáðàæà-
þùèõ ñîìíîæèòåëè:

( ) eee VUUV = . (4.2.1)

Òàê êàê ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû èçîáðàæàþòñÿ ðàçíûìè ìàòðèöàìè,

ìîæíî çàìåíèòü êàæäûé îïåðàòîð ãðóïïû G  åãî ìàòðèöåé; òîæäåñòâåí-
íûé îïåðàòîð, çàìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì åäèíè÷íîé ìàòðèöåé



















1...00

............

0...10

0...01

, (4.2.2)

îáðàòíûå îïåðàòîðû � îáðàòíûìè ìàòðèöàìè; òàêèì îáðàçîì, âìåñòî

ãðóïïû îïåðàòîðîâ G  ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åé

ãðóïïó ( )nn×  ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè.

Íå ñëåäóåò, îäíàêî, çàáûâàòü, ÷òî â äðóãîì áàçèñå neee ′′′ ,...,, 21

îïåðàòîðû èç G  áóäóò èçîáðàæàòüñÿ äðóãèìè ìàòðèöàìè, è çàìåíà «îïå-
ðàòîðíîé ãðóïïû» «ìàòðè÷íîé ãðóïïîé» âîçìîæíî ëèøü â ïîñòðîåíè-
ÿõ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà.

Ìàòðè÷íîå èçîáðàæåíèå äà¸ò âîçìîæíîñòü ââåñòè â ãðóïïàõ íåçà-
âèñèìûå îïåðàòîðû.



97Ãðóïïû è èõ ñâîéñòâà

Âñå îáðàòèìûå îïåðàòîðû â ( )nC  îáðàçóþò ãðóïïó; ïðîèçâåäåíèå

îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ UV  èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð 11 −− UV  (ñì.

(4.1.5)), êîòîðûé òàêæå îáðàòèì, òàê êàê ( ) UVUV =−−− 111 ; òîæäåñòâåí-

íûé îïåðàòîð ( )nE  îáðàòèì ( )( ) ( )nEnE =−1
; êàæäûé îáðàòèìûé îïå-

ðàòîð U  èìååò îáðàòíûé 1−U , êîòîðûé îáðàòèì ( ) UU =−− 11 .

Îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ â ( )nC  ÷åðåç

( )C,nGL . Âñå ãðóïïû îïåðàòîðîâ â ( )nC  ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè

( )C,nGL . Èçîáðàçèì ( )C,nGL  ìàòðèöàìè, êàê óêàçàíî âûøå, òîãäà

( )C,nGL  áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ êîìïëåêñíûõ n - ðÿäíûõ îáðàòèìûõ

ìàòðèö, òî åñòü ìàòðèö ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì.

§4.3. Äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ãðóïïû

Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáàÿ ãðóïïà  G  åñòü ïîäãðóïïà ( )C,nGL  ïðè

íåêîòîðîì n . Ãðóïïû äåëÿòñÿ íà äâà îñíîâíûõ êëàññà � äèñêðåòíûå è
íåïðåðûâíûå.

Ïóñòü U - îïåðàòîð èç ( )C,nGL . Âûáåðåì áàçèñ ne,...,e1  â ( )nC ;

òîãäà U  èìååò â ýòîì áàçèñå ìàòðèöó eU . Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà ε  ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ V , âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

( ) ( ) ε<− j

ie
j

ie UV , (4.3.1)

îáðàçóþò ε -îêðåñòíîñòü îïåðàòîðà U .

Åñëè êàæäûé îïåðàòîð U  èç ãðóïïû G  èìååò ε - îêðåñòíîñòü, íå

ñîäåðæàùóþ äðóãèõ îïåðàòîðîâ èç G , òî ãðóïïà G  íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-

íîé; à ε - îêðåñòíîñòü ìîæåò áûòü äëÿ êàæäîãî U  âûáðàíà îòäåëüíî.
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Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû äèñêðåòíîé ãðóïïû ðàñïîëîæåíû â

( )C,nGL  èçîëèðîâàííî. Îïåðàòîðû äèñêðåòíîé ãðóïïû ìîæíî çàíó-

ìåðîâàòü êîíå÷íûì ÷èñëîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èëè âñåì ðÿäîì íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì êîíå÷íóþ ãðóïïó, âî âòîðîì �
áåñêîíå÷íóþ.

Ãðóïïà G  íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé (òîïîëîãè÷åñêîé) ãðóïïîé, èëè

ãðóïïîé Ëè1, åñëè êàæäûé îïåðàòîð U  èìååò ε - îêðåñòíîñòü, îáëàäàþ-
ùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Ñóùåñòâóåò 2n  ôóíêöèé k  ïåðåìåííûõ

( )k
j

i t,...,tU 1 , (4.3.2)

îïðåäåë¸ííûõ è íåïðåðûâíûõ â êóáå

ε<it , k,...,,i 21= , (4.3.3)

òàêèõ, ÷òî ìàòðèöû ( )k
j

i t,...,tU 1  çàäàþò â âûáðàííîì áàçèñå ne,...,e1

âñåâîçìîæíûå îïåðàòîðû èç  ε - îêðåñòíîñòè îïåðàòîðà U , ïðèíàäëå-

æàùèå G , ïðè÷¸ì ðàçëè÷íûì íàáîðàì ( )it  ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå

îïåðàòîðû. Ñèñòåìà ôóíêöèé (4.3.2) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé ãðóï-

ïû â îêðåñòíîñòè îïåðàòîðà U , ÷èñëî k  íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ãðóï-

ïû, à G  íàçûâàåòñÿ k - ìåðíîé (èëè k - ìåòðè÷åñêîé) ãðóïïîé  Ëè. Ôóí-
êöèè (4.3.2) âñåãäà ìîæíî âûáðàòü àíàëèòè÷åñêèìè (à íå òîëüêî íåïðå-
ðûâíûìè).

Êàæäàÿ ãðóïïà Ëè ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñîîòíîøåíèé, íàëîæåííûõ íà êîýôôèöèåíòû ìàòðèö eU ; äëÿ k - ìåð-

íîé ãðóïïû íàäî ñâÿçàòü äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ ( ) j

ieU  ïîñðåäñòâîì kn −22  íåçàâèñèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Êàæäîé íåïðåðûâíîé (òîïîëîãè÷åñêîé) ãðóïïå ìû ìîæåì ñîïîñ-

òàâèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå áóäåì, òàê æå íàçûâàòü
òîïîëîãè÷åñêèì. Åñëè ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò êîìïàêò-
íûì, òî è ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü êîìïàêòíîé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè îïðåäåëåíèÿ íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ. Äåéñòâè-
òåëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîìïàêòíîå òîïîëîãè-
1 Ñîôóñ Ëè (1842-1899) íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê.
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÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íè îäíîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû äåéñòâèòåëüíóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê êîììóòàòèâíóþ íåêîìïàêòíóþ ãðóïïó. Ãðóïïà ïîâîðîòîâ âîê-
ðóã ôèêñèðîâàííîé îñè êîìïàêòíà, òàê êàê êàæäûé ïîâîðîò õàðàêòåðè-

çóåòñÿ óãëîì ϕ , çíà÷åíèå êîòîðîãî ëåæèò â èíòåðâàëå πϕ 20 ≤≤ , òî

åñòü â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Ãðóïïà âðàùåíèé â òð¸õìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå òàê æå êîìïàêòíà, òàê êàê êàæäîå âðàùåíèå õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ òðåìÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîãóò ñëó-
æèòü óãëû Ýéëåðà, ðàññìàòðèâàåìûå êàê êîîðäèíàòû òî÷åê â îãðàíè-
÷åííîì ìíîæåñòâå òð¸õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåêîìïàêòíîé ãðóïïû ðàññìîòðèì ãðóïïó Ëîðåíöà.
Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëîèä

12
3

2
2

2
1

2
0

2 =−−−= xxxxx .

Â ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ãèïåðáîëîèäà ïå-
ðåõîäèò â åãî äðóãóþ òî÷êó, ïðè÷¸ì äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê îäíîé ïîëû
ãèïåðáîëîèäà ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, ïåðåâîäÿùåå îäíó
òî÷êó â äðóãóþ. Âûáåðåì íà ôèêñèðîâàííîé ïîëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê ,..., 21 xx , óõîäÿùóþ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïóñòü nλ  ïðåîáðàçîâàíèå

Ëîðåíöà, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíó 0x  äàííîé ïîëû â òî÷êó ,...2,1, =nxn  
Ìû ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåí-

öà è ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê nx  íå ñîäåðæèò ñõîäÿùåéñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåí-
öà íåëüçÿ âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü êîìïàêòíûõ ãðóïï. Ïóñòü çàäàíà íåêî-

òîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå ( )gf , Gg∈  è ïóñòü ñóùåñòâó-

åò èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ïî âñåé ãðóïïå

( )∫=
G

dggfJ .

Åñëè äëÿ âñåõ Gg ∈0  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )∫∫∫ ===
GGG

dgggfdgggfdggfJ 00 , (4.3.4)
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ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ãðóïïå G  óñòàíîâëåíî èíâàðèàíòíîå èíòåã-
ðèðîâàíèå. Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðóïïó ïîâîðîòîâ
âîêðóã ôèêñèðîâàííîé îñè. Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû õàðàêòåðèçóåòñÿ

âåùåñòâåííûì ÷èñëîì ϕ  - óãëîì ïîâîðîòà, ïðè÷¸ì óãëû ϕ  è πϕ 2+
ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå ïîâîðîòó. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå

áóäåò òîãäà ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ϕ  ñ ïåðèîäîì π2 . Åñëè 0g  è g  -

ïîâîðîòû íà óãëû 0ϕ  è ϕ  ñîîòâåòñòâåííî, òî gg0  ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèåì

íà óãîë ϕϕ +0 .

Â äàííîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (4.3.4) îçíà÷àåò, ÷òî

( ) ( )∫∫ +=
ππ

ϕϕϕϕϕ
2

0

0

2

0

dfdf .

Òàê êàê  ( )ϕf - îãðàíè÷åííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì

π2 , òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
äàííîãî ñëó÷àÿ èíâàðèàíòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîå èí-

òåãðèðîâàíèå ïî óãëó ïîâîðîòà ϕ  îò 0  äî π2 .
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû òð¸õìåðíûõ âðàùåíèé èíâàðè-

àíòíûé èíòåãðàë ïî ãðóïïå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

( ) ( )∫∫∫∫ ΩΩ=
πππ

θθθϕϕ
2

0

2

0

2

0

sin,, dfdddggf ,

ãäå θϕ ,,Ω  - óãëû Ýéëåðà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà G  êîìïàêòíà, òî èíâàðèàíòíûé èíòåã-
ðàë (4.3.4) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà ãðóïïå. Äëÿ
íåêîìïàêòíîé ãðóïïû òàêîãî èíâàðèàíòíîãî èíòåãðàëà îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè íà ãðóïïå íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâà-
íèÿ èíâàðèàíòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà ãðóïïå âûòåêàåò óíèòàðíîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï.
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§4.4. Ãîìîìîðôèçì, èçîìîðôèçì è àâòîìîðôèçì
ãðóïï

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíû äâå ãðóïïû 1G  è 2G . Åñëè ñóùå-

ñòâóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïï 1G  è 2G , ìû áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî èìååòñÿ îòîáðàæåíèå îäíîé ãðóïïû â äðóãóþ.

Åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà 11 GU ∈  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëå-

ìåíò 22 GU ∈ , êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì êàê ( )1Uϕ , ( )12 UU ϕ= , òî ìû

ìîæåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ  ãðóïïû

1G  â ãðóïïó 2G

21 GG: →ϕ . (4.4.1)

Ýòî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ  íàçîâ¸ì ãîìîìîðôíûì îòîáðà-

æåíèåì, èëè ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû 1G  â ãðóïïó 2G , åñëè îíî ñîõðàíÿ-

åò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, òî åñòü äëÿ ëþáûõ V,U  èç 1G  óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ

( ) ( ) ( )VUUV ϕ⋅ϕ=ϕ , (4.4.2)

Ãðóïïû 1G  è 2G  íàçûâàþòñÿ ãîìîìîðôíûìè ãðóïïàìè.

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå (4.4.1) îäíîé ãðóï-
ïû â äðóãóþ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì èëè èçîìîðôèçìîì,
à ñàìè ãðóïïû èçîìîðôíûìè.

Åäèíè÷íûé îïåðàòîð ϕ  ïåðåâîäèò â åäèíè÷íûé îïåðàòîð, à îá-

ðàòíûé â îáðàòíûé:

( )( ) ( )nEnE =ϕ , (4.4.3)

( ) ( )[ ] 11 −− ϕ=ϕ UU . (4.4.4)

Òàê êàê ïðè èçó÷åíèè ãðóïï íàñ èíòåðåñóþò ëèøü ãðóïïîâûå ñâîé-
ñòâà ýëåìåíòîâ, âñå èçîìîðôíûå ãðóïïû ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ãðóïïû âòîðîãî ïîðÿäêà (à òàêæå âñå ãðóïïû
òðåòüåãî ïîðÿäêà) èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ ãðóïï ÷åòâ¸ðòîãî ïî-
ðÿäêà ýòî ïðàâèëî óæå íå âûïîëíÿåòñÿ (ñóùåñòâóþò äâå íåèçîìîðôíûå

ãðóïïû: íàïðèìåð, ãðóïïà âðàùåíèé êâàäðàòà 4C  è ãðóïïà ñèììåòðèè
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ðîìáà V ). Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n
èçîìîðôíà ãðóïïå âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî n - óãîëüíèêà è âñå öèêëè÷åñ-
êèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Èçîìîðôèçì ãðóïïû G  â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Îäíèì
èç ïðèìåðîâ àâòîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå âèäà

( ) 1−== VUVUU Vϕ , (4.4.5)

ãäå V - íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû G . Ýòî òàê íàçûâàåìûé âíóòðåííèé
àâòîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû 1G  â ãðóïïó 2G

( )121: UUU ϕϕ =→ .

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ ( )1Uϕ , ãäå 11 GU ∈ , íàçûâàåòñÿ

îáðàçîì ãðóïïû 1G  ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ . Ýòîò îáðàç ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó 2H  ãðóïïû 2G , ïðè-

÷¸ì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì âñåé ïîäãðóïïû 2H , òî åñòü åäèíè÷íûì

ýëåìåíòîì ( )2nE  ãðóïïû 2G , ÿâëÿåòñÿ îáðàç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà

( )1nE  ãðóïïû 1G

( )( ) ( )21 nEnE =ϕ .

Ïóñòü K  ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ 1U  ãðóïïû 1G , ïðåâðàùàþ-

ùèõñÿ â åäèíè÷íûé ýëåìåíò ( )2nE  ãðóïïû 2G  ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ

( ) ( )21 nEU =ϕ ;  KU ∈1 .

Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ . Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ K  ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé  ïîäãðóïïîé

ãðóïïû 1G . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè KU ∈1 è 1U - ëþáîé ýëåìåíò èç ãðóï-

ïû 1G , òî

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).2

1
121

1
111

1
111

nEUnEU

UVUUVU

==

==
−

−−

ϕϕ
ϕϕϕϕ
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Ýòî îçíà÷àåò,  ÷òî KUVU ∈−1
111 , òî åñòü K - èíâàðèàíòíàÿ ïîä-

ãðóïïà.

§4.5. Ïðèìåðû ãðóïï

1. Äâà ÷èñëà 1 è �1 îáðàçóþò ãðóïïó. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò � ýòî 1.
Ýëåìåíò îáðàòíûé åäèíèöå � 1,  ýëåìåíò «-1», îáðàòåí ñàì ñåáå. Ñîñòà-
âèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ (òàáëèöó Êýëè) äàííîé ãðóïïû:

Òàáëèöà 4.5.1.

111

111

11

−−
−
−ba G\G

2. Íàáîð ÷èñåë i,i,, −−11 , òàê æå îáðàçóåò ãðóïïó.

Òàáëèöà 4.5.2.

11

11

111

111

11

−−−
−−
−−−

−−
−−

iii

iii

ii

ii

iiG\G ba

Â ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïå ýëåìåíòû 1 è �1, î÷åâèäíî, ñîñòàâëÿþò
ïîäãðóïïó.

Îáå ðàññìîòðåííûå ãðóïïû àáåëåâû, òàê êàê ìû ïðèìåíÿëè îáû÷-
íûé çàêîí óìíîæåíèÿ.

Ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü èãðàåò
èõ ïîâåäåíèå ïðè ïîâîðîòàõ. Ðàçíîîáðàçíûå íàáîðû âðàùåíèé îáðàçó-

þò ãðóïïû. Çàêîí óìíîæåíèÿ ïðè ýòîì òàêîâ: åñëè ïîâîðîò 1R  ïåðåâî-
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äèò ñèñòåìó èç ïîëîæåíèÿ À â ïîëîæåíèå Â, à ïîâîðîò 2R  - èç ïîëîæå-

íèÿ Â â ïîëîæåíèå Ñ, òî ïðîèçâåäåíèþ 21RR  ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç A â

Ñ. Çäåñü ìû èìååì ïðèìåð íå àáåëåâîé ãðóïïû, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå

1221 RRRR ≠ .

3. Ïóñòü E - òîæäåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ (ïîâîðîò íà íóëåâîé óãîë), à

R  - ïîâîðîò íà óãîë π  âîêðóã îñè z (ïîâîðîòîì íà ïîëîæèòåëüíûé
óãîë îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåííîé îñè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïîâîðîò, ñîîò-
âåòñòâóþùèé âðàùåíèþ ïðàâîãî âèíòà, òî åñòü âðàùåíèþ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü âäîëü îñè â å¸ ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè).

Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ:
Òàáëèöà 4.5.3.

ERR

REE

REG\G ba

Ãðóïïó ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ 4.5.3 îáîçíà÷àþò ÷åðåç 2C . Âçàèì-

íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå E↔1  è R↔−1  óêàçûâàþò íà èçîìîð-

ôèçì ãðóïïû èç ïðèìåðà 1 è ãðóïïû 2C  äàííîãî ïðèìåðà.

4. Ïóñòü îïåðàöèÿ èçìåíÿþùàÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà íà îáðàòíûé

� îïåðàòîð èíâåðñèè åñòü I . Òîãäà EI =2  (òîæäåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ).

Îïåðàöèè I  è E  îáðàçóþò ãðóïïó, íàçûâàåìóþ ãðóïïîé 2S .

Òàáëèöà 4.5.4.

EII

IEE

IEG\G ba

5. Ïóñòü 1R  è 2R  ïîâîðîòû âîêðóã îñè z íà π
3
2

 è π
3
4

. Òîãäà
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îïåðàöèè 21 R,R,E  îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ ãðóïïó 3C , ñ òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ:
Òàáëèöà 4.5.5.

122

211

21

21

RERR

ERRR

RREE

RREG\G ba

6. Äîáàâèì ê ãðóïïå 3C  îïåðàöèè  43 R,R  è 5R  - ïîâîðîòû íà óãîë

π  âîêðóã êàæäîé èç îñåé, ëåæàùèõ â ïëîñ-

êîñòè xy  (ðèñ. 4.5.1). Òàêàÿ ãðóïïà 3D  ñ ãåî-

ìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü ãðóïïà âðà-
ùåíèé ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ïðè-
âîäÿùèõ åãî â ïîëîæåíèå, íåîòëè÷èìîå îò
èñõîäíîãî. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôèãóðû íàçûâàþò îïåðàöèåé «ñîá-
ñòâåííîãî ñîâìåùåíèÿ». Åñëè äîïóñêàþòñÿ
îòðàæåíèÿ, òî ãîâîðÿò î «íåñîáñòâåííîì ñî-
âìåùåíèè».

Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ ãðóïïû 3D :

Òàáëèöà 4.5.6.

ERRRRRR

RERRRRR

RRERRRR

RRRRERR

RRRERRR

RRRRREE

RRRRREG\G ba

123455

215344

124533

435122

354211

54321

54321

y

x

R
5

R
4

R
3 Ðèñ. 4.5.1
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Ãðóïïà 3D  ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïîäãðóïï. Ýòî öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà 3C , îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè 21,, RRE , à òàêæå òðè ãðóïïû èç äâóõ

ýëåìåíòîâ: 3,RE ; 4,RE è 5,RE , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîìîðôíà ãðóïïå

2C , ïðèìåðà 3.

7. Åñëè â ïðèâåäåííîì â ï.6 ïðèìåðå äîáàâèòü îïåðàöèþ îòðàæå-

íèÿ â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà hσ , òî ìû ïîëó÷èì ðÿä íîâûõ ýëåìåíòîâ

hhh R,...,R,R σσσ 521 . Ãåîìåòðè÷åñêè, íàïðèìåð, hR σ3  îçíà÷àåò îòðà-

æåíèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò îñü 3R  è òàê äàëåå.

Íàáîð èç 12 ýëåìåíòîâ

5432154321 σσσσσσ ,,,,,,R,R,R,R,R,E ,

ãäå hii Rσ=σ , îáðàçóåò ãðóïïó hD3 (ñîäåðæàùóþ â ñåáå ãðóïïó 3D ).

Ýëåìåíòû òèïà hiRσ , ñîäåðæàùèå âðàùåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ îòðàæåíèÿ-

ìè â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ, íàçûâàþòñÿ çåðêàëü-
íî-ïîâîðîòíûìè.

8. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îñè îáðà-

çóåò íåïðåðûâíóþ ãðóïïó 2ℜ .  Å¸ ýëåìåíòû îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè

( )aR , ãäå a - óãîë ïîâîðîòà, π≤≤ 20 a . Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì áåñ-

êîíå÷íóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäó-
åò, ÷òî

( ) ( ) ( )baRbRaR += , (4.5.1)

ïðè÷¸ì

( ) ( )aRaR =π+ 2 . (4.5.2)

Ýëåìåíòû 2ℜ  êîììóòèðóþò è äëÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ìû ìîæåì

íàïèñàòü:

( ) ( )aRaR −π=− 21 . (4.5.3)
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Ãðóïïó 2ℜ  â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè, ïðèâåä¸ííûìè â §4.6

ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê ( )2SO .

9. Åñëè ìû âîçüì¸ì íàáîð âñåâîçìîæíûõ âðàùåíèé âîêðóã òð¸õ

îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, ìû ïîëó÷èì ãðóïïó 3ℜ

( ( )3SO ), ñîñòîÿùóþ èç ñîâîêóïíîñòè ñîáñòâåííûõ îïåðàöèé ñîâìåùå-

íèÿ ñôåðû, êîòîðóþ áîëåå ïîäðîáíî ìû ðàññìîòðèì äàëåå.
Îáû÷íûé ñïîñîá ïàðàìåòðèçàöèè âêëþ÷àåò çàäàíèå äâóõ ïîëÿð-

íûõ óãëîâ, ôèêñèðóþùèõ îñü âðàùåíèÿ, è óãëà ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî
ýòîé îñè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà  2ℜ  ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, åñòü ïîäãðóïïà 3ℜ .

10. Íàáîð âñåõ ïåðåñòàíîâîê S  èç n  îáúåêòîâ îáðàçóåò «ñèììåò-

ðè÷åñêóþ ãðóïïó» nℑ . Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðåñòàíîâîê, ïî îïðåäåëå-

íèþ, åñòü òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà, êîòîðàÿ ïðÿìî ïåðåâîäèò èñõîäíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå â êîíå÷íîå.

Ïåðåñòàíîâêà







=

np...pp

n...
S

21

21
, (4.5.4)

óêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíò i  çàìåíÿåòñÿ ýëåìåíòîì ip , òî åñòü ÷èñëà

np,...,p1  åñòü ïåðåñòàâëåííûå !n  ñïîñîáàìè ÷èñëà n,...,1 .

Ýëåìåíò, îáðàòíûé S , èìååò âèä






=−

n...

p...pp
S n

21
211 . (4.5.5)

Ñîñòàâèì òàáëèöó ïåðåñòàíîâîê äëÿ 3ℑ :






=
321

321
E , 




=
312

321
1S ,  




=
231

321
2S ,
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




=
123

321
3S , 




=
132

321
4S ,  




=
213

321
5S .

.S

SS

4

21

132

321

231

321

132

231

231

321

312

321

=




=

=




⋅




=




⋅




=

Çäåñü ìû ïåðåñòàâèëè ñòîëáöû â 1S  òàê, ÷òîáû âåðõíÿÿ ñòðîêà ìàò-

ðèöû 1S  ñîâïàëà ñ íèæíåé ñòðîêîé ìàòðèöû 2S . Ìû ìîæåì íàïèñàòü

ñëåäóþùåå îáùåå ñîîòíîøåíèå:







=





⋅






nnn

n

q...qq

n...

p...pp

n...

q...qq

p...pp

212121

21 2121
, (4.5.6)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì óìíîæåíèÿ äâóõ ïåðåñòàíî-

âîê. Èñïîëüçóÿ (4.5.6) ìû ìîæåì ñîñòàâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ 3ℑ .

Òàáëèöà 4.5.10.

413255

521344

215433

134522

325411

54321

54321

SESSSSS

ESSSSSS

SSESSSS

SSSESSS

SSSSESS

SSSSSEE

SSSSSEG\G ba

Ðàññìîòðåííàÿ â äàííîì ïðèìåðå ãðóïïà èìååò òó æå ñòðóêòóðó,

÷òî è èçîìîðôíàÿ åé ãðóïïà 3D , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò òå æå ñà-

ìûå ïîäãðóïïû.
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11. Ãðóïïû Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå. Â âåùåñòâåííîì ÷åòûð¸õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

( ) βα
αβ yxgyx =,  , (4.5.6)

ãäå

( )


















−
−

−
==

1000

0100

0010

0001

αβgG , (4.5.7)

è íîðìîé x , îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì

( ) βα
αβ xxgxxx == ,

2
, (4.5.8)

ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
β

αβαα λ xxx =′→ , (4.5.9)

ñîõðàíÿþùèå íîðìó (4.5.8) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(4.5.6), îáðàçóþò ãðóïïó, íàçûâàåìóþ îäíîðîäíîé ãðóïïîé Ëîðåíöà.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñ-
êîãî:

β
αβααα λ xaxx +=′→   . (4.5.10)

Êàæäîå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáîçíà÷àåìîå { }λ,a , åñòü êîìáè-

íàöèÿ îäíîðîäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (4.5.9) è ïðåîáðàçîâàíèÿ
òðàíñëÿöèè

αααα axxx +=′→  . (4.5.11)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ íåîäíîðîäíóþ ãðóï-
ïó Ëîðåíöà, èëè ãðóïïó Ïóàíêàðå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ îïå-
ðàöèÿ äëÿ ýòîé ãðóïïû äà¸òñÿ ïðàâèëîì

{ }{ } { }212112211 ,,, λλλλλ aaaa += , (4.5.12)

à îáðàòíûé ïðåîáðàçîâàíèþ { }λ,a  ýëåìåíò ðàâåí

{ } { }111 ,, −−− −= λλλ aa . (4.5.13)

Â äàëüíåéøåì, ãðóïïàì Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå áóäåò ïîñâÿùåíà îò-
äåëüíàÿ  ãëàâà.
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§4.6. Ãðóïïû Ëè

1. Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ( )C,nGL . Ñîñòîèò èç âñåõ îáðàòèìûõ

îïåðàòîðîâ â ( )nC , èëè (â ìàòðè÷íîì èçîáðàæåíèè) èç âñåõ êîìïëåêñ-

íûõ îáðàòèìûõ n - ðÿäíûõ ìàòðèö, è èìååò ðàçìåðíîñòü 22n . ( )C,nGL
äîïóñêàåò óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ.

2. Äåéñòâèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ( )R,nGL  ñîñòîèò (â ìàòðè÷-

íîì èçîáðàæåíèè) èç âñåõ n - ðÿäíûõ îáðàòèìûõ ìàòðèö ñ äåéñòâè-

òåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Äëÿ âûäåëåíèÿ òàêèõ ìàòðèö â ( )C,nGL , íàäî

ïðèðàâíÿòü íóëþ ìíèìûå ÷àñòè âñåõ 2n  ýëåìåíòîâ, ÷òî äà¸ò 2n  íå-

çàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ( )R,nGL  ðàâ-

íà 2n . ( )R,nGL  äîïóñêàåò óìíîæåíèå íà íå ðàâíûå íóëþ äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà.

3. Ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ, èëè óíèìîäóëÿðíàÿ, ãðóïïà ( )C,nSL  åñòü

ïîäãðóïïà ( )C,nGL , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îïåðàòîðîâ ñ îïðåäåëèòåëåì

ðàâíûì åäèíèöå, èëè, â ìàòðè÷íîì èçîáðàæåíèè, èç âñåõ ìàòðèö ñ îïðå-
äåëèòåëåì 1. Òàê êàê

( )
( )

( ) ( ) 







=

=
⋅=

−− ,UdetUdet

,nEdet

,VdetUdetUVdet

11

1 (4.6.1)

òî òàêèå îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó. ( )C,nSL  âûäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèåì

1=j
iUdet , (4.6.2)

ðàâíîñèëüíûì äâóì äåéñòâèòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì:

,UdetRe j
i 1= 0=j

iUdetIm . (4.6.3)

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ( )C,nSL  ðàâíà 22 2 −n . ( )C,nSL
äîïóñêàåò óìíîæåíèå òîëüêî íà ÷èñëî 1.
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4. Ñïåöèàëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ( )R,nSL  åñòü ïîä-

ãðóïïà ( )R,nGL , ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíè-

öå. ( )R,nSL  åñòü ãðóïïà ðàçìåðíîñòè 12 −n , äîïóñêàþùàÿ óìíîæåíèå
òîëüêî íà ÷èñëî 1.

5. Óíèòàðíàÿ ãðóïïà ( )nU  åñòü ïîäãðóïïà ( )C,nGL , ñîñòîÿùàÿ èç

âñåõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ, (â ìàòðè÷íîì èçîáðàæåíèè) èç âñåõ óíè-
òàðíûõ ìàòðèö. Òàê êàê óíèòàðíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ, òî èç ñîîòíîøåíèé

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )






===

=

==

−−− yxyxnEyxUUyUxU

,yxynExnE

,yxVyVxUVyUVx

111

(4.6.4)

âèäíî, ÷òî óíèòàðíûå îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó.
Äëÿ ïîäñ÷¸òà ðàçìåðíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðè÷íûì èçîáðàæåíè-

åì è ðàâåíñòâàìè (1.13.6), õàðàêòåðèçóþùèìè óíèòàðíûå ìàòðèöû. Òîã-
äà ðàâåíñòâî

1
1

2
=∑

=

n

i

j
iU (4.6.5)

ïðåäñòàâëÿåò îäíî ñîîòíîøåíèå, íàëîæåííîå íà äåéñòâèòåëüíûå è ìíè-

ìûå ÷àñòè ýëåìåíòîâ j
iU :

( ) ( )[ ]∑
=

=+
n

i

j
i

j
i UImURe

1

22
1; (4.6.6)

òàêèõ ñîîòíîøåíèé âñåãî n  ( )n,...,,j 21= .

Ðàâåíñòâî âèäà

0
1

=∑
=

n

i

k
i

j
i UU , ( )kj ≠ (4.6.7)

ïðåäñòàâëÿåò äâà ñîîòíîøåíèÿ, íàëîæåííûõ íà äåéñòâèòåëüíûå è ìíè-

ìûå ÷àñòè j
iU :



112 Ãëàâà ÷åòâ¸ðòàÿ

( )

( )









=−

=+

∑

∑

=

=

.UReUImUImURe

,UImUImUReURe

n

i

k
i

j
i

k
i

j
i

n

i

k
i

j
i

k
i

j
i

0

0

1

1
(4.6.8)

Òàêèõ ñîîòíîøåíèé áóäåò âñåãî 
( )

2
1

2
−nn

.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ( )nU  ðàâíà

( ) 22 12 nnnnn =−−− .

( )nU   äîïóñêàåò óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ ðàâ-

íûå åäèíèöå (òî åñòü ÷èñëà âèäà αie , ãäå α  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî):

( ) ( ) ( )yxUyUxeeUyeUxe iiii == αα−αα . (4.6.9)

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðû âèäà ( )nEeiα  óíèòàðíû; îíè íàçûâàþòñÿ

ãðàäèåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâà ( )nC . Ãåîìåòðè÷åñêèé

ñìûñë óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ çàêëþ÷¸í â èõ îïðåäåëåíèè: ýòî � âðàùå-

íèÿ â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ( )nC .

6. Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ( )nO  åñòü ïîäãðóïïà ( )nU , ñîñòîÿùàÿ èç

äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö (äåéñòâèòåëüíûå óíèòàðíûå ìàòðèöû íàçûâà-
þòñÿ îðòîãîíàëüíûìè). Äëÿ òàêèõ ìàòðèö ðàâåíñòâà (4.6.5) äàþò n  ñî-

îòíîøåíèé, à ðàâåíñòâà (4.6.7) 
( )

2
1−nn

 ñîîòíîøåíèé ìåæäó äåéñòâè-

òåëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèö; èòàê, ðàçìåðíîñòü ( )nO  åñòü

( ) ( )
2

1
2

12 −=−−− nnnn
nn . ( )nO  äîïóñêàåò óìíîæåíèå íà ÷èñëà 1± .

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðîâ èç ( )nO  òàêîâ: ýòî � âðàùåíèÿ (ñîá-

ñòâåííûå è íåñîáñòâåííûå) äåéñòâèòåëüíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.



113Ãðóïïû è èõ ñâîéñòâà

7. Ñïåöèàëüíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà ( )nSU  åñòü ãðóïïà âñåõ óíèòàð-

íûõ óíèìîäóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ â ( )nC , òî åñòü îáùàÿ ÷àñòü (ïåðåñå÷å-

íèå) ïîäãðóïï ( )C,nSL  è ( )nU . ×òîáû ïîëó÷èòü ýòó ïîäãðóïïó, íàäî

(â ìàòðè÷íîì èçîáðàæåíèè), êðîìå ( )1−+ nnn  ñîîòíîøåíèé, âûðàæà-

þùèõ óíèòàðíîñòü, íàëîæèòü åù¸ óñëîâèå óíèìîäóëÿðíîñòè:

1=j
iUdet .

Óñëîâèå óíèìîäóëÿðíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò óæå íàëîæåí-
íûõ ðàíåå óñëîâèé óíèìîäóëÿðíîñòè: èç ýòèõ ïîñëåäíèõ âûòåêàåò, ÷òî

1=j
iUdet , òàê ÷òî óñëîâèå óíèìîäóëÿðíîñòè ôèêñèðóåò ëèøü àðãóìåíò

îïðåäåëèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü äîáàâëÿåòñÿ îäíî íîâîå óñëîâèå.

Ðàçìåðíîñòü ( )nSU  ðàâíà

( ) 1112 22 −=−−−− nnnnn .

( )nSU  äîïóñêàåò óìíîæåíèå òîëüêî íà ÷èñëî 1. Ãðóïïû ( )nSU
èãðàþò öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

8. Ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ( )nSO  åñòü ïåðåñå÷åíèå ïîä-

ãðóïï ( )nO  è ( )C,nSL . Ê ñîîòíîøåíèÿì, âûäåëÿþùèì ( )nO , äîáàâ-

ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå óíèìîäóëÿðíîñòè 1=j
iOdet . Êàæäàÿ îðòîãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà èìååò îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé 1± ; â ñàìîì äåëå,

( ) 11 ==⋅ − nEdetOdetOdet ; (4.6.10)

íî ( ) i
j

j

i OO =−1  (òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà), òàê ÷òî

OdetOdet =−1 , ( ) 12 =Odet . (4.6.11)

Ïîýòîìó óñëîâèå 1=Odet  íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò óñëîâèé îð-
òîãîíàëüíîñòè è íå óìåíüøàåò ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ ãðóïïû. Â

îòëè÷èå îò âñåõ äðóãèõ ãðóïï, ãðóïïà ( )nO  íå ñâÿçàíà; ìàòðèöó ñ îïðåäå-

ëèòåëåì 1 íåëüçÿ íåïðåðûâíûì èçìåíåíèåì ïðåâðàòèòü â ìàòðèöó ñ îïðå-
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äåëèòåëåì �1. ( )nO  ðàñïàäàåòñÿ íà ñâÿçíûå êóñêè (êîìïîíåíòû), âûäåëÿå-

ìûå óñëîâèÿìè 1=Odet  è 1−=Odet . Ïåðâàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò åñòü

( )nSO . Ðàçìåðíîñòü ( )nSO  ðàâíà, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòè ( )nO , òî

åñòü 
( )

2
1−nn

. ( )nSO  äîïóñêàåò óìíîæåíèå òîëüêî íà ÷èñëî 1.

Îïåðàòîðû ( )nSO  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå (íå ìåíÿþùèå

îðèåíòàöèè) âðàùåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ( )nR .

§4.7. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Ïóñòü ãðóïïà G  ñîäåðæèò äâå ïîäãðóïïû H  è F , ýëåìåíòû êî-

òîðûõ êîììóòèðóþò, òàê ÷òî abba HFFH = , ãäå aH  - ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò ïîäãðóïïû H , à bF - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû F . Åñëè

ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G  ìîæåò áûòü çàïèñàí åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ baFH , òî ãðóïïó G  íàçûâàþò

«ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì» ãðóïï H  è F , çàïèñûâàÿ ýòî â âèäå

FHG ×=  . (4.7.1)

Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûì îáùèì ýëåìåíòîì ãðóïï H  è F  ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Ïîñòðîèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï 2C  è 2S , ðàññìîòðåí-

íûõ â ïðèìåðàõ 3 è 4. Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ RIIRE ,,,  îáðàçóåò

ãðóïïó, ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï 2C  è 2S , òî åñòü

222 SCC h ×= . Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò RI  åñòü îïåðàöèÿ îòðàæåíèÿ â

ïëîñêîñòè xy è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç σ . Ñîñòàâèì òàáëèöó Êýëè äëÿ

ãðóïïû hC2 .
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Òàáëèöà 4.7.1

ERI

REII

IERR

IREE

IREGG ba

σσ
σ

σ
σ
σ\

§4.8.  Ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû è êëàññû

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû ãðóïï, çàäàííûå òàáëèöàìè Êýëè,
ãîâîðÿò î òîì, ÷òî óæå äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ òàáëèöû ñòàíî-
âÿòñÿ ãðîìîçäêèìè. Èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ ãðóïï ìîæíî óïðîñòèòü,
âûäåëèâ âíóòðè ãðóïïû «êëàññû» ýëåìåíòîâ ñî ñõîäíûìè ñâîéñòâàìè.

Ýëåìåíò aG  íåêîòîðîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ýëåìåíòó

bG  òîé æå ãðóïïû, åñëè íàéä¸òñÿ ýëåìåíò nG , òàêîé, ÷òî

1−= nbna GGGG . (4.8.1)

Åñëè ýëåìåíòû bG  è cG  îáà ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ýëåìåíòó aG ,

òî îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû bG  è cG  ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííû-

ìè äðóã äðóãó, òàê êàê, åñëè
1−= nbna GGGG  è 

1−= mcma GGGG ,

òî

( ) ( ) 111111 −−−−−− === mncmnnmcmnnanb GGGGGGGGGGGGGG .

Ýòî ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ êëàññà, â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû ñîïðÿæå-
íû äðóã ñ äðóãîì. Ïðè ýòîì íè îäèí ýëåìåíò íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
áîëåå ÷åì ê îäíîìó êëàññó. Åñëè ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ê äâóì êëàññàì,
òî îí äîëæåí áûòü ñîïðÿæåí ñî âñåìè ýëåìåíòàìè â îáîèõ êëàññàõ, è
òîãäà ýëåìåíòû îäíîãî êëàññà áóäóò ñîïðÿæåíû ñ ýëåìåíòàìè äðóãîãî
êëàññà, òàêèì îáðàçîì, ýòè äâà êëàññà îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí êëàññ.
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Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì,
÷òî âñÿêóþ ãðóïïó ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû, êîòî-

ðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè pΕ .

Åñëè ãðóïïà àáåëåâà, òî êàæäûé å¸ ýëåìåíò, âñëåäñòâèå êîììóòà-
öèè, ñàì ïî ñåáå îáðàçóåò êëàññ. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå îäèí åäèíè÷íûé
ýëåìåíò âñåãäà îáðàçóåò êëàññ.

§4.9. Ïðèìåðû êëàññîâ

1. Ãðóïïà âðàùåíèé 3ℜ
×òîáû íàéòè ýëåìåíòû ãðóïïû, ïðèíàäëåæàùèå ê òîìó æå êëàññó,

÷òî è íåêîòîðûé âûáðàííûé ïîâîðîò ( )aRk , íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

îïåðàöèþ âðàùåíèÿ ( ) 1−RaRRk äëÿ ïðîèçâîëüíîãî R . Òàêîå òðîéíîå

ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðîñòî èíòåðïðåòèðîâàòü.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî åñòü ïîâîðîò íà òîò æå óãîë a  âîêðóã îñè k ′ ,

ñâÿçàííûé ñ èñõîäíîé îñüþ k  ñîîòíîøåíèåì

kk R=′ ; (4.9.1)
äðóãèìè ñëîâàìè,

( ) ( )aRRaRR kk ′
− =1 . (4.9.2)

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî îïåðàöèÿ R  ïåðåâîäèò âñå âåêòîðû èç
ñòàðûõ ïîëîæåíèé â íîâûå (îáîçíà÷åííûå øòðèõîì), òî ðåçóëüòàò ïî-
÷òè î÷åâèäåí. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.9.2) � ýòî ïîâîðîò âîêðóã íî-

âîé îñè k ′  íà óãîë a . Îïåðàöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � ýòî ïåðåâîä

âåêòîðà èç íîâîãî ïîëîæåíèÿ â ñòàðîå, ïîâîðîò âîêðóã ñòàðîé îñè k , à
çàòåì âîçâðàùåíèå âåêòîðà èç ñòàðîãî ïîëîæåíèÿ â íîâîå.

Äîêàæåì ýòî áîëåå ñòðîãî. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

( )[ ] ( ) kkkk ′===′− RaRRRaRR kk
1 (4.9.3)

ñ ó÷¸òîì ðàâåíñòâà (4.9.1) è òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ïîâîðîò, îñü êîòî-
ðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà, îñòàâëÿåò ýòîò âåêòîð áåç èçìå-
íåíèÿ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.9.3), ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.9.2) îñòàâëÿåò

íà ìåñòå âåêòîð k ′ ; ñëåäîâàòåëüíî, ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî
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ïîâîðîòîì âîêðóã íàïðàâëåíèÿ k ′ . Íàêîíåö, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî óãîë

ïîâîðîòà a  íå ìåíÿåòñÿ, ïîñòðîèì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ 21,ee  â ïëîñ-

êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé k . Èç ðèñ. 4.9.1 âèäíî, ÷òî

( ) 211 sincos aeaeeaRk += . (4.9.4)

Ïîâîðîò R  â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (4.9.1) ïåðåâîäèò k  â k ′ ,

à 1e  è 2e  ïðåîáðàçóåò â äâà íîâûõ åäèíè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà

11 eRe ⋅=′  è 22 eRe ⋅=′ , ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåê-

òîðó k ′ . Ïî àíàëîãèè ñ (4.9.4) íàïèøåì

( ) 211 easineacoseaRk ′+′=′′ ; (4.9.5)

íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

( )[ ] ( ) ( )=+==′−
2111

1 sincos aeaeReaRReRaRR kk

21 sincos eaea ′+′= ;

ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (4.9.5), ìû âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâî (4.9.2)
äîêàçàíî.

Èòàê, êëàññû ãðóïïû 3ℜ  ( ( )3SO ) î÷åíü ïðîñòûå. Ïîñêîëüêó îïå-

ðàöèÿ âðàùåíèÿ R , ïåðåâîäÿùàÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà k  â ïðîèçâîëü-

íî çàäàííîå íàïðàâëåíèå k ′ , ñóùåñòâóåò âñåãäà, ëþáûå äâà ïîâîðîòà íà
îäèíàêîâûé  óãîë âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âîêðóã êàêèõ îñåé îíè îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ, áóäóò îòíîñèòüñÿ ê îäíîìó è òîìó æå êëàññó.

1e

2e

a

Ðèñ. 4.9.1.

( ) 1eaRk
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2. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà âðàùåíèé 3D

Òàê êàê ãðóïïà 3D  ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé 3ℜ , ìû ìîæåì èñêàòü

êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ðàâåíñòâà (4.9.2). Èç íåãî ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà ýëåìåíòà ãðóïïû 3D  ïðèíàäëåæàëè îäíî-

ìó êëàññó, îíè äîëæíû îòâå÷àòü ïîâîðîòàì íà îäèíàêîâûé óãîë. Íî ýòî-

ãî íåäîñòàòî÷íî, ýëåìåíòîì  ãðóïïû 3D  îáÿçàí áûòü è ïîâîðîò R , ïå-

ðåâîäÿùèé k  â k ′ . Òàêèì îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå ìû èìååì òðè êëàññà:







=Ε
=Ε
=Ε

.,,

,,

,

5433

212

1

RRR

RR

E

(4.9.6)

Åäèíè÷íàÿ îïåðàöèÿ E  ñàìà ïî ñåáå îáðàçóåò êëàññ. Îïåðàöèè

21,RR  ñîîòâåòñòâóþò óãëó ïîâîðîòà 
3

2π
, à îïåðàöèè 543 ,, RRR  - ïîâî-

ðîòó íà óãîë π .

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû 21,RR  ïîïàäàþò â îäèí êëàññ, äëÿ ÷åãî

íàéä¸ì îïåðàöèþ âðàùåíèÿ, ïåðåâîäÿùóþ îñü 1R  â îñü 2R . Ýòî åñòü íå

÷òî èíîå êàê èíâåðñèÿ îñè z , äîñòèãàåìàÿ ïðè îïåðàöèÿõ 543 ,, RRR .

Àíàëîãè÷íî, ïîâîðîòû 21,RR  ïåðåâîäÿò äðóã â äðóãà îñè 543 ,, RRR :

1
3132
−= RRRR ,   1

1413
−= RRRR ,  1

2523
−= RRRR .

Çàìåòèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà 3ℑ  ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû

àíàëîãè÷íî ãðóïïå 3D , òàê êàê îíè èçîìîðôíû.
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§4.10. Êëàññû ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Êëàññû ãðóïïû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ  FH ×  ëåãêî óñòàíîâèòü,

çíàÿ êëàññû ãðóïï H  è F . Ïóñòü ýëåìåíòû baFH  è dcFH  ïðèíàäëå-

æàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äîëæåí ñóùåñòâî-

âàòü íåêîòîðûé ýëåìåíò feFH , òàêîé, ÷òî

( ) dcfebafe FHFHFHFH =−1
,

òî åñòü

( )( ) dcfbfeae FHFFFHHH =−− 11 ,

îòêóäà

ceae HHHH =−1 , dfbf FFFF =−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî aH  è cH  ïðèíàäëåæàò îäíî-

ìó è òîìó æå êëàññó ãðóïïû H , à bF  è dF  - îäíîìó è òîìó æå êëàññó

ãðóïïû F . Òàêèì îáðàçîì, â êëàññå ãðóïïû FH ×  áóäóò ñîäåðæàòüñÿ

âñå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ baFH , ãäå aH  ïðîáåãàåò öåëèêîì íåêîòî-

ðûé êëàññ ãðóïïû H , à bF  ïðîáåãàåò êëàññ ãðóïïû F . Êàæäîé ïàðå

êëàññîâ, îäíîìó èç H , à äðóãîìó èç F , áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí

êëàññ â ãðóïïå FH × .

Åñëè ãðóïïà H  ñîäåðæèò p  êëàññîâ, à ãðóïïà F  - q  êëàññîâ ñî-
ïðÿæ¸ííûõ ýëåìåíòîâ, òî ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¸ííûõ ýëåìåíòîâ ãðóï-

ïû FHG ×=  ðàâíî pq .
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó

( )3O  â êîòîðîé êàæäîìó óãëó ïîâîðîòà a  ñîîòâåòñòâóþò äâà êëàññà

ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Â îäèí èç íèõ ïîïàäàþò âñå ñîáñòâåííûå âðà-

ùåíèÿ ( )aRk , à â äðóãîé � âñå íåñîáñòâåííûå âðàùåíèÿ ( )aIRk . Êàæäàÿ

òàêàÿ ïàðà êëàññîâ ñîîòâåòñòâóåò äâóì êëàññàì ãðóïïû: E  è I . Åñëè

ìû ðàññìîòðèì ãðóïïó hD3 , òî óâèäèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò øåñòü êëàñ-
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ñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàöèÿì òð¸õ êëàññîâ ãðóïïû 3D , è äâóõ

êëàññîâ ( E  è σ ) ãðóïïû 1S .

§4.11. Òåîðåìà î ïåðå÷èñëåíèè ãðóïï

Äîêàæåì îäíî ïðîñòîå ñâîéñòâî ãðóïï, íàçûâàåìîå òåîðåìîé î ïå-

ðå÷èñëåíèè. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè aG  - íåêîòîðûé ôèêñèðîâàí-

íûé ýëåìåíò ãðóïïû G , à ýëåìåíò bG  ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó, òî ïðîèç-

âåäåíèå abc GGG =  òàêæå ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó, ïðè÷¸ì êàæäûé èç ýëå-

ìåíòîâ ãðóïïû ïîÿâëÿåòñÿ îäèí è òîëüêî îäèí ðàç.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì çàäàííîì cG  èç óñëî-

âèÿ 1−= acb GGG  ñëåäóåò ðàâåíñòâî abc GGG = . Äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà

bG  è bG ′  íå ìîãóò ïîðîæäàòü îäèí ýëåìåíò cG , òàê êàê âîçìîæíûì

áûëî áû ðàâåíñòâî ababc GGGGG ′== , óìíîæèâ êîòîðîå íà 1−
aG , ìû

ïîëó÷èëè áû ðàâåíñòâî bb GG ′=  ïðîòèâîðå÷àùåå íàøèì èñõîäíûì

ïîëîæåíèÿì.


