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Ãëàâà VIII

Ãðóïïà ( )nSU  è å¸ ïðåäñòàâëåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñïåöàèëüíîé óíè-

òàðíîé ãðóïïû ( )nSU  ñîñòàâëÿþùåé íàèáîëåå èçó÷åííûé êëàññ ïðåä-

ñòàâëåíèé, èìåþùèõ âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
êâàíòîâîé ìåõàíèêå è òåîðèè ïîëÿ.

§8.1. Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïóñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî C  (§1.10, ï. 1.10.4) ïðåîáðàçóåò-

ñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ U  ãðóïïû G . Åñëè âñå îïåðàòîðû ( )gU  ýòîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ óíèòàðíû, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåì íàçûâàòü óíè-
òàðíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïàêòíîé ãðóïïû
(§4.3) êàæäîå å¸ ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó óíèòàðíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ. Ôàêòè÷åñêè, ìû äîêàæåì ñåé÷àñ òåîðåìó Ìàøêå, ñôîð-
ìóëèðîâàííóþ â §5.6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ìàøêå âîñïîëüçóåì-
ñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû ìîæíî ââåñòè èíâàðèàíòíîå
èíòåãðèðîâàíèå (4.3.4).

Ïîêàæåì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè îïåðàòîðû ( )gU  íåóíèòàðíû îò-

íîñèòåëüíî çàäàííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( )yx , òî ìîæíî ïåðåé-

òè ê òàêîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ( )′yx , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî

âñå îïåðàòîðû ( )gU  áóäóò óíèòàðíû, òî åñòü

( ) ( )( ) ( )′=′
yxygUxgU . (8.1.1)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ x  è y  âåëè÷èíà
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( ) ( ) ( )( )ygUxgUgf =

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé íà ãðóïïå G  è äëÿ êîìïàê-

òíîé ãðóïïû G  ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë (4.3.4)

( ) ( ) ( )∫∫∫ ==
GGG

dhhgfdhghfdhhf ,

ãäå g - ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G .
Ïîëîæèì

( ) ( ) ( )( )∫=′

G

dhyhUxhUyx . (8.1.2)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ( )′yx  óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-

íîøåíèÿì (1.10.1), (1.10.2) è (1.10.8), òî åñòü, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî

îòíîøåíèþ ê ýòîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âñå îïåðàòîðû ( )gU  óíè-

òàðíû, òàê êàê, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (4.3.4) è (8.1.2),

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ,
′===

==′

∫∫

∫

yxdhyhUxhUdhyhgUxhgU

dhygUhUxgUhUygUxgU

GG

G

òî åñòü óñëîâèå óíèòàðíîñòè (8.1.1) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü αe  - íåêîòîðûé áàçèñ, îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñè-

òåëüíî ñòàðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.10.9)

( ) αββα δ=ee ,

à αe′ - íåêîòîðûé áàçèñ, îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíîãî íîâîãî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

( ) αββα δ=
′

′′ ee .
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Îáîçíà÷èì  A  îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé αe  â αe′ :

αα eAe ′= .

Åñëè

α
αexx = ,  α

αeyy = ,

òî

α
αexAx ′= ,  α

αeyAy ′=
è, ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )yxyxAyAx ==′ αα , (8.1.3)

èëè

( ) ( )yAxAyx 11 −−=′
. (8.1.4)

Ïîëîæèì òåïåðü

( ) ( )AgUAgU 1−=′ . (8.1.5)

Èç ñîîòíîøåíèé (8.1.3), (8.1.4) è (8.1.1.) ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ),

11

yxAyAxAygUAxgU

AygUAAxgUAygUxgU

=′==

==′′ −−

òî åñòü âñå îïåðàòîðû ( )gU ′  óíèòàðíû îòíîñèòåëüíî ñòàðîãî ñêàëÿðíî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóïïû ýêâè-

âàëåíòíî óíèòàðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ è äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ìû
ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü óíèòàðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

§8.2. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïóñòü íàì çàäàíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå U  ãðóïïû G  â ïðî-

ñòðàíñòâå ( )nC  è ïóñòü ( )kC - íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà ( )nC , òî åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç ( )nC , êîòîðîå
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ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì. Â ïðåîáðàçîâàíèè ( )gU  âåêòîð x  èç ïðî-

ñòðàíñòâà ( )kC  ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîð ( )xgU , êîòîðûé ïðèíàäëåæèò

( )nC , íî ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ( )kC . Åñëè âåêòîðû ( )xgU  ïðè-

íàäëåæàò ( )kC  ïðè ëþáûõ x  èç ( )kC  è ëþáûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ( )gU ,

òî åñòü, åñëè âî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ( )gU  âåêòîðû èç  ( )kC  ïðåâðà-

ùàþòñÿ â âåêòîðû òîãî æå ïîäïðîñòðàíñòâà ( )kC , ìû áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ( )kC  ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ U .

Åñëè òàêîãî íåòðèâèàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ñóùå-
ñòâóåò, òî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Ïóñòü U - íåêîòîðîå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G  â ïðî-

ñòðàíñòâå ( )nC , ( )kC - íåêîòîðîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ U , à ( )lC - îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (ñì. §1.16) ê ( )kC .

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíèå U  óíèòàðíî, òî ( )lC - òàêæå èíâàðè-

àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ( )kCx ∈′ , à ( )lCx ∈′′ . Òàê êàê ( )kC  ÿâëÿ-

åòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, òî ( ) ( )xgUxgU ′=′ −− 11
 òàêæå

ïðèíàäëåæèò ( )kC , è ìû ìîæåì çàïèñàòü

( )( ) 01 =′′′− xxgU .

Èç óíèòàðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ U  ñëåäóåò, ÷òî

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 011 =′′′=′′′=′′′ −− xgUxxgUxgUgUxxgU .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ( )lCx ∈′′ , òî ( )xgU ′′  îðòîãîíàëåí ëþáîìó

âåêòîðó ( )kCx ∈′  äëÿ ëþáîãî ( )gU  è ìû äîêàçàëè, ÷òî ( )lC  ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ïðîñòðàíñòâî ( )nC  ðàñùåïëÿåòñÿ íà

äâà îðòîãîíàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: ( )kC  è ( )lC . Åñëè

ïðåäñòàâëåíèÿ 1U  è 2U  èíäóöèðóåìûå ïðåäñòàâëåíèåì U  â ïîäïðîñò-
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ðàíñòâàõ ( )kC  è ( )lC  ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâîäèìû, òî îíè ñíîâà ðàñ-

ùåïëÿþòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñ-
òðàíñòâàõ. Ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, ðàñùåïëÿåìîå íà íåïðèâîäèìûå,
íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì. Íå âñÿêîå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå
âïîëíå ïðèâîäèìî, íî ïðèâîäèìîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå âïîëíå ïðè-
âîäèìî.

Äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî
óíèòàðíîìó, òî åñòü âïîëíå ïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîì-

ïàêòíîé ãðóïïû G  êîíå÷íîìåðíû. Ïóñòü e- åäèíè÷íûé âåêòîð â ïðî-

ñòðàíñòâå ( )nC , ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî óíèòàðíîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ U  ãðóïïû G . Â ñèëó óíèòàðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ( )gU
ìû ìîæåì çàïèñàòü

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1==== eeeegUegUegU .

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå

( )egUg →
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ãðóïïû G  â åäèíè÷íóþ ñôåðó ïðîñòðàíñòâà

( )nC . Òàê êàê ãðóïïà êîìïàêòíà, òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ( )egU  òîæå

êîìïàêòíî. Èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî íà åäèíè÷íîé ñôåðå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèòñÿ
â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåïðèâîäèìîñòè

ïðåäñòàâëåíèÿ U  ñëåäóåò, ÷òî ( )nC  ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæ-

ä¸ííûì ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ ( )egU , òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ  ñðåäè âåê-

òîðîâ ( )egU , ïðè÷¸ì ÷èñëî ýòèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ êîíå÷-

íî. Îòñþäà ñëåäóåò è êîíå÷íîñòü ïðîñòðàíñòâà ( )nC .

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, ïðåîáðàçóþùååñÿ ïî íåïðèâî-

äèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ U ,  ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ ( )egU

äëÿ âñåõ ( )gU  è íåêîòîðîãî âåêòîðà e. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ýòî

ñâîéñòâî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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Ïóñòü íàì çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå U  ãðóïïû G  â ïðîñòðàíñòâå

( )nC , è ( )kC - èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïðåîáðàçóþùååñÿ ïî

íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ 1U  è èíäóöèðóåìîå ïðåäñòàâëåíèåì U .

Åñëè ìû çíàåì íåêîòîðûé âåêòîð x  ïîäïðîñòðàíñòâà ( )kC , òî ìû ìî-

æåì ïîñòðîèòü ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. §7.4.,

ï.7.4.2). Ñíà÷àëà äåéñòâóåì íà x  âñåìè îïåðàòîðàìè ( )gU  èç ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ U , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ( )xgU . Çàòåì

îáðàçóåì âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç ýòîãî ìíî-
æåñòâà  ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíî-

ñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ U , êîòîðîå íå ìîæåò ðàñïàäàòüñÿ íà äâà îðòî-
ãîíàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, òàê êàê ïîðîæäàåòñÿ ìíî-

æåñòâîì âåêòîðîâ ( )xgU , êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà

x ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ ( )gU .

§8.3. Ñîïðÿæåííûå è êîíòðàãðåäèåíòíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äàííûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì U  è èìåþùèå òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è U , íî íå ýêâè-

âàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèþ U .
Åñëè ñîîòâåòñòâèå

( )gUg → (8.3.1)

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G , òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñîîòâåòñòâèå

( )gUg → , (8.3.2)

ãäå ( )gU  - ìàòðèöà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ê ( )gU , ñëóæèò òàêæå

ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G . Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì

ê U  è îáîçíà÷àåòñÿ U .
Ïîêàæåì, ÷òî íàðÿäó ñ îòîáðàæåíèÿìè (8.3.1) è (8.3.2) ñîîòâåòñòâèå
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( ) ( )[ ]TT
gUgUg 11 −− =→ (8.3.3)

ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ

( ) ( )TgUgU 1~ −= , (8.3.4)

ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )( ) ( ),~

~~

21
1

21
1

1
1

2

1
1

1
2

1
2

1
121

ggUggUggU

gUgUgUgUgUgU
TT

TTT

===

===
−−−

−−−−

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ êîíòðàãðå-

äèåíòíûì ê U  ïðåäñòàâëåíèåì U
~

.  Äëÿ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîí-

òðàãðåäèåíòíîå ê  U  ïðåäñòàâëåíèå U
~

 ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì ê U

ïðåäñòàâëåíèåì U .  Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âñå îïåðàòîðû ( )gU  óíè-

òàðíû ( ) ( ) ( )11 −−+ == gUgUgU , òî ( ) ( )TgUgU 1−= .

Ââåäåíèå êîíðàãðåäèåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëÿåò îáðàçîâàòü

èíâàðèàíòû ãðóïï. Ïóñòü x  - âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè αx , ïðåîáðàçóþ-

ùèéñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ U  ãðóïïû G , à y~ - êîâåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

αy , ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ  U
~

, ïðè÷¸ì U  ìîæåò áûòü

íåóíèòàðíûì. Ìû ìîæåì çàïèñàòü

( ) βα
β

α xgUx =′ ,   ( ) ( ) β
β
αβ

β
αα ygUygUy 1~ −==′ .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( ) ( ) ( ) β
β

γβ
γβ

γα
γ

β
αβ

α
α xyxeUyxgUgUyxy ===′′ −1 ,

òî åñòü ñóììà α
α xy  èíâàðèàíòíà.

§8.4. Ãåíåðàòîðû ãðóïïû ( )nSU
è å¸ îñíîâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îáùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ óíèòàðíûõ óíèìî-
äóëÿðíûõ ãðóïï, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðè áîëåå äåòàëüíîì ðàññìîò-
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ðåíèè ãðóïï ( )2SU  è ( )3SU .

Â ãëàâå IV, §4.6, ï.7 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðàçìåðíîñòü m  ãðóïïû

( )nSU  ðàâíà

12 −= nm . (8.4.1)
Èç óñëîâèÿ

( ) 1,...,,det 21 =mU ξξξ

äëÿ ìàòðèöû ( )mU ξξξ ,...,, 21 , áåñêîíå÷íî áëèçêîé ê åäèíèöå:

( ) kkm XU ξξξξ +≈ 1,...,, 21 ,

ñëåäóåò, ÷òî ñëåäû ãåíåðàòîðîâ kX  ðàâíû íóëþ:

0=kSpX , (8.4.2)

à èç óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè

( ) ( ) 1=+
mm UU ξξξξξξ ,...,,,...,, 2121

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû kX  àíòèýðìèòîâû:

kk XX −=+ (8.4.3)

(ñì. ôîðìóëû (7.2.2) è (7.2.6)). Ïðè óìíîæåíèè kX  íà 1−=i , îíè ñòà-

íóò ýðìèòîâûìè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå îñíîâíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ãðóïïû ( )nSU . Ïðåäñòàâëåíèåì ñ íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì âñåì ýëåìåíòàì Ug =  ñî-

îòâåòñòâóåò óìíîæåíèå íà 1:

1→U ,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ðàâíû íóëþ:

0=kY . (8.4.4)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíèì èç íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ
íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ, îòëè÷íîé îò 1, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

UU → .

Â äàííîì ñëó÷àå ñàìà ãðóïïà ( )nSU  ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê å¸ ïðåä-
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ñòàâëåíèå. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì. Åãî èíôè-
íèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ñîâïàäàþò ñ ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû

kk XY = . (8.4.5)

Äðóãèì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì ñ íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñ-
òüþ, îòëè÷íîé îò åäèíèöû, ñëóæèò êîíðàãðåäèåíòíîå ê ôóíäàìåíòàëü-
íîìó ïðåäñòàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ñîïðÿæåííûì, èíôèíèòåçèìàëüíûå
îïåðàòîðû êîòîðîãî ðàâíû

T
kkk XXY −== . (8.4.6)

Äîãîâîðèìñÿ òåïåðü î íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Áàçèñíûå âåêòî-

ðû â ïðîñòðàíñòâå 1C  ñîñòîÿùåì èç îäíîãî ýêçåìïëÿðà ïðîñòðàíñòâà

( )nC , êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ,

îáîçíà÷èì αe ; n,...,2,1=α .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè áàçèñíûå âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

( ) αβ
βα δ=ee ,

òî åñòü îðòîíîðìèðîâàííû. Â ïðåäñòàâëåíèè U  âåêòîð αe  ïðåâðàùàåò-

ñÿ â íåêîòîðûé âåêòîð αe′
β

βα
αα eee UU ==′ . (8.4.7)

Ïóñòü ψ  âåêòîð èç 1C  ñ êîìïîíåíòàìè αψ
α

αψψ e= . (8.4.8)

Òîãäà â ïðåîáðàçîâàíèè U  îí ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîð ψ ′  ñ êîìïî-

íåíòàìè αψ ′

βαβα ψψ U=′ . (8.4.9)

Â äàëüíåéøåì âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå 1C , ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî

ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, áóäåì íàçûâàòü êîâàðèàíòíûìè ñïè-
íîðàìè ïåðâîãî ðàíãà. Èòàê, êîìïîíåíòû êîâàðèàíòíûõ ñïèíîðîâ ïåð-
âîãî ðàíãà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó (8.4.9).

Ïî àíàëîãèè, â ïðîñòðàíñòâå 
1

C  (ñîñòîÿùåì èç îäíîãî êîìïëåêòà
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ïðîñòðàíñòâà ( )nC
~

) ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ êîíòðàãðåäè-

åíòíîìó ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ

αe .  Ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ αe  èìååò âèä

ββααα eee UU ==′ . (8.4.10)

Åñëè ψ - íåêîòîðûé âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà 
1

C  ñ êîìïîíåíòàìè αψ

α
αψψ e= , (8.4.11)

òî ïî àíàëîãèè ñ (8.4.9) ìû èìååì
+==′ βα

ββ
αβ

α ψψψ UU . (8.4.12)

Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå 
1

C  íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè ñïè-

íîðàìè ïåðâîãî ðàíãà. Èòàê, êîìïîíåíòû êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà
ïåðâîãî ðàíãà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó (8.4.12).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè αψ  - êîìïîíåíò êîâàðèàíòíîãî ñïèíîðà, òî êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû ( )αψ  ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû

êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà, êîòîðûé îáîçíà÷èì êàê +ψ . Òàêèì îáðà-

çîì,

( ) ( )α
α ψψ =+ . (8.4.13)

§8.5. Ñïèíîðû âûñøèõ ðàíãîâ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì,
ÿâëÿþùèìñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è êîí-
òðàãðåäèåíòíûõ ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî pC , ïðåîáðàçóþùååñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ

UUU ⊗⊗⊗ ... , êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ p
ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé U .

Áàçèñíûå âåêòîðû pαα ...1e  â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ çàêîíîì (8.4.7)
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p

pp

pp UUU p αα
αβαβ

αααα ==′ ......... 1

11

11 ... eee . (8.5.1)

Ïîëàãàÿ âåêòîðû pαα ...1e  îðòîíîðìèðîâàííûìè, ìû ìîæåì çàïè-
ñàòü

( )
pp

pp

βαβα
ββαα δδ= ...

11

11 ...... ee .

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå pC  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

p

p

p αα
ααψ=ψ ...

...
1

1
e , (8.5.2)

êîìïîíåíòû 
pααψ ...1

 êîòîðîãî ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

pppp
UU βββαβααα ψ=ψ′ ...... 1111

... . (8.5.3)

Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå pC  ñ êîìïîíåíòàìè âèäà 
pααψ ...1

 íàçûâà-

þòñÿ êîâàðèàíòíûìè ñïèíîðàìè p -ãî ðàíãà, ïðåîáðàçóþùèåñÿ êàê ïðî-

èçâåäåíèÿ p  êîìïîíåíò êîâàðèàíòíûõ ñïèíîðîâ ïåðâîãî ðàíãà.

Àíàëîãè÷íî îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñíûå âåêòîðû 
pαα′ ...1

e

( )
pppp βαβαββαα δδ= ...

1111 ...... ee

â ïðîñòðàíñòâå pC , ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ

UUU ⊗⊗⊗ ... , ÿâëÿþùåìóñÿ ïðîèçâåäåíèåì p  êîíòðàãðåäèåíò-

íûõ ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèé U , ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

ppppp
UUU p

ββαβαβαααα ......... 11111
... eee ==′ , (8.5.4)

à êîìïîíåíòû pααψ ...1  âåêòîðà p
ø

p

pp
αα

ααψ ...
...

1

1 eø = (8.5.5)

ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

++==′
pp

pp

pp

p UUUU αβαβ
ββββ

βαβα
αα ψψψ ......

11

11

11

1 .........
. (8.5.6)

Ýòè âåêòîðû áóäåì íàçûâàòü êîíòðàâàðèàíòíûìè ñïèíîðàìè p -
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ãî ðàíãà, ïðåîáðàçóþùèìèñÿ ïî çàêîíó (8.5.6). Çàìåòèì, ÷òî åñëè 
pααψ ...1

-

êîìïîíåíòû êîâàðèàíòíîãî ñïèíîðà ðàíãà p , òî ( )
pααψ ...1

 - êîìïîíåí-

òû êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà òîãî æå ðàíãà

( ) ( )
p

p

αα
αα ψψ ...

...

1

1 =+ .

Â ïðîñòðàíñòâå qpC , ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ

UUUU
qp

⊗⊗⊗⊗ ⊗ ......
 ðàç ðàç

,

ââåä¸ì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ p

q

αα
ββ

...

...
1

1
e

( )
qqpp

p

q

p

q ββββαααα
αα
ββ

αα
ββ δδδδ ′′′′

′′
′′ = ......

1111

1

1

1

1

...

...
...
... ee .

Òîãäà

p

qqqpp

p

q
UUUUU qp γγ

δδβδβδαγαγ
αα
ββ

...

...
...
...

1

11111

1

1
...... ee = . (8.5.7)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà

p

q

q

p

qp αα
ββ

ββ
ααψ ...

...
...
...

1

1

1

1
eø = (8.5.8)

ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

p

pqqpp

q

p
UUUU

δδ
γγδβδβγαγα

ββ
αα ψψ ...

...
...

...
1

11111

1

1
......=′ . (8.5.9)

Ýòè âåêòîðû áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííûìè ñïèíîðàìè, êîâàðèàíò-
íûìè  p  ðàç è êîíòðàâàðèàíòíûìè q   ðàç.

Òàê êàê êàæäûé ñïèíîð ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîìïî-
íåíòàìè, òî â äàëüíåéøåì äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïèíîðîâ, òî åñòü âåêòî-

ðîâ â ïðîñòðàíñòâå qpC , áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èõ êîìïîíåíòàìè q

p

ββ
ααψ ...

...
1

1
.

Åñëè q

p

ββ
ααψ ...

...
1

1
- êîìïîíåíòû ñïèíîðà p  ðàç êîâàðèàíòíîãî è q   ðàç êîí-

òðàâàðèàíòíîãî, òî ( )q

p

ββ
ααψ ...

...
1

1
- êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî ñïèíîðà q  ðàç

êîâàðèàíòíîãî è p  ðàç êîíòðàâàðèàíòíîãî, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì êàê

+
ø . Òàêèì îáðàçîì
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( ) ( )q

p

p

q

ββ
αα

αα
ββ ψψ ...

...

...

...
1

1

1

1
=+ . (8.5.10)

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà òðè ñïèíîðà: ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà â 11C
ñ êîìïîíåíòàìè

α
β

α
β δψ = (8.5.11)

è ñïèíîðû n -ãî ðàíãà â nC  è nC  ñ êîìïîíåíòàìè

nn αααα εψ ...... 11
= , (8.5.12)

è

nn αααα εψ ...... 11 = , (8.5.13)

ãäå 0...
...

1

1 ==
n

n
αα

αα εε , åñëè äâà (èëè áîëåå) èíäåêñà iα  è jα  ñîâïàäà-

þò, ðàâíî 1, åñëè ( )nαα ...1 - ÷¸òíàÿ ïåðåñòàíîâêà  ( )n,...,2,1 , è ðàâíî �1,

åñëè ( )nαα ...1 - íå÷¸òíàÿ ïåðåñòàíîâêà. Ýòîò ñïèíîð áóäåì íàçûâàòü ïîë-

íîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì n -ãî ðàíãà. Äëÿ ñïèíîðà (8.5.11)

â ñèëó óñëîâèÿ 1=+UU  èìååì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

( ) α
ββαγαβγ

γ
δαγβδ

α
β δδδ ====′ ++ UUUUUU ,

à äëÿ ñïèíîðîâ (8.5.12) è (8.5.13) â ñèëó óñëîâèÿ 1det =U , èìååì

nnnnnn
UUU ααααβββαβααα εεεε ............ 111111

det... ===′
è

nnn

nn

n UUU ααααββ
βαβα

αα εεεε ............ 111

11

1 det... ===′ .

Ìû âèäèì, ÷òî êîìïîíåíòû ñïèíîðîâ íå ìåíÿþòñÿ ïðè âñåõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ ãðóïïû ( )nSU , òî åñòü ýòè ñïèíîðû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòà-

ìè ãðóïïû ( )nSU . Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç

α
βe , nαα ...1e , 

nαα ...1
e

áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ 11C , nC  è nC  ñîîòâåòñòâåííî, òî âåêòîðû â

ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ êîìïîíåíòàìè (8.5.11)-(8.5.13) èìåþò âèä
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n
neeeä ++== ...1

1
α
α , (8.5.14)

......231...213...123 −+−= nnnp eeeå , (8.5.15)

......231...213...123 −+−= nnnp eeeå . (8.5.16)

Ýòè âåêòîðû ñëóæàò áàçèñàìè îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èíâàðè-

àíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ( )nSU , òî åñòü ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè ïðî-

ñòðàíñòâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî å¸ îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì.

§8.6. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ è êîíòðàãðåäèåíòíûõ èì ïðåäñòàâëåíèé ïðèâîäèìû. Òàê ýòè
ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, òî
îíè óíèòàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî, âïîëíå ïðèâîäèìû (ñì. §8.2). Ðàçëîæèì
ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå.

Íà÷í¸ì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíèÿ UU ⊗  â ïðî-

ñòðàíñòâå 2C  ñ áàçèñîì 21ααe . Âåêòîðû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå � êîâàðèàí-

òíûå ñïèíîðû âòîðîãî ðàíãà. Èç ïðîèçâîëüíîãî ñïèíîðà 
21ααψ  îáðàçó-

åì ñèììåòðè÷íûé è àíòèñèììåòðè÷íûé ñïèíîðû ñ êîìïîíåíòàìè

{ } ( )
122121 2

1
αααααα ψψψ += ; (8.6.1)

[ ] ( )
122121 2

1
αααααα ψψψ −= . (8.6.2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâî 2C  ðàçëàãàåòñÿ íà äâà ïîäïðîñ-

òðàíñòâà sC2  è aC2 , áàçèñû êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ èç 
( )

2
1+nn

 âåêòîðîâ

{ } ( )






=

≠+
=

 ,  

  

21

21

,

,,
2

1

21

1221

21

αα

αα

αα

αααα
αα

e

ee
e (8.6.3)
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è 
( )

2
1−nn

 âåêòîðîâ

[ ] ( )122121

2

1 αααααα eee −= (8.6.4)

ñîîòâåòñòâåííî.

Ëþáîé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå sC2  èìååò âèä

{ }

( ).
2

1

21

1221

21

21

21

21

∑∑

∑

>

≥

+Φ+Φ=

=Φ=

αα

αααα
αα

α

αα
αα

αα

αα
αα

eee

eø

      

q

(8.6.5)

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç s

21ααψ  êîìïîíåíòû âåêòîðà sø  â èñõîäíîì áàçè-

ñå 21ααe , ìû ìîæåì çàïèñàòü

21

21

αα
ααψ eø

s
s = . (8.6.6)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (8.5.6) è (8.6.6), ïîëó÷èì















<Φ

>Φ

=Φ

==

.,
2

1

,,
2

1

,,

21

21

21

12

21

21

1221

αα

αα

αα

ψψ

αα

αα

αα

αααα

   

   

   

ss (8.6.7)

Ìû âèäèì, ÷òî âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå sC2 - ñèììåòðè÷íûå ñïèíî-

ðû. Ïîñêîëüêó ëþáîé âåêòîð âèäà (8.6.3) îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó

âèäà (8.6.4), ïîäïðîñòðàíñòâà sC2  è aC2  îðòîãîíàëüíû. Îíè ÿâëÿþòñÿ

èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, òàê êàê â ëþáîì ïðåîáðàçîâàíèè

UU ⊗  ñèììåòðè÷íûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèììåò-



232 Ãëàâà âîñüìàÿ

ðè÷íûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà, òî åñòü âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà sC2

ïåðåõîäèò â âåêòîð èç ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, è àíàëîãè÷íî àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé ñïèíîð ïðåâðàùàåòñÿ â àíòèñèììåòðè÷íûé ñïèíîð, òî åñòü

ïîäïðîñòðàíñòâî aC2  ïåðåõîäèò â ñåáÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî îíè ïðåîáðàçóþòñÿ ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì. Âûáåðåì ëþáûå äâà áàçèñíûõ âåêòîðà, íàïðèìåð âèäà (8.6.3).
Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (7.2.4) (èëè (6.10.9)) ìû ìîæåì ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà kY

( ) ( ) ( ) ( )2121 11 ⊗+⊗= kkk YYY , (8.6.8)

ãäå ( )i1 - åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå iC , îïåðàòîðû ( )1
kY  äåé-

ñòâóþò òîëüêî íà ïåðâûé èíäåêñ, à îïåðàòîðû ( )2
kY  - íà âòîðîé. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôèíèòåçèìàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ,...,...,,
21 mkkk YYY , ÷òî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ýòèõ îïåðàòî-

ðîâ íà îäèí èç âûáðàííûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü âåêòîð, ïðîïîðöè-
îíàëüíûé âòîðîìó. Ýòîò ôàêò ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâîì íåïðè-

âîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé â sC2  è aC2 .

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé êîâàðèàíòíûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà ðàç-
ëàãàåòñÿ íà ñèììåòðè÷íûé è àíòèñèììåòðè÷íûé êîâàðèàíòíûé ñïè-
íîðû

{ } [ ]212121 αααααα ψψψ += , (8.6.9)

îáðàçóþùèå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå UU ⊗  â ïðîñòðàíñòâå 11C  ñ

áàçèñîì α
βe . Âåêòîðû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ñïèíîðàìè âòîðîãî

ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè β
αψ . Ïîêàæåì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñóììà α

αψ  èí-

âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé UU ⊗ . Ñîãëàñíî (8.5.9),
èìååì

δ
γβδαγ

β
α ψψ ==′ UU ,
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( ) α
α

δ
γδγ

δ
γδγ

δ
γδααγ

δ
γαδαγ

α
α ψψδψψψψ =====′ ++ UUUUUU ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Çàìåòèì, åñëè ñïèíîð β
αψ  èìååò ñëåä ðàâ-

íûé íóëþ, òî ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðåîáðàçî-

âàíèé UU ⊗ .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñïèíîð β
αψ  è ðàçëîæèì åãî íà äâå ÷àñòè,

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ èìååò íóëåâîé ñëåä, à âòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà β
αδ :

γ
γ

β
α

γ
γ

β
α

β
α

β
α ψδψδψψ

nn

11 +




 −= . (8.6.10)

Â §8.5 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïèíîð β
αδ  ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì è òàêèì

îáðàçîì, ñïèíîðû ñ íóëåâûì ñëåäîì  γ
γ

β
α

β
α ψδψ

n

1−  è ñïèíîðû γ
γ

β
α ψδ

n

1
,

êðàòíûå ñïèíîðó β
αδ , îáðàçóþò èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â 11C ,

êîòîðûå îðòîãîíàëüíû, òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå β
αδ  íà ïðîèç-

âîëüíûé ñïèíîð α
βΦ  ðàâíî ñëåäó ýòîãî ñïèíîðà

α
α

α
β

β
αδ Φ=Φ . (8.6.11)

Ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî âûøå ìåòîäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïè-
íîðû ñ íóëåâûì ñëåäîì îáðàçóþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ôîð-

ìóëà (8.6.10) åñòü ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñïèíîðà β
αψ  íà íåïðèâî-

äèìûå. Ïåðâûé ñïèíîð â ýòîé ôîðìóëå èìååò 12 −n  êîìïîíåíòó, à âòî-

ðîé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü ñóììû α
αψ -

÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåãî îáùåãî ôàêòà. Åñëè q

p

ββ
ααψ ...

...
1

1
- ñìåøàííûé

ñïèíîð ( )qp + -ãî ðàíãà, p  ðàç êîâàðèàíòíûé è q  ðàç êîíòðàâàðèàíò-

íûé, òî ñóììà q

p

βαβ
αααψ ...

...
2

2

 ÿâëÿåòñÿ (ñì. §3.6) ñìåøàííûì ñïèíîðîì
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( )2−+ qp -ãî ðàíãà, 1−p  êîâàðèàíòíûì è 1−q  êîíòðàâàðèàíòíûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïèíîðû âûñøèõ ðàíãîâ. Èç ëþáîãî êîâàðèàí-
òíîãî ñïèíîðà, íàïðèìåð p -ãî ðàíãà, ìîæíî îáðàçîâàòü ïîëíîñòüþ

ñèììåòðè÷íûé ñïèíîð { }pααψ ...1
, êîòîðûé íåïðèâîäèì. Åñëè np ≤ , ìîæ-

íî îáðàçîâàòü òàê æå è ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé ñïèíîð [ ]pααψ ...1
,

êîòîðûé òàê æå íåïðèâîäèì. Òàê êàê äëÿ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íî-
ãî ñïèíîðà âñå èíäåêñû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè, íå ñóùåñòâóåò ïîë-
íîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðà ðàíãà np > . Ñèììåòðè÷íûé ñïè-

íîð p -ãî ðàíãà èìååò

( ) ( )1...1
!

1 −++ pnnn
p

íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò, à àíòèñèììåòðè÷íûé ñïèíîð p -ãî ðàíãà èìååò

( ) ( )1...1
!

1 +−− pnnn
p

íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Êðîìå ñïèíîðîâ { }pααψ ...1
 è [ ]pααψ ...1

 ñóùåñòâó-

þò òàê æå è äðóãèå ñïèíîðû, ñèììåòðèçîâàííûå ïî íåêîòîðûì ïàðàì
èíäåêñîâ è çàòåì àíòèñèììåòðèçîâàííûå ïî äðóãèì ïàðàì èíäåêñîâ. Ýòè
ñïèíîðû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñõåìàìè Þíãà, ñîäåðæàùèìè êëåòêè, ãäå àí-
òèñèììåòðèçîâàííûì èíäåêñàì ñîîòâåòñòâóþò êëåòêè ðàñïîëîæåííûå â
îäíîì ñòîëáöå, à ñèììåòðèçîâàííûì èíäåêñàì � â îäíîé ñòðîêå. Ëþáîé

êîâàðèàíòíûé ñïèíîð òðåòüåãî ðàíãà αβγψ  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå ñóììû ñëåäóþùèõ ÷åòûð¸õ íåïðèâîäèìûõ ñïèíîðîâ: ïîëíîñòüþ
ñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðà

{ } ( )αγβγαβγβαβγαβαγαβγαβγ ψψψψψψψ +++++=
6
1

, (8.6.12)

ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðà

[ ] ( )αγβγαβγβαβγαβαγαβγαβγ ψψψψψψψ −+−+−=
6
1

, (8.6.13)

ñïèíîðà, ñèììåòðèçîâàííîãî ïî α  è β , è çàòåì àíòèñèììåòðèçîâàííî-



235Ãðóïïà SU(n)  è å¸ ïðåäñòàâëåíèÿ

ãî ïî β  è γ ,

( )γαβαγββαγαβγγβα ψψψψψ −−+=
3
1

]}[{ (8.6.14)

è ñïèíîðà, ñèììåòðèçîâàííîãî ïî β  è γ , à çàòåì àíòèñèììåòðèçîâàí-

íîãî ïî α  è β ,

( )βγαβαγαγβαβγγβα ψψψψψ −−+=
3
1

}]{[ , (8.6.15)

îòêóäà

[ ] }]{[]}[{}{ γβαγβααβγαβγαβγ ψψψψψ +++= (8.6.16)

è

0]}[{]}[{]}[{ =++ βαγαγβγβα ψψψ . (8.6.17)

Íåïðèâîäèìûå ñïèíîðû (8.6.12)-(8.6.15) õàðàêòåðèçóþòñÿ ñõåìàìè
Þíãà:

×èñëà êîìïîíåíò ýòèõ ñïèíîðîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

( )( )21
!3

1 ++ nnn ,  ( )( )21
!3

1 −− nnn ,  ( )1
3
1 2 −nn ,  ( )1

3
1 2 −nn .

Ïî àíàëîãèè ëþáîé êîâàðèàíòíûé ñïèíîð p -ãî ðàíãà ðàçëàãàåò-

ñÿ íà ñóììó íåïðèâîäèìûõ ñïèíîðîâ, ñèììåòðèçîâàííûõ è àíòèñèììåò-
ðèçîâàííûõ ïî îïðåäåë¸ííûì ñõåìàì Þíãà.

Ïðè ïîìîùè ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðèçîâàííîãî ñïèíîðà n -ãî

ðàíãà 
nααε ...1

 äëÿ ëþáûõ êîíòðàãðåäèåíòíûõ è ñìåøàííûõ ñïèíîðîâ

ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíûå èì êîâàðèàíòíûå ñïèíîðû.

Íàïðèìåð, êîíòðàâàðèàíòíûé ñïèíîð αψ  ýêâèâàëåíòåí ïîëíîñ-

òüþ àíòèñèììåòðè÷íîìó ñïèíîðó ïÿòîãî ðàíãà:

[ ]
ν

αβγδεναβγδε ψεψ = ,

α β γ
α
β
γ α

β γαβ
γ
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òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ν
αβγδενψε  îáðàçóåò ñïèíîð ñåäüìîãî ðàíãà, îäèí

ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé è øåñòü ðàç êîâàðèàíòíûé, à ñóììèðîâàíèå (ñâ¸ð-
òêà) ïî ν  ïðåâðàùàåò åãî â êîâàðèàíòíûé ñïèíîð ïÿòîãî ðàíãà. Àíàëî-
ãè÷íûì ìåòîäîì ìîæíî îïóñòèòü âñå âåðõíèå èíäåêñû ëþáîãî ñïèíîðà
è ïðåâðàòèòü åãî â êîâàðèàíòíûé ñïèíîð.

Âûøå ìû îòìåòèëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷-
íîãî ñïèíîðà ðàíãà np > . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö â ñõåìå

Þíãà ñîäåðæèò íå áîëåå n  êëåòîê. Áîëåå òîãî, ïîëíîñòüþ àíòèñèììåò-
ðè÷íûé ñïèíîð n -ãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, òàê ÷òî èõ ìîæíî íå

ðàññìàòðèâàòü. Èòàê, êàæäûé ñòîëáåö ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 1−n  ñòðîê,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáîå ÷èñëî êëåòîê. ×èñëà êëåòîê

â ýòèõ ñòðîêàõ 121 ,...,, −nλλλ  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå

íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Èòàê, êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëå-

íèå õàðàêòåðèçóåòñÿ 1−n  öåëûìè ÷èñëàìè 121 ,...,, −nλλλ , ÿâëÿþùèìè-

ñÿ ÷èñëàìè êëåòîê â 1−n  ñòðîêàõ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå Þíãà. Âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýêâèâàëåíòíûå ñïèíîðû, íàïðèìåð òèïà αψ  è [ ]αβγδεψ ,

ôèçè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíû è ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü îòäåëü-
íî âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû è äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïèíîðîâ íóæíî
ââåñòè äâå ñõåìû Þíãà: îäíó äëÿ âåðõíèõ èíäåêñîâ, à äðóãóþ äëÿ íèæ-
íèõ. ×òîáû îáðàçîâàòü íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, íåîáõîäèìî òàê-
æå âû÷åñòü ñëåäû ïî âñåì ïàðàì èíäåêñîâ, ñîäåðæàùèì îäèí âåðõíèé è
îäèí íèæíèé èíäåêñû.

Òàê êàê ãðóïïà ( )nSU  êîìïàêòíà, âñå å¸ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü óíèòàðíûìè. Îíè âïîëíå ïðèâîäèìû è ðàñïàäà-
þòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, à ïîñëåäíèå êîíå÷íîìåðíû.

Ïðè ïîìîùè èçëîæåííîãî âûøå ìåòîäà ìîæíî èñ÷åðïàòü âñå âîç-

ìîæíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )nSU .


