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Ãëàâà IX

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï ( )2SU  è ( )3SU

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï ( )2SU  è

( )3SU . Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ñïèíà

â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è òåîðèè óíèòàðíîé ñèììåòðèè ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö.

§9.1. Ãðóïïà ( )2SU  è å¸ ïðåäñòàâëåíèÿ

9.1.1. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )2SU

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé ïðèâåä¸ííîé â §4.6, ï.7 ãðóïïà

( )2SU  ñîñòîèò èç óíèòàðíûõ óíèìîäóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ â äâóìåðíîì

êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ( )2C . Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ãðóïïà

( )2SU  ñîñòîèò èç 22×  ìàòðèö âèäà
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, (9.1.1)
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1 =− UUUU . (9.1.3)
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Ïîëîæèì α=1
1U , à β=1

2U , òîãäà ïåðâîå óñëîâèå (9.1.3) áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ ïðè

βkUkU −=−= 1
2

2
1  è αkUkU == 1

1
2
2 ,

ãäå k - íåêîòîðîå ÷èñëî.
Óñëîâèÿ (9.1.2) ïðèìóò âèä

1
2222 =+=+ βαβα kk ,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò 1=k , èëè ϕiek = , ãäå ϕ  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî

βϕieU −=2
1 , αϕieU =2

2 .

Òîãäà,

( ) 11
2

2
1

2
2

1
1 =+=− ββααϕieUUUU .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç óñëîâèé (9.1.3) ñëåäóåò 1=ϕie , ïîëó÷èì

1=+ ββαα . (9.1.4)

Îêîí÷àòåëüíî, ìàòðèöû ãðóïïû ( )2SU  ïðèìóò âèä







− αβ

βα
, (9.1.5)

ãäå βα, - ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíî-

øåíèþ (9.1.4). Ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ( )2SU  ðàâíà (§4.6, ï.7) òð¸ì.

Âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà ( )2C  ìû áóäåì íàçûâàòü ñïèíîðàìè, à òåí-

çîðû íàä ïðîñòðàíñòâîì ( )2C  - ñïèíòåíçîðàìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ( )2SU . Îáîçíà÷èì èíäåêñû ñïèíîðîâ ÷åðåç

,...,ba . Òàê êàê êàæäûé èíäåêñ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ 1 è
2, òî åäèíñòâåííûìè àíòèñèììåòðè÷íûìè ñïèíîðàìè áóäóò àíòèñèììåò-

ðè÷íûå ñïèíîðû âòîðîãî ðàíãà abε  è abε . Âûáåðåì ýòè ñïèíîðû òàê,
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÷òîáû ab
ab ε−=ε , íàïðèìåð

11221
2112 =ε−=ε=ε−=ε . (9.1.6)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
a
c

ba
cbbc

ab δεεεε == . (9.1.7)

 Ñïèíîðû abε  è abε  ïîçâîëÿþò ïîäíèìàòü èëè îïóñêàòü èíäåêñû

ñïèíîðîâ. Íàïðèìåð,
b

aba ψεψ = ;  b
aba ψεψ = , (9.1.8)

òî åñòü êîíòðàâàðèàíòíûé ñïèíîð aψ  ýêâèâàëåíòåí êîâàðèàíòíîìó ñïè-

íîðó aψ . Àíàëîãè÷íî ñïèíîðû abψ  è abψ  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

c
bacab ψεψ = ; cb

aca
b ψεψ = . (9.1.9)

Åñëè a
bψ  èìååò íóëåâîé ñëåä, òî abψ  ñèììåòðè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè 0=a
aψ , òî ñîãëàñíî (9.1.7)

0=−=−=−== c
c

c
b

b
c

c
bac

bac
bac

ab
ab

ab ψψδψεεψεεψε ,

à ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâåäåíèÿ ab
abψε  îçíà÷àåò, ÷òî baab ψψ = . Îáðàò-

íî, åñëè baab ψψ = , òî 0== ca
aca

a ψεψ , òî åñòü a
aψ  èìååò íóëåâîé ñëåä.

Èòàê, íåïðèâîäèìûé ñèììåòðè÷íûé ñïèíîð { }abψ  ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåí-

òåí ñìåøàííîìó ñïèíîðó a
bψ  ñ íóëåâûì ñëåäîì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé ñìåøàííûé ñïèíîð

{ }
{ }q

p

bb
aa

...

...
1

1
ψ , äëÿ êîòîðîãî ñëåäû ïî âñåì ïàðàì èíäåêñîâ ia  è jb  ðàâíû

íóëþ:

{ }
{ }

0......
......

111

111
=+−

+−

qjj

pii

bcbbb
acaaaψ . (9.1.10)

Îïóñêàÿ âñå âåðõíèå èíäåêñû ñ ïîìîùüþ abε , ïîëó÷àåì êîâàðèàí-

òíûé ñïèíîð ðàíãà qp + :
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{ }
{ }q

pqqpq

bb
aabcbcaacc

...

.........
1

11111
... ψεεψ = , (9.1.11)

ïðè÷¸ì èç ñèììåòðè÷íîñòè ñïèíîðà { }
{ }q

p

bb
aa

...

...
1

1
ψ  ïî âåðõíèì èíäåêñàì è ïî

íèæíèì èíäåêñàì ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü ñïèíîðà (9.1.11) ïî âñåì èí-

äåêñàì paa ...1  è ïî âñåì èíäåêñàì qcc ...1 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïèíîð

(9.1.11) ñèììåòðè÷åí òàêæå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ëþáîé ïàðû èí-

äåêñîâ ia  è jc . Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ åãî íà ij acε  è ñóììèðóÿ ïî ia

è jc , ïîëó÷èì, ñîãëàñíî (9.1.7) è (9.1.10),

{ }
{ }

{ }
{ }

.0......

......

......
......

......
..................

1

111

1

11111

=−=

==
qj

piqq

i

j

qj

piqqjj

ij

piqj

ij

bbb

aaabc
a
bbc

bbb

aaabcbcbc

ac

aaaccc

ac

ψεδε

ψεεεεψε

                                

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëåäû (9.1.10) ðàâíû íóëþ, òî êîâàðèàíòíûé
ñïèíîð (9.1.11) ñèììåòðè÷åí ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì âñåõ èíäåêñîâ:

{ }
{ }

{ }qp

q

pqq ccaa
bb
aabcbc ......

...

... 11

1

111
... ψψεε = . (9.1.12)

Ñïèíîð  { }
{ }q

p

bb
aa

...

...
1

1
ψ  òàê æå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç { }qpcaa ...... 11

ψ

{ }
{ }

{ }qp

qqq

p ccaa
cbcbbb

aa ......
...
... 11

111

1
... ψεεψ = . (9.1.13)

Òàêèì îáðàçîì âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )2SU  ìî-

ãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê êîâàðèàíòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ñïèíîðû

{ }raa ...1
ψ , ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìå Þíãà, ñîñòîÿùåé èç ñòðîêè ñ r  êâàä-

ðàòàìè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ §8.6 ñèììåòðè÷íûå êîâàðèàíòíûå ñïèíîðû ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ñèììåòðèçàöèåé ïðîèçâîëüíûõ ñïèíîðîâ ñ êîìïîíåíòàìè

raa ...1
ψ , ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå rC , ïðåîáðàçóþùåìñÿ

ïî ïðåäñòàâëåíèþ 
 ðàçr

UU ⊗⊗ ... . Òàê êàê ëþáîé âåêòîð â rC  îïðåäåëÿåò-

ñÿ ôîðìóëîé r

r

aa
aa

...
...

1

1
eø ψ= , ãäå raa ...1e - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

rC , òî ñèììåòðè÷íûå ñïèíîðû ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè â ïîäïðîñòðàíñòâå
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s
rC  ñ áàçèñîì

{ } ( )

( )
∑

∑
=

r

r

r

r

r

aaP

aa

aaP

aa

aa

e

...

...

...

...

...

1

1

1

1

1

e

e , (9.1.14)

ãäå 
( )
∑

raaP ...1

 îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ

raa ...1 .

9.1.2. Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ãðóïïû ( )2SU

Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû ( )2SU  ìû ìîæåì âûáðàòü ìàòðè-

öû Ïàóëè: 321 ,, σσσ  (ñì. §6.6., ï.5)

 





=

01

10

2
1

1σ ,  




 −
=

0

0

2
1

1 i

i
σ ,  





−

=
10

01

2
1

1σ , (6.6.13)

à â êà÷åñòâå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ iJ ,

îïåðàòîðû (7.4.7), ñîâïàäàþùèå ñ îïåðàòîðàìè óãëîâîãî ìîìåíòà. Òà-

êèì îáðàçîì, ìû ìîæåì äëÿ îïåðàòîðîâ iJ  èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ,

ïîëó÷åííûå â §7.4., òî åñòü äëÿ äàííîãî j  îïåðàòîð  3J  ( )zJ  èìååò 12 +j

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé jjjj ,1,...,1, −+−−  è äëÿ ëþáîãî { }raa ...1e
{ } ( ) { }rr aaaa jj ......2 11 1eeJ += . (9.1.15)

Äëÿ áàçèñà raa ...1e  ìû ìîæåì òàêæå çàïèñàòü

( )( )( ) rriiiirr ba

r

i
baibababbaaiJ δδσδδ∑

=
+−+−−

=
1

...... ......
1111111

. (9.1.16)
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9.1.3. Ïðèìåðû ñïèíîðîâ íèçøèõ ðàíãîâ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïèíîðû íèçøèõ ðàíãîâ, õàðàêòåðèçóþùèå

ñîñòîÿíèÿ ñ ìîìåíòàìè 
2
1=j  è 1=j .

1. 
2
1=j . Ñîñòîÿíèÿ ñ 

2
1=j  îïèñûâàþòñÿ ñïèíîðîì aψ  èëè ýê-

âèâàëåíòíûì åìó ñïèíîðîì aψ , 2,1=a . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîâàðè-

àíòíûé ñïèíîð aψ . Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 1C , ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî äàí-

íîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ñîñòîèò èç âåêòîðîâ 1e  è 2e . Êàæäûé ñïèíîð ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ñòîëáöà ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè:







=

2

1

ψ
ψ

ø .

Òîãäà







=

0

11e , à 





=

1

02e . (9.1.17)

Ñîãëàñíî (6.6.13) è (9.1.16), èìååì

11
3 2

1
ee =J ,  22

3 2
1

ee −=J . (9.1.18)

Åñëè âìåñòî aψ  ìû âîçüì¸ì b
aba ψεψ = , òî äëÿ

1e  ( )0,1 21 == ψψ  èìååì 01 =ψ , 12 =ψ ,

à äëÿ
2e  ( )1,0 21 == ψψ  èìååì 11 −=ψ , 02 =ψ .

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó áàçèñîì ae  â ïðîñòðàíñòâå 1C  è áàçèñîì

af  â ïðîñòðàíñòâå 1C  èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå

2
1 fe ↔ ,  1

2 fe −↔ . (9.1.19)
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Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû iJ  êîíòðàâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ aψ  ñâÿçàíû ñ èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè iσ  ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ aψ  ñîîòíîøåíèåì

( )TiiiJ σσ −== . (9.1.20)

Ïîýòîìó

223 2

1
ff =J ,   113 2

1
ff −=J , (9.1.21)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (9.1.19).

2. 1=j . Ñîñòîÿíèÿ ñ 1=j  ìîæíî îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè ñèììåò-

ðè÷íîãî êîâàðèàíòíîãî ñïèíîðà âòîðîãî ðàíãà { }abψ . Ïóñòü abe - áàçèñ

â ïðîñòðàíñòâå 2C , ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ UU ⊗ , òîãäà

ñèììåòðè÷íûìè ñïèíîðàìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ïîäïðîñòðàíñòâà sC2  ñ

áàçèñîì

{ } 1111 ee = ,  { } ( )211212

2

1
eee += ,  { } 2222 ee = .

Ñîãëàñíî (9.1.16) èìååì

( ) ( ) ba
bbi

ba
aai

ab
iJ ′

′
′

′ += eee σσ , (9.1.22)

è, â ÷àñòíîñòè,
{ } { }1111

3 ee =J ,  { } 012
3 =eJ ,  { } { }2222

3 ee −=J (9.1.23)

è ìû ìîæåì ïîëîæèòü
{ }11ee =+ ,  { }12

0 ee = ,  { }22ee =− . (9.1.24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîñòîÿíèÿ ñ 1=j  ìîæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ

êîíòðàâàðèàíòíîãî ñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðà abψ  èëè ñìåøàííîãî ñïè-

íîðà a
bψ  ñ íóëåâûì ñëåäîì.
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Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñïèíîð a
bψ . Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè (ñì.

(8.6.10)), ÷òî ëþáîé ñïèíîð a
bΦ  ðàçëàãàåòñÿ íà äâà îðòîãîíàëüíûõ ñïè-

íîðà, îäèí èç êîòîðûõ èìååò íóëåâîé ñëåä, à äðóãîé êðàòåí a
bδ :

c
c

a
b

c
c

a
b

a
b

a
b Φ+





 Φ−Φ=Φ δδ

2

1

2

1
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâî 
11

C  ñ áàçèñîì a
bf , ïðåîáðàçóþùåå-

ñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ UU ⊗ ,  ðàçëàãàåòñÿ  íà äâà îðòîãîíàëüíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâà. Ñïèíîðû, êðàòíûå a
bδ , ïðèíàäëåæàò îäíîìåðíîìó ïîä-

ïðîñòðàíñòâó ñ áàçèñîì

( )2
2

1
1

2

1

2

1
fff +== b

a
a
bδδ . (9.1.25)

Âòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî, âñå âåêòîðû êîòîðîãî îðòîãîíàëüíû δ ,
èìååò áàçèñ

1
2f , ( )2

21
1
1

2

1
ff − ,  2

1f . (9.1.26)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

1
2

1
23 ff =J , 0

2

2
2

1
1

3 =




 ± ff
J ,  2

1
2

13 ff −=J (9.1.27)

è ìû ìîæåì ïîëîæèòü

1
2ff −=+ , 

2

2
2

1
1

0

ff
f

−= , 2
1ff =− . (1.9.28)

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñïèíîðû â âèäå ìàòðèöû







=

2
2

1
2

2
1

1
1

ψψ
ψψ

ø ,

òî ïîëó÷èì
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





=+ 00

10
f ,  



















=

2

1
0

0
2

1

0f ,  





=− 01

00
f . (9.1.29)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ áàçèñàìè
(9.1.24) è (9.1.28) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä îïèñàííûé â §7.4 çàðàíåå çíàÿ,

÷òî 11e  - åäèíñòâåííûé êîâàðèàíòíûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà ñ 13 +=J ,

ïðèíàäëåæàùèé íåêîòîðîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Äåéñòâóÿ

íà ýòîò ñïèíîð èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè iJ  íåñêîëüêî ðàç,

ìîæíî ïîëó÷èòü âñå îñòàëüíûå ñïèíîðû â äàííîì íåïðèâîäèìîì ïðåä-
ñòàâëåíèè.

Ñ ó÷¸òîì (7.4.8) è òîãî, ÷òî







=+=+ 00

10
21 σσσ i , 





=−=− 01

00
21 σσσ i ,

ïîëó÷èì âñå ñïèíîðû (9.1.24)
211211 eee +=−J ,  ( ) 222112 2eee =+−J .

Àíàëîãè÷íî
1
1

2
2

1
2 fff −=−J ,  ( ) 2

1
1
1

2
2 2fff −=−−J ,

òî åñòü, ïîëó÷àåì âñå ñïèíîðû (9.1.28).

§9.2. Ãðóïïà  ( )3SU  è å¸ ïðåäñòàâëåíèÿ

9.2.1. Ãåíåðàòîðû ãðóïïû ( )3SU

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãë. VI, ï.3, ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû ( )3SU  ÿâ-

ëÿþòñÿ 8132 =−  ýðìèòîâûõ 33×  ìàòðèö Ãåëë-Ìàííà (6.6.24) ñ íóëå-
âûì ñëåäîì:
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














=

000

001

010

1λ ,














 −
=

000

00

00

2 i

i

λ ,
















−=

000

010

001

3λ ,















=

001

000

100

4λ ,















 −
=

00

000

00

5

i

i

λ ,















=

010

100

000

6λ ,
















−=
00

00

000

7

i

iλ ,























−

=

3

2
00

0
3

1
0

00
3

1

8λ , (6.6.24)

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (6.6.25)-(6.6.27).
Âûáîð ãåíåðàòîðîâ â âèäå ìàòðèö (6.6.24) óäîáåí òåì, ÷òî ýòè ìàò-

ðèöû àíàëîãè÷íû ìàòðèöàì Ïàóëè iσ  äëÿ ãðóïïû ( )2SU , è ïðè èçó÷å-

íèè ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï  ( )2SU  ãðóïïû ( )3SU  ñðàçó âèäíî, ê êàêèì

ïîäãðóïïàì îòíîñèòñÿ êàæäàÿ ìàòðèöà.

Òàê êàê 1λ  è 8λ  êîììóòèðóþò ìû èõ â äàëüíåéøåì ñâÿæåì ñ êâàí-

òîâûìè ÷èñëàìè: çàðÿäîì è ãèïåðçàðÿäîì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

321 ,, λλλ  îáðàçóþò àëãåáðó Ëè ãðóïïû ( )2SU . Â äàëüíåéøåì ýòè ãåíå-

ðàòîðû ìû îòîæäåñòâèì ñ ãåíåðàòîðàìè èçîòîïè÷åñêîé ãðóïïû.

Ñâÿæåì 3λ  ñ çàðÿäîì, à 8λ  ñ ãèïåðçàðÿäîì. Ïðè èçó÷åíèè èçîòî-
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ïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè èíîãäà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ (ñì. (7.4.8)) ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ 1σ  è 2σ

21 σσσ i±=± . (9.2.1)

Ïî àíàëîãèè ñ (9.2.1) ïîëîæèì

( )

( )


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


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



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




=+=

−

+

,

000

001

000

2
1

,

000

000

010

2

1

21
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(9.2.2)

( )

( )

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

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
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
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

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




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1
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(9.2.3)
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

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
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,
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1
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(9.2.4)
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,

000

010

001

2
1

2
1

331
















−==== λztth (9.2.5)

.

200

010

001

32

1
2
1

2
3

82

















−
=== λyh (9.2.6)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ èç (9.2.2)-(9.2.6) ìàò-
ðèö ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáùå-
ãî ñâîéñòâà (7.2.5) èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ãðóïïû.

Ìàòðèöû ±t  è 1htz = , áóäó÷è èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè

ïîäãðóïïû ( )2SU , óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

(7.4.9) è (7.4.11):

[ ] zttt 2, =−+ (9.2.7)

è

[ ] ±± ±= tth t
ii α, . (9.2.8)

Ìîæíî òàê æå ïîêàçàòü, ÷òî

[ ] ±± ±= uuh u
ii α, , (9.2.9)

[ ] ±± ±= vvh v
ii α, , (9.2.10)

ãäå 2,1=i , à







=

0

1t
iα , 



















=

2

3
2

1
u
iα ,  

















−
=

2

3
2

1
v
iα . (9.2.11)

Ïðåäñòàâèì çíà÷åíèÿ t
iα± , u

iα± , v
iα±  äâóìåðíûìè âåêòîðàìè ñ

êîìïîíåíòàìè t
1α± , u

1α± , v
1α±  íà îñè Ox  è êîìïîíåíòàìè t

2α± ,
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u
2α± , v

2α±  íà îñè Oy  ñîîòâåòñòâåííî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì òàê

íàçûâàåìóþ êîðíåâóþ äèàãðàììó ãðóïïû ( )3SU , à âåêòîðû ñ äàííûìè

êîìïîíåíòàìè íàçîâ¸ì êîðíÿìè (Ðèñ. 9.2.1).

9.2.2. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )3SU

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ( )3SU  âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òåîðèåé èçëîæåííîé â ãë.VIII. Îáîçíà÷èì ñïèíîðíûå èíäåê-

ñû ÷åðåç ,...,βα . Ïîñêîëüêó êàæäûé èíäåêñ ïðèíèìàåò ëèøü òðè çíà÷å-

íèÿ, òî íå ñóùåñòâóåò ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðà ðàíãà

áîëüøå 3. Ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå ñïèíîðû òðåòüåãî ðàíãà αβγε

è αβγε  ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè. Âûáåðåì ýòè ñïèíîðû òàê, ÷òîáû

1123
123 == εε . Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñïèíîðîâ ìîæíî ïðåâðàùàòü êàæäóþ

ïàðó àíòèñèììåòðè÷íûõ âåðõíèõ èíäåêñîâ â íèæíèé è íàîáîðîò:

Ðèñ. 9.2.1.

av

-a v-a u

au

at-a t 0
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[ ]
[ ]βγ

αβγβγ
αβγα ψεψεψ == . (9.2.12)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ( )3SU
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïèíîðû, ñèììåòðè÷íûå ïî âñåì âåðõíèì èí-
äåêñàì è ïî âñåì íèæíèì èíäåêñàì è èìåþùèå íóëåâûå ñëåäû.

Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñïèíîðó ñ p  âåð-

õíèìè è q  íèæíèìè ñèììåòðè÷íûìè èíäåêñàìè, îáîçíà÷èì ( )pqD , .

Òàê, ( )0,qD  ñîîòâåòñòâóåò êîâàðèàíòíîìó ñïèíîðó ðàíãà q , à ( )pD ,0 -

êîíòðàâàðèàíòíîìó ñïèíîðó ðàíãà p .

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò êîâàðèàíòíîãî ñïèíî-
ðà ðàíãà q .  Åñëè êàæäûé èíäåêñ ïðèíèìàë áû òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, òî

÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ýòîãî ñïèíîðà áûëî áû ðàâíî 1+q , êàê

ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ãðóïïû ( )2SU . Â äàííîì ñëó÷àå êàæäûé èíäåêñ

ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû, äëÿ êîòîðûõ q′  èí-

äåêñîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2, à qq ′−  îñòàëüíûõ èíäåêñîâ � çíà÷å-

íèÿ 3. ×èñëî òàêèõ êîìïîíåíò ðàâíî 1+′q . Òàê êàê q′  ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ

äî q , òî ÷èñëî âñåõ êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî êîâàðèàíòíîãî ñïèíîðà

ðàíãà q  ðàâíî

( ) ( ) ( )( )21
2

1
10,

0

++=+′= ∑
=′

qqqqN
q

q

.

Àíàëîãè÷íî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî êîíòðà-
âàðèàíòíîãî ñïèíîðà ðàíãà p  ðàâíî

( ) ( )( )21
2

1
,0 ++= pppN .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñìåøàííûé ñïèíîð ðàíãà qp + , q  ðàç êîâà-

ðèàíòíûé è p  ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé, p

q

ββ
ααψ ...

...
1

1
.

×èñëî êîìïîíåíò òàêîãî ñìåøàííîãî ñïèíîðà áûëî áû ðàâíî
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( ) ( ) ( )( )( )( )2121
4

1
,00, ++++= ppqqpNqN ,

åñëè âñå ñëåäû p

q

βγβ
αγαψ ......

......
1

1
 áûëè áû ïðîèçâîëüíûìè. Òàê êàê ÷èñëî òàêèõ

ñëåäîâ ðàâíî ÷èñëó êîìïîíåíò ñìåøàííîãî ñïèíîðà ðàíãà 2−+ qp ,

1−q  ðàç êîâàðèàíòíîãî è 1−p  ðàç êîíòðàâàðèàíòíîãî, òî åñòü ðàâíî

( ) ( ) ( ) ( )11
4

1
1,00,1 ++=−− ppqqpNqN ,

òî äëÿ íåïðèâîäèìîãî ñïèíîðà ðàíãà qp + , âñå ñëåäû êîòîðîãî ðàâíû

íóëþ, ïîëó÷èì

( ) ( )11
4

1 ++ ppqq

óñëîâèé.
Èòàê, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò íåïðèâîäèìîãî ñìåøàííîãî

ñïèíîðà q  ðàç êîâàðèàíòíîãî è p  ðàç êîíòðàâàðèàíòíîãî, ðàâíî

( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( ).211
2

1
11

4

1

2121
4

1
,

++++=++−

−++++=

qpqpppqq

ppqqpqN
(9.2.13)

Íàïðèìåð.

( ) 3321
2

1
0,1 =⋅⋅⋅=N ,

( ) 3312
2

1
1,0 =⋅⋅⋅=N ,

( ) 8422
2

1
1,1 =⋅⋅⋅=N ,

( ) 10541
2

1
0,3 =⋅⋅⋅=N ,
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( ) 10314
2

1
3,0 =⋅⋅⋅=N ,

( ) 27633
2

1
2,2 =⋅⋅⋅=N .

Èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

ãåíåðàòîðàì ±±± vut ,,  è ih , îáîçíà÷èì ÷åðåç ±±± VUT ,,  è iH  ñîîòâåò-

ñòâåííî, à èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ãåíåðàòî-

ðàì iλ  ÷åðåç iΛ . Äëÿ êîâàðèàíòíîãî ñïèíîðà ïåðâîãî ðàíãà

( ) ( )αβαβ λii =Λ ,

à äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà ïåðâîãî ðàíãà

( ) ( ) ( ) ( )βααβαβαβ λλλ i
T
iii −=−==Λ .

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå pqC , ïðåîáðàçóþùåìñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ

 ðàç ðàç pq
UUUU ⊗⊗⊗⊗⊗ ...... ,

âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ q

p

αα
ββ

...

...
1

1
e , òî äåéñòâèå èíôèíèòåçèìàëü-

íîãî îïåðàòîðà iΛ  íà ýòè âåêòîðû âûðàçèòñÿ ôîðìóëîé

( )

( ) .
1

...

......

1

......
...

...

...

1

111

111

1

1

1

∑

∑

=
′′

=

′
′

+−

+−

−

−=Λ

p

r

T
i

q

r
ii

q

prrrrr

qrrr

prr

q

p

αα
βββββββ

ααααα
ββαα

αα
ββ

λ

λ

e

ee

              

(9.2.14)

Òàê  êàê ãåíåðàòîðû ih  äèàãîíàëüíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì èí-

ôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû iH  òàêæå áóäóò äèàãîíàëüíû. Îáîçíà÷èì

÷èñëà êîâàðèàíòíûõ èíäåêñîâ, ðàâíûõ 1,2 è 3 ÷åðåç ( )1q , ( )2q  è ( )3q

ñîîòâåòñòâåííî, à ÷èñëà êîíòðàâàðèàíòíûõ èíäåêñîâ - ( )1p , ( )2p  è
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( )3p . Òîãäà èç ôîðìóëû (9.2.14) è êîíêðåòíîãî âèäà ìàòðèö iλ  (6.6.24)

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð ñ çàäàííûìè ÷èñëàìè èíäåêñîâ,
ðàâíûõ 1,2 è 3, ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïå-

ðàòîðîâ iH :

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] q

p

q

p
pqpqH

αα
ββ

αα
ββ

...

...
...
...1

1

1

1

1
22

2

1
11

2

1
ee







 −−−= , (9.2.15)

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] .}33
3

1

22
32

1
11

32

1
{

...

...

...

...2

1

1

1

1

q

p

q

p

pq

pqpqH

αα
ββ

αα
ββ

e

e

−−

−−+−=

               

(9.2.16)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçè-

ñà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ iH
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîíåíòû äâóìåðíûõ âåêòîðîâ, íàçûâàåìûõ
âåñàìè. Èçîáðàæàÿ ýòè âåêòîðû íà ãðàôèêàõ, ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàå-
ìûå âåñîâûå äèàãðàììû.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ,
ïðèâîäèìî è ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàïðèìåð,

ëþáîé ïðîèçâîëüíûé ñìåøàííûé ñïèíîð âèäà β
αψ  ïðåîáðàçóþùèéñÿ

ïî ïðåäñòàâëåíèþ 33× , ðàçëàãàåòñÿ íà ñóììó èíâàðèàíòíîãî ñïèíîðà,

ïðîïîðöèîíàëüíîãî β
αδ  è íåïðèâîäèìîãî ñïèíîðà ñ íóëåâûì ñëåäîì

(8.6.10):






 −+= γ

γ
β

α
β
α

γ
γ

β
α

β
α ψδψψδψ

3

1

3

1
.

Òàêèì îáðàçîì,

8133 ⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( )1,10,01,00,1 DDDD ⊕=⊗ .

Åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ ñïèíîðîâ èç ïðîèçâîëüíîãî
ñìåøàííîãî ñïèíîðà âòîðîãî ðàíãà ñëåäóåò âû÷åñòü ñëåä, òî äëÿ ïîëó÷å-
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íèÿ íåïðèâîäèìûõ ñïèíîðîâ èç ïðîèçâîëüíîãî êîâàðèàíòíîãî èëè êîí-
òðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà íåîáõîäèìî ñèììåòðèçîâàòü èëè àíòèñèììåò-
ðèçîâàòü èíäåêñû:

{ } [ ] { } { }βααββααβαβαβαβ ψψψψψψψ −++=+=
2

1

2

1
.

Àíòèñèììåòðè÷íûé êîâàðèàíòíûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà ýêâèâà-
ëåíòåí (ñì. (9.2.12)) êîíòðàâàðèàíòíîìó ñïèíîðó ïåðâîãî ðàíãà, ïîýòî-
ìó ìîæíî ïîëó÷èòü çàêîí óìíîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé

3633 ⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( )1,00,21,00,1 DDDD ⊕=⊗ .

Àíàëîãè÷íî

3633 ⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( )0,12,01,01,0 DDDD ⊕=⊗ .

Ïðèâåä¸ì äëÿ ñïðàâêè íåñêîëüêî ôîðìóë, êîòîðûå ìîæíî ïîëó-
÷èòü òàêèì æå ìåòîäîì:

10836 ⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( )0,31,10,10,2 DDDD ⊕=⊗ ;

10836 ⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( )3,01,11,02,0 DDDD ⊕=⊗ ;

278166 ⊕⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,21,10,02,00,2 DDDDD ⊕⊕=⊗ ;

27101088188 ⊕⊕⊕⊕⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( );2,23,0

0,31,11,10,01,11,1

DD

DDDDDD

⊕⊕
⊕⊕⊕⊕=⊗
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6427811010 ⊕⊕⊕=⊗ ,
èëè

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,32,21,10,03,00,3 DDDDDD ⊕⊕⊕=⊗ .

9.2.3 Ñïèíîðû íèçøèõ ðàíãîâ

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Òð¸õìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî 1C  ñ áàçèñîì ae , 3,2,1=a ,

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ( )0,1D . Âåêòîðû â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè ñïèíîðàìè ïåðâîãî ðàíãà

ñ êîìïîíåíòàìè aψ . Êàæäûé áàçèñíûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðî-

ìó âåñó. Ïðåäñòàâèì ýòè âåêòîðû íà âåñîâîé äèàãðàììå (Ðèñ. 9.2.2).

Èç äèàãðàììû ñëåäóåò, ÷òî

1h

2h

1e2e

3e

2

1
2

1−

32

1

3

1−
Ðèñ. 9.2.2.
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11

2

1

32

1
2

1

ee
















=





H

H
;

22

2

1

32

1
2

1

ee














 −
=





H

H
; (9.2.17)

33

2

1

3

1
0

ee 











−=





H

H
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ êîíòðàãðåäèåíòíîãî ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ � êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà ïåðâîãî ðàíãà èìååì âåñîâóþ
äèàãðàììó (Ðèñ. 9.2.3).

1h

2h

2

1
2

1−

3

1

Ðèñ. 9.2.3.

1e 2e

3e

32

1
-
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Îòêóäà

11
2

1

32

1
2

1

ee
















−

−
=





H

H
;

22
2

1

32

1
2

1

ee
















−
=





H

H
; (9.2.18)

33
2

1

3

1
0

ee 











=





H

H
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå ( )0,2D . Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ

ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç áàçèñà αβe  ïðåäñòàâëåíèÿ UU ⊗
ïóò¸ì ñèììåòðèçàöèè èíäåêñîâ

βααβ

βααβ
αβ

ee

ee
e

+
+= .

Â èñõîäíîì áàçèñå αβe  øåñòü áàçèñíûõ âåêòîðîâ { }αβe  ïðåäñòàâëå-

íèÿ ( )0,2D  èìåþò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû:

{ } 1: 11
111 == ψ      ef ;

{ }

2

1
: 2112

122 === ψψ      ef ;

{ } 1: 22
223 == ψ      ef ;

{ }

2

1
: 3113

134 === ψψ      ef ; (9.2.19)
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{ }

2

1
: 3223

235 === ψψ      ef ;

{ } 1: 33
336 == ψ      ef .

Èç (9.2.15) è (9.2.16) âèäíî, êàêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðà-

òîðîâ iH  ñîîòâåòñòâóþò ýòè âåêòîðû è ìû ìîæåì ñîñòàâèòü âåñîâóþ

äèàãðàììó (Ðèñ. 9.2.4).

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ( )2,0D  äîñòàòî÷íî çàìåíèòü íèæíèå èíäåêñû

íà âåðõíèå è îáðàòíî è ïîìåíÿòü çíàêè âåñîâ âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì íàêîíåö ïðåäñòàâëåíèå ( )1,1D , ïî êîòîðîìó ïðåîáðà-

çóåòñÿ ñìåøàííûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà α
βψ  ñ íóëåâûì ñëåäîì 0=α

αψ .

Êàê èçâåñòíî, ïðîèçâîëüíûé ñìåøàííûé ñïèíîð âòîðîãî ðàíãà α
βΦ  ðàç-

ëàãàåòñÿ íà ñóììó ñïèíîðà ñ íóëåâûì ñëåäîì è èíâàðèàíòíîãî ñïèíîðà,

ïðîïîðöèîíàëüíîãî α
βδ :

1h

2h

2

1−
2

1

3

1

3

2−

11−

1f
2f3f

4f
5f

6f

0

Ðèñ. 9.2.4.
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γ
γ

α
β

γ
γ

α
β

α
β

α
β δδ Φ+





 Φ−Φ=Φ

3

1

3

1
.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî 
11

C  ñ áàçèñîì α
βe , ïðåîáðàçóþ-

ùååñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ UU ⊗ , ðàçëàãàåòñÿ íà äâà îðòîãîíàëüíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâà. Èíâàðèàíòíûé ñïèíîð α
βδ  ïðèíàäëåæèò îäíîìåðíî-

ìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ áàçèñîì

( ) α
β

α
βδδ eeee

3

1

3

1 3
3

2
2

1
1 =++= .

Â èñõîäíîì áàçèñå ýòîò âåêòîð èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïî-
íåíòû:

3

13
3

2
2

1
1 === ψψψ . (9.2.20)

Áàçèñíûå âåêòîðû âî âòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïðåîáðàçóþùåìñÿ

ïî ïðåäñòàâëåíèþ ( )1,1D , îðòîãîíàëüíû âåêòîðó (9.2.20). Ýòîìó óñëî-

âèþ óäîâëåòâîðÿþò øåñòü áàçèñíûõ âåêòîðîâ α
βe  ñ βα ≠ . Äâà îñòàëü-

íûõ èìåþò âèä ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ 1
1e , 2

2e  è 3
3e . Ýòè êîì-

áèíàöèè íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè áûëè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.
Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè:

( )2
2

1
1

2

1
ee − ; ( )3

3
2
2

1
1 2

6

1
eee −+ .

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå ( )1,1D  ìîæíî âûáðàòü â

âèäå

1
2e , ( )2

2
1
1

2

1
ee − , 2

1e , 1
3e , 2

3e , 3
1e , 3

2e , ( )3
3

2
2

1
1 2

6

1
eee −+ .

Â èñõîäíîì áàçèñå ýòè âåêòîðû èìåþò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîì-
ïîíåíòû:

1: 2
1

1
2

1 == ψ       ef ;
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( )
2

1
,

2

1
:

2

1 2
2

1
1

2
2

1
1

2 −==−= ψψ         eef ;

1: 1
2

2
1

3 == ψ       ef ;

1: 3
1

1
3

4 == ψ       ef ;

1: 3
2

2
3

5 == ψ       ef ; (9.2.21)

1: 1
3

3
1

6 == ψ       ef ;

1: 2
3

3
2

7 == ψ       ef ;

( )
6

2
,

6

1
:2

6

1 3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

8 −===−+= ψψψ      eeef .

Íà îñíîâàíèè (9.2.15) è (9.2.16) ìîæíî íàéòè âåñà ýòèõ âåêòîðîâ è
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âåñîâóþ äèàãðàììó.

9.2.4. Ïîäãðóïïû ( )2SU

Ãðóïïà ( )3SU  ñîäåðæèò òðè ðàçëè÷íûå ïîäãðóïïû ( )2SU , êàæ-

äàÿ èõ êîòîðûõ îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì îäèí èç òð¸õ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ òð¸õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóþò âñå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ ãðóïïû ( )3SU .

Ãåíåðàòîðàìè îäíîé èç òàêèõ ïîäãðóïï ìîãóò áûòü ±t  è ztt =3 .

Ýòó ïîäãðóïïó ìû áóäåì íàçûâàòü T -ïîäãðóïïîé. Äðóãèìè ïîäãðóïïà-

ìè ( )2SU  áóäóò ïîäãðóïïû ñ ãåíåðàòîðàìè

±u ,  ( )833 3
4

1 λλ +=u (9.2.22)

è

±v ,  ( )833 3
4

1 λλ +−=v , (9.2.23)
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êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü U - è V - ïîäãðóïïàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ( )3SU  ñîäåðæèò ðàç-

ëè÷íûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé èç ýòèõ ïîäãðóïï, ïðè÷¸ì
íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé ïîäãðóïïû íå ñîâïàäàþò ñ íåïðè-
âîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äðóãèõ ïîäãðóïï.

Ãåíåðàòîð 82 2

1 λ=h  êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè T -ïîä-

ãðóïïû è, òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè T -

ïîäãðóïïû èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð 82 2

1 λ=H , â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïåðâîé ëåììîé Øóðà êðàòåí åäèíèöå. Âñå ñîñòîÿíèÿ îäíîãî T -ìóëüòè-
ïëåòà ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðà-

òîðà 2H  èëè îïåðàòîðà

82
3

1

3

2 Λ== HYt . (9.2.24)

Àíàëîãè÷íî îïåðàòîð

8321
32

1

2

1

3

1 Λ−Λ=−= HHYu (9.2.25)

êîììóòèðóåò ñ ãåíåðàòîðàìè U -ïîäãðóïïû, à îïåðàòîð

8321
32

1

2

1

3

1 Λ−Λ−=




 +−= HHYv (9.2.26)

êîììóòèðóåò ñ ãåíåðàòîðàìè V -ïîäãðóïïû.

Äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ U -ïîäãðóïïû (èëè V -

ïîäãðóïïû) uY  (èëè vY ) èìååò âïîëíå îïðåäåë¸ííîå çíà÷åíèå.
Ðàññìîòðèì ðàñùåïëåíèå íåêîòîðûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïïû ( )3SU  íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ å¸ ïîäãðóïï ( )2SU .

Íà÷í¸ì ñ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ áàçèñàìè 1e , 2e  è
3e . Òàê êàê ±t  è 3t  äåéñòâóþò òîëüêî íà 1e è 2e :
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21 ee =−t ;  12 ee =+t ;  11
3 ee =t ;  22

3 2

1
ee −=t ; 03

3
3 ==± ee tt ,

òî 1e è 2e  îáðàçóþò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå T - ïîäãðóïïû. Ýòî �

ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ( )2SU . Âåêòîð 3e  ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäñòàâ-

ëåíèå ( )0,1D  ðàñùåïëÿåòñÿ íà T - ñïèíîð (ñ T - ñïèíîì 
2

1
) ñ áàçèñàìè

1e è 2e  è T - ñêàëÿð 3e  (ñ T � ñïèíîì 0). Àíàëîãè÷íî îíî ðàñùåïëÿåòñÿ

íà U - ñïèíîð (ñ U - ñïèíîì 
2

1
) ñ áàçèñàìè  1e è 3e  è U - ñêàëÿð 2e  (ñ

U - ñïèíîì 0) è V - ñïèíîð (ñ V - ñïèíîì 
2

1
) ñ áàçèñàìè 2e  è 3e  è V -

ñêàëÿð 1e  (ñ V  ñïèíîì 0).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

11

3

1
ee =tY ,  22

3

1
ee =tY , 33

3

2
ee −=tY ;

11

3

1
ee =uY ,  33

3

1
ee =uY , 22

3

2
ee −=uY ; (9.2.27)

22

3

1
ee =vY ,  33

3

1
ee =vY , 11

3

2
ee −=vY .

Çàìåíÿÿ çíàêè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (9.2.27), ìû ïîëó÷èì ðàñùåïëåíèå â

( )1,0D .

Ðàññìîòðèì ðàñùåïëåíèå âûñøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùåãî ìåòîäà. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü áàçèñíûé âåêòîð, êîòîðûé ïðè-
íàäëåæèò îïðåäåë¸ííîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ íåêîòîðîé
ïîäãðóïïû. Òàê êàê èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ýòîé ïîäãðóïïû
ïåðåâîäÿò ýòîò âåêòîð â îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû äàííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ èëè èõ êîìáèíàöèè, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áàçèñà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
äîñòàòî÷íî ïîäåéñòâîâàòü íà âûáðàííûé âåêòîð âñåìè èíôèíèòåçèìàëü-
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íûìè îïåðàòîðàìè ðàññìàòðèâàåìîé ïîäãðóïïû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå ïðåäñòàâëåíèÿ ( )1,1D .

Ðàññìîòðèì âåêòîð 1
2e , ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèÿì 13 =T  è 0=tY .

Åñëè ýòîò âåêòîð íå ïðèíàäëåæèò îïðåäåë¸ííîìó íåïðèâîäèìîìó
ïðåäñòàâëåíèþ, òî îí èìååò âèä ñóììû äâóõ èëè íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Âñå ïîñëå-

äíèå âåêòîðû äîëæíû áûòü ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðîâ 3T  è

tY  ñ îäíèìè è òåìè æå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè â ñèëó óñëîâèé
1
2

1
23 ee =T  è 01

2 =etY . Îäíàêî, 1
2e  ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âåêòîðîì ñî

çíà÷åíèÿìè 13 =T  è 0=tY . Ñëåäîâàòåëüíî, îí äîëæåí ïðèíàäëåæàòü

îïðåäåë¸ííîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Äåéñòâóÿ íà ýòîò âåê-

òîð îïåðàòîðàìè ±T  è 3T  ìû ïîëó÷èì áàçèñ ïðåäñòàâëåíèÿ ñ 13 =T  è

0=tY

1
2e , ( )2

2
1
2

2

1
ee − ,  2

1e . (9.2.28)

Àíàëîãè÷íî èç 1
3e  ïîëó÷àåì T - ñïèíîð ñ 

2

1=T  è 1=tY

1
3e , 2

3e , (9.2.29)

à èç 3
1e - äðóãîé T - ñïèíîð

2

1=T  è 1−=tY : 3
2e , 3

1e . (9.2.30)

Ïîñëåäíèé âåêòîð â âûðàæåíèè (9.2.21)

0=T  è 0=tY : ( )3
3

2
2

1
1 2

6

1
eee −+ . (9.2.31)

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèå ( )1,1D  ðàñùåïëÿåòñÿ íà U - èëè V -

ìóëüòèïëåòû:
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1
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1
3
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u
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YU
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YU

(9.2.31)

( )

( ) 

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












−+==

−==

==

−==

.2
6

1
:0,0

,,:1,
2

1

,,:1,
2

1

,,
2

1
,:0,1

1
1

3
3

2
2

1
2

1
3

3
1

2
1

3
2

3
3

2
2

2
3

eee

ee

ee

eeee

    

    

    

    

v

v

v

v

YV

YV

YV

YV

(9.2.32)

Â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèììåòðèè òðåáóþ-

ùèå èñïîëüçîâàíèÿ ãðóïï ( )4SU  è ( )6SU . Ìû æå îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì ãðóïï ( )2SU  è ( )3SU  â íàäåæäå íà òî, ÷òî ÷èòàòåëü, ïðî-

ÿâèâ îïðåäåë¸ííîå óïîðñòâî è áëàãîïîëó÷íî äîáðàâøèéñÿ äî êîíöà äàí-
íîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ â ñîñòîÿíèè ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ â âîï-

ðîñàõ ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï ( )4SU  è ( )6SU .


